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Предисловие к русскому изданию 

Физика квантовой информации и квантовых вычислений - новая, 

стремительно развивающаяся область науки, возникшая на стыке квантоnой 

механики, современной математической физики и информатики. Огромный 

илтерес к ней во многом стимулируется захватывающими нсрспективами, 

которые обещает открыть реализация ее идей пракгически во всех областях 
челолеческой деятельности, связанных с передачей, хранением и обработ

кuй информации. 
За последние десятъ лет на русском языке было издано довольно мно

го книг, nосвященных данной теме (см., например, [1~7]). Несмотря на это, 

ощущается некоторый дефицит учебной литературы по теории квантовых 

вычислений и квантовой информации, адресованной в первую очереi\1, чи

тателю не математику в строгом смысле этого слова_ Мы падеемся, чm 

:пот пробел может 1юспотшп. преl1Лагаемый вашему вниманию курс лек

ЦИЙ Дж. Прескилла, на протяжении более чем десяти лет читаемый авто
ром в Калифорнийском Технологическом Институте (КАЛТЕХе ), одном из 
крупнейших мировых исследовательских и образовательных центров в об
:rасти квантовых информационных технологий. На русском языке кнИI·а вы

ходит в двух томах; второй том в настоящее время гощвится к изданию. 

Большая частъ этого курса лекций бьша написана в конце 90-х годов. 
Для столь бурно развивающейся отрасли науки это очень большой срок. 
Тем не менее книга Дж. Прес.килла не утратила своего значения и по ряду 

nричин до сих 110р остается одни~ из базовых учебников но теории кван

товых вычислений и кванrовой ивформации. Во-первых~ автор постоянно 

работал над совершенствованием содер.жапия зтоrо курса лекций. В част

ности, по сравнению с иходным вариа»rом была серьезно nереработана 

и дополнена четвертая глава, посвященная квантовому запутыванию. До

бавлена новая глава, nосвященная квантовым тополОJ'ИЧес.ким вычислени

ям (войдет во второй том этой книги), теме, которой читатель не найдет ни 

в одвой из вышедших до 2007 г. кинг. TЗlGL" образом, курс Дж. Прескилла 
до сих пор остается одним из наиболее полных, отражающим практиче

ски все акrуальные в настоящее время темы. Во-вторых, автор дово~1ьно 

подробно и математически строго рассматривает рещсние конкретных за-
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дач, но nри доказательстве математических теорем и утверждений он, как 

правило, переходит на качественный язык, справедmпю полагая, чrо физи

I<У и инженеру rораздо важнее ne уметь доказывать тонкве математические 
Р.Х)реыы:, а правильно пользоваться ими. Эrо делает книгу привлекательной 

для: читателя, не имеющего специальной математической подгоrовки. Нако

~ц, каждая rлава данной книги сопровождается: небольшим, но тщательно 
подобранным :комшiектом задач. Многие из них фактически представляют 

дальнейшее развитие теоретическоi'О !"атериала. 

С исследованиями в области квантовых вычислений и квантовой ин
формации тесно связано возрождение интереса к старым принципиальным 

проблемам, таким как интерпретация квантовой механики, квантовая тео

рия измерений, корреляции в запут~нных квантовых состояниях и друrие. 

В свое время по этим проблемам в физическом сообщеспе сформирова

лась FАРР-пригодная1 точка зрения и, хотя проблемы остались, научный 
интерес к ним стал утасать. Как следствие, в современных учебниках по 
квантовой механике, пресJJедуюших более прагматические цели, зтим во

просам уделяется незаслуженно мало внимания. 

В зтом оrnошении кню·а Дж. ПрескИJШа представляет прияшое ис

кточеине. Три ее mавы (2-4) посвящены основаниям квантовой механики. 
После краткого введения в ее математический аппарат. автор детально об
суждает понятия и вопросы, имеющие неnосредственное отношение к глав

ной теме книги. При этом в большинстве случаев его подход оригинален 
и открывает перед читателем новые аспекты казалось бы хорошо знако

мых щюбпем. Например, в стандартных курсах квантовой механики поня
-mе матрици плотности вводится аксиоматическв. Дж. Прескил.1 выбирает 

физически более естеспенный путь. На простом примере он показывает, 
что w: пошrrщо ма1рицы rшотпости мы: неизбежно прнходим, пытаксь опи
'&Уf~еское состояние доступной набщодению части более 
lllllpOIDй системы. 

Большое внимание в книге уделено теории квантовых измерений, как 
орrоrоиальвых (измерения фон Неймана), так и обобщенных. При зтом ав
тор nmpom пользуется разложением единицы в гильбертовам пространстве 
физичеСIСОй системы (или ПОЗМ, положительной операюрно-значной ме
рой}, описывающим статисТИI<У результатов измерения. В настоящее время 
ПОЭМ JlDJIJieтcя одним из 1ффективnых инструментов теории квантовых 
измерений, хотя в русскоязьrчвой учебной литерюуре это еще не напmо 
достаточного отражения. 

Огдельная глава посвящена квантовому запутыванию несепарабель
ных двух- и многочастичных состояний, анализу возникающих в этих co-

1FAPP- For А// Practical Purposes, то есть для всех практнчсских целей (Дж. Белл). 
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с T'ШJHIOJX KJ!,aJПORJ,p; корр~.1яний, нарушаrотшrх нсравснснщ Ьс.lШi. и .lpy
' t!Ч i.'JШ'JaШ-JЫ.\f С 'HH\f ВОП[)ОС'а\f_ Инте~Х~С К НИ:\1 BlH061JOВI·I.-ICЯ J3 ПOC.·Je.J,HIJ(' 

1-0.\Ы. IJOCKO.]f,кy !ЗЫЯСf-JКЮСЬ, ч·1о ll\ICHHO ИCПO.JJ:;~OHiliНJC 'ШIIУТЫВание как 

rccypc<J 1 ю·шо.-Iяет хранить и нсрс.1авюъ кнантоnую rrнфорчатrю, а также 

онер11ров:J.п~ CJO и обеспсчпвап ]aiШJ L)' (_Н оrннбок 

С ·пой -rочки :~рения юrнr а ДА~. ПрескиJ.:Ы \южет нос,lуЖИТh пpeкpac

Jfi,J\f ;(ОПО.IНt'НJJеч К .liOбO.\fY C'ПtJJ.t<ipЛIO\fY курсу KB(IHTOJ:IOЙ \f("Х(lНИКИ. 

R(:l' ·по ПО]но.Jяс·r скюать, что кни1в J:ж. ll[1t'CKH;J;ra нрс.Jстанляет co
Roil соврс\1енный. орш нна:1т.ный 11 .J.Oc га rочтю по.шый куrс .ltКIJИй 11 бy.Jt: г 
ПO.le'Шii .'1Юб0\1У Ч!!ТЗН~.1Ю. Стре.,rЯГЦбrуся ПОЛуЧНlЬ СНСТ~\f3П1ЧССКНС ]113-

НИЯ в оСJ..шсти квантовых вы•шс.-тсний н квантовой ннфор~шпии. 

1 j ФlUil!\.(J h.Шfl-muюoй uнrjJOp.чaцuu, под г~J .. Д. Боумейстера, А. ~)керта 
и А. Цaii.lHHICpa. \1.: Поснтркет (2002). 

:г: К.А. 13аш-н::в, А. Л. Кокнн, Квттшвые 1\.О.нnьютеры: ги.иkж'да и pelnЬ

нocmh.- \1осква -Ижевск: РХЛ (2004). 
:·t··, .\ А. К<жнн. Tвepr)OПlf:':7ЫiЫI! 1\.Вантовые кдН11hЮf1и?ры 1m ндерных cnu-

"'" \lосква-Ижевск: ИКИ-РХД (2004) 
J J Г.П Т>ср·чан. 1 )t. ;tу.1ен. Р. \1ай111.сри. R.И. Цнфрннович. Ввеоепие 

R л.шmmmiNf' л·o\IПI>IOПU'Phl Чоеква Ижснск: HKИ-PXJL (2004). 
:> 1 \t. Пи.·н,J.:сн, И Чан г, Кшттоные вычис.1ения и ми1ю1юrm~t иифоJШII

ция. -- м .. Мир (с006) 
б) А. Кт-паев, Л. l.lleнтJ, .\1 ll>L1ьiЙ, К-шссичес/\.uе u h&mтщвые вычис.1е

нш1.- !\·!.: \Щl!MO-'icPo (1999). 
7) А.С. Xtueвo, 1Jr1erkнue в кшттовую теорию инфор-шщtш. -- \1 .. 

\ЩН\10 (2002) 
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Лекции 



ГЛАВА 1 

Введение и обзор 

Курс имеет свою wеЬ-страницу: 

http://www.theory.caltech.edu/people/preskill/ph219/ 

З;(есь можно найти общую инфор,.,ацию, в том числе краткое содержа

ние курса и важные ссьшки. 

К нашему предмету :можно подойти с разных позиций, однако в этих 

лекциях будет припята точка зрения физика-теоретика (то есть моя точка 

зрения как физика-теоретика). Ввиду междисциrurинарнОJО характера пред

мета я осознаю, что студенты моrут иметь самый ра1пый уровень предвари

тельной подготовки, и буду стараться учитывать это в лекциях. Пожалуйста, 

сообщайте мне, если я буду LЮJIЬЗОваться неизвестными вам тюнятиями. 

1.1. Физика информации 

Почему физик преподаст kJ'PC информации? Дело в том, что но мень
шей мере несколько десятилетий фuзrща ипфор~l-Шции и вычислений яв.т1яет~ 

ся общепркшанной дисциплиной. Это естественно. В конце концов, инфор
мация пре11:став.ляет собой нечто закодированное в состоянии физической 
системы; вычисление - нечто, что может быть выnолнено реальным фи

зически осущес-mимым устройством. Поэтому изучение информации и вы
числений стоит связать с изучением лежащих в их основе физических про
r~ессов. Конечно, с технической точки зрения, владение принципами физики 

И М31СрИ3Л01JСДСНИЯ IICOбXOiЩMO Д.1Я СОВСрШСI[СТВОВаНИЯ СуЩССТВуiОЩСГО 

вычислительного «железа)) (Карвер Мид называет группой «физики вычис
лений» свою исслСiюватсшJскую грунпу в КЛЛТЕХс, которая :шнимается 

разработкой чинов). 
С бопее абстрактной георетической точки зрения, имеется несколько 

важных ::папов в развитии нашсiо вонимания тоrо, как физика ограничива
ет возможность испо.1ь3оватъ информацию и оперировать ею. Например: 
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о Припцип "lандауэра. I3 1961 10ду Ральф Ла11дау>р покюа.1, что уни
чтожение инфоrмации - это непременно диссипативный проuесс1 . В его 
представлении уничтожение ncerZia в:н.•чет ·~а собой сокращение фа1овоrо 

объема и. СJJС;IОвате;н,rто, нсобратимо. 

Например, я \ЮГу хранить один бит информации, поместив единствен

ную мOJieкyJry в ящик слеRа или справа от рюлс,1яюшей его rreperop<щ

kи. Уничтожение означает, что мы псрсмсщае:v~ молеку.-ту, скаже:\1, в левую 

часть, независимо от того, где она находиласr. сначала - сж~ва и.пи снрава. 

Я мОiу пнезапно у.ца.1ить перегоролку, а :штем с помощью rюршня мед.,lен

но сжимап, состоящий из одной молску"1ы «га:т до тех пор, пока мо.1екула 

л;сйстrште;rыrо не окажется на .1свой стороне. Эта Щ1оце,!ура уменьшает зн

тронию газа на .6.5 = k ]н '2 и сопровожлается отводом соответствуюпJ,СIО 
количества тсшrа а·~ ящика в окру-жающее пространство. Uсли этот nроцесс 

ян~rяется изотермическим nр-и температуре Т, то вынолненная над ящиком 
работа ~у =- kTJн2 -·но работа, которую совершил я. Lсли я должен 

уничтожить информацию, то за это нридется расrшатиться энергией. 

• Обратимые вычисления. ;Iогическис 'шементы (вентили), исполь
:~усмыс лдя выполнения вычисiений, обычно необрати,чы. например, лu

J ический злемент .\IAI\D (НЕ И) 

(u,b)--> •(аЛЬ) (1.1) 

И\fсет ава входящих бита и один выхолятций бит. по которому мы не мо

жем олно3начно восстановить информацию па нхо,1,е. Поскольку логиче

ским '"Шемснтом уничтожается около (в среднем по его возможным вхоJам) 

одного бита инфор\-шции~ то, в соответствии с принципо'\f Ландауэра, д.""IЯ 

ero функционирования необходи.мо ·3атратитъ работу, как мнниму\1 равную 
И'" = kT lп 2. Uсли мы имеем оr·раничснный 3апас энергии, по.зпикаст тео
ретический Щ1СilСЛ продолжите.1ьности выполнения вычис.нений. 

О;tнако в 1973 году Чарт;з Беннет установил, что .Iюбые вычисления 
:.'1-Шrут быть выполнены с помощью одних лишь обратимых операций, и, 

таким образом, в принцюте нет необходимости ни в диссипации, ни в 1а

тратах энерпн1~. Фактически, мы можем создап, обратимую версию .-тоrи-

1 R. Laш.l.aucr, lrrevcl·sibility and Heat (jcneratюn in thc Compнting Process, IВМ J. Re:,. 
Develop., 3, 183, (1961): русский перевод в сборнике статей Квантовый кa'l-tnыomep и кван
товые вы•шсде1;uя нод ред. Н.А. СадовшtчеJu, Ижевск, РХД (l999).- ПptL:w. ped. 

2 С.Н. Beonett, L()gical Re\·ersiЬility ot' Computation, IВМ J. Res_ Devel[)p., 17, 525, (1973); 
русский перевод в сборнике сппей Квантовый ко.мпьют!!р u кваwтовые вычисления шщ рсд. 
R.A. Саловничего, Ижевск, РХД (1999). llony.•яrнюe обсуждение фюических ограничений, 
пак.::шдынасt.~ых на процессы нычислсний, а также реа..•изшщи обратимых вычис."Iсний см. 

в статье Шарль Г. Б~ш1е (оп же Чар.!И Г Ьеннст), Рош,ф Ландау)р, Физнчсскне пределы 

вычис.'JI.'НИЙ, В ми~ науки к~ 9, 24 ( J 985), перевод журна:ш Scienнfic Лтепсаn. -При.'!. pev 
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ческого элемента NA.'iD, который сохраняет всю входящую информацию: 
например, элемент Тоффоли 

(а,Ь,с) ~ (a,b,cE!Jal\b) (1.2) 

яв.;IЯется обратимым трехбитоным элементом. который «инвертирует)> тре

тий бит1 если первые дна приннмают значение 1. и ничего не \tСняет 

в остальных случаях. Если с ---= 1, то третий выходящий бит принимает 
ногическое значение НЕ а И Ь. Заменяя логические элементы NAND эле
ментами ТоффоJJи, ~ы -можем нревратить необратимые вычиСJIСНИЯ в обра

тимые. В приm~ипе эти вычисления могут быть выполнены с ничтожной 

диссипацией. 

Однако в этом процсссе мы производим много лишней информации. 
Возникает вопрос: может бытт~, мы всего .1ишь от.ножи;rn энергетические 

затраты и нам придется расплатиться. когда потребуется уничтожить весь 
этот хлам. Обращаясь к этой проблеме, Беннет указал, чw обратимый ком
пьютер может выполнить вычисления до конца, распечатан. ответ (.~огиче

ски обратимая операция). а затем совершить все шаги в обратном нанрав

лении, чтобы вернуться к начальному состояиию. Эта процедура удаляет 

избыточную информацию без каких-дибо энергетических :щтрат. 
Тогда в щтнципс нам пе нужно 1ратить энергию дшt НЫIЮJmения кы

чис:~ений. Па практике, испот..:1уемыс в настоящее врс.\tя (пеобратимые) 
комnьютеры рассеивают энер1·ию, во всяком случае на порядки большую, 

чем kT ln 2 на один элемент, поэтому с технической точки зрения предел 
.Iанд:ауэра не существенен. Но, поскольку вычислительное «же~Iсзо» про

должает сокращаться в размерах, преодоление преде.Jа Лащщуэра может 

ока.:шться важным д..'lя предотвращения плавления деталей, и тоrда обрати

мые вычисдения могут оказа·Lъся единственной альтернативой. 

• Демон Максвелла. Идеи Ландауэра и Беннета привели последнего 
в 1982 гому к примирению демона Максвелла со вторым началом термоди
намики. МаксвеJL1 рассматривал газ в ящике, ра:щезенно~ персгоро;(кой на 

две части: А и В. В перегородке имеется заслонка, которой управдяст де

мон. Наблюдая за молеку71ами, приб.i1Ижаtощимися к заслонке, он пропуска

ет быстрые молеку;ш из А в В, а мед;rенныс ·-из В в А. Следовательно, А 

охлаждается, а В нагревается с пренебрежимо малыми затратами работы. 
Тсило без затрат переходит из хоподной области в горячую, явно нарушая 
вrорое нача.,,о термодинамики. 

Решение Беннета состоит в том, что демон должен собирать и хра
нить иuформацию о мoJJcкynax. Ec~m обьем памяти демона ограничеп, то 

оп не может бесконечно продо:~жать охлаждение га.1а; и конце концов зта 
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информация должна быть удалена. В этот момент мы и рассчитываем

си энергией за достигнутое охлаждение. (Если же демон не уничтожает 

свою запись и.шt мы xornм сделать термодинамический расчет до ее уда

ления, то с записанной ииформацией следует связывать нсi«Jторую энтро

пию.)' 
Во многом этн идеи были предвосхищены еще в 1929 году Лео G'ци

лардом - настоящим лионером физики информации'. В своем анализе де
мона Максвелла Сцилард преДдожил понятне бита информации (само сло
во «б!fш было введено позднее Тъюки) и связал энтропию 1'>.8 = k ln 2 
с приобретением одного бита (по-видимому, Сцилард не осознавал до конца 

принцип Лаидаузра, согласно которому неизбежных затрат требует именно 

уничтожение бита информации). 
Эти примеры показывают, что работа на стыке физики и информации 

породила замечательные результаты, представляющие интерес как для фи

зиков, так и для исследователей в области вЬГiислений. 

1.2. Квантовая информация 

Итак, мы выясни..rш, что «информация материальна»3 , поэтому поучи
тельно посмотреть, что говорит физика об информации. В своей основе 

Вселенная является квантово-механической. Как квантовая теория освеща

ет природу информации? 
Уже на заре квантовой теории доткпо было стать ясно, что в све

те повой физики классические идеи об информации требуют пересмот

ра. Например, щелчки, регистрируемые детектором, который следит за 
радиоактивным источником, описываются истинна случайным пуассо

новским процессом. Напротив, в детерминистской классической динами

ке нет места истинной случайносrn [хотя, :конечно, наведение сложной 

1 Попущрное изложение идей Беннета можно найти в статье Чарльз Г. Беннет, Демоны, 
днигаrели и иrорое начало термодинамики, В мире науки .NH, 52 (1988), перевод журнала 
Scientific Amcrican. Всестороннее обсуждение этих вопросов см. такж.е в книге Б. Б. Кадомцев, 
Дu~~Ш~tика и информация, редакция журнала УФН, М (1999).- Прим ред. 

2Классичес:ка.и работа Сци.аларда опубликована на немецком языке: L. Szi.lard, Ober die 
Entropieverminderung in Einem Thermodynamischen System bei Eingriffen Intelligenter Wesen, 
Zeitschrift fiir Physik, 53, 84()..-856 (!929); на анrлийсюлwf жзыке стаn.я: L. Szilard, Оп the Decrease 
of Entropy in а Тhermodynamic System Ьу the lntervenlinn of intelligent Beings публиковалась 
no меньшей мере трижды (1964, 1983, 2003rт.) см., наnример, Maxwe/IS Demon 2. Entropy, 
Classical and Quantum InformaJion, Computing, Ed.. Ьу H.S. Leff and A.F. Rex, IoP PuЬlishing, 
Bristo1, PЬi1ade1phia, (2003) рр. !10-119.- Прим. ред. 

3Эrот очень емкий 1:езис факmческн предстанляет собой назпание статьи Р. Ландауэра: 
R Landaucr, Information is physicai, Phys. Today, Мау, 23·-29 (1991). -Прим ред. 
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(хаотической) системы может быть практически неотличимо от С~Jучай

нот]. 

Более тою, п квантовой теории некоммутирующие наблюдаемые не 

могут одновременно иметь точно определенные значения (припцип неопре

деленности). Фактически измерение одной наблюдаемой А неизбежно в.::ш
яет на результат последующего измерения наблюдаемой В, есШ:I А и В не 

коммутируют. Следовательно, процесс получения информации о физиче
ской системе неизбежно возмущает ее состояние. В классической фи:щкс 
не существует надобного ограничения. 

Компромисс между получением информации и возмущением состоя
ния системы тесно связан с квантовой случайностью. llocкoJJькy рс·~ультат 

измерения несет в себе элемент случайности, мы пе можем извлечь из HCI о 

информапию о нача."Iьном состоянии системы. 

То, чrо получение информации является причиной возмущения, также 

связано с другим существенным раmичием между квантовой и классиче

ской информацией: квантовую информацию нелыя воспрои:зtJСсти с абсо

лютной точностью (пршщип нсвозможности клонирования, аншlсирован

ный Вутерсом и Зуреком, а также Диксом в 1982 году). Если бы мы могли 
с;tелать rочную копию кнантового сос·rояния, то мы могли бы измерить 
наблюдаемую ;щнной копии, не нарушая состояние орю'Инала и отменяя 

тем самым прющин возмущения. С другой с·юроны, ничrо не мешает нам 

точно копировап~ классическую информацию (приятное свойство, J:ающес 
возможность засорять жесткие диски). 

Эти свойства квантовой информации существенны, по особенно се

рьезный аспект, от.;шчающий квантовую информацию от Юiассической, вы

яснен в работе Джана Белла в 1964 году. Он показал, что никакая локальная 
теория скрытых параметров не может воспроизвести предскаэания кванто

вой механики. Согласно Бс;шу, квюi·ювая информация может бып. зако
дирована (и фактически закодирована) в пелскальных корреляциях меж

ду различными час"IЯм:и физической системы, в корреляциях, не имеющих 

классического ана.:юга. Я еще вернусь к теореме Бешш в этой .-тсющи, но 

детально мы обсудим ее позднее. 

Изучение квантовой информации как пос;:rедовательной дисциплины 

началось в 1980-х и достигло расцвета в 1990-х гг. Многие из основных 

результаrов теории классической информации имеют квантовые аналоги, 
которые бьыи обнаружены и разработаны н носледнее время. Некоторые 

из них мы обсудим в этом курсе, включая сжатие квантовой информации, 
пределы классической информации, закодированной в квантовых системах, 

rrpeдeJIЫ квантовой информации, надежно перссылаемой по квантовому ка

налу с помехами (шумом). 
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1.3. Эффективные кваитовые алгоритмы 

Учитывая то, что квантовая информация обладает множеством необыч

ных свойств, можно было ожидать, что квантовая теория окажет 1-:лубо:кое 

влияние на наше nонимание вычислений. Но то, чrо это действитеJТhно так, 

для многих из нас явилось как гром среди ясного неба, произведенный Пи

тером Шором в апреле 1994 года [специалист по вычислительной технике 
АТ&Т (Америкав Телефон знл Телеграф) и выпускник КАЛТЕХа]. Шор 
ноказал. что, по крайней мере в принципе, квантовый компьютер может 

эффективно факторизоваТЪ большое число 1
• 

Факторизация (поиск простых множителей составного числа) является 

примерам трудно разрешимой задачи, обладающей следующими свойства

ми: 

Найденное решекие можно легко проверить. 

Но найти эrо решение сложно. 

То есть, есJШ р и q -- большие простые числа, произведение n = pq 
может быть вычиснено быстро (необходимое число элементарных опера

ций примерно равно log2 р log2 q). Но при заданном n найти р и q очень 
сложм. Время, необходимое для поиска множителей, твердо считается (хо

тя зто никогда не было доказано) суперполнномиальным по log n. То ес1ъ 
с ростом n необходимое время растет, как минимум, быстрее любой степе
ни log n. Наиболее известный алгоритм факторизации («решето числового 
ПОЛЮ>) требует 

tiшe се ехр [c(ln n) 1 13 (\п ln n )213
], (1.3) 

где с= (64/9) 113 ~ 1,9. Текущее состояние дел таково, что 65-разрядные 
множитс:ш 130-разрядноm числа могут быть най;\еRы в течение одноru 

месяца сетью сотен процессоров. Используя зто для оценки ирефактора 
в уравнении (1.3), мы найдем, что факторизация 400-разрядного числа по
·гребовала бы 1010 лет, что равно возрасту Вселенной. Итак, даже с учетом 
существенного развития технологии, факторизация 400-разрядного числа 

в ближайшее время останется недоступной. 

Проблема факгоризацни интересна с точки зрения теории сложности, 
как пример задачи, которая считается трудно разрешимой; то есть змачи, 

1 Полная версия стат1.и: Р. Shor, PoJinomial-Time Algorithms for Prime Factorizabon and 
Discrete Logarithms on а Quantum Computer, SIAM J. on Compttting, 26, 1484 (1997); pycciGiй 
перевод в сборнике статей Кваитовый t<аМпЬютер и квантовые вычисления под ред. В.А. 

Садовничего, Ижевск, РХД (1999).- При.м. ред. 
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которая не может быть решена 3а время, полиномиально зависящее от д:tи

ны входящего сигнала, в .;:J.анном случае от log n. Она также имеет и прак
тическое значение, носкольку сложное1ъ факгоризации лежит в основе си

стем шифрования с открытым ключом, например, ширОI\."0 используемой 

схемы RSA1• 

Новый воппующий результат, по.;rученный Шорам, состоит в rом, что 

квантовый компьютер мо~ет выполнять факторизацию за полиномиальное 

время, например, за щiемя O[(ln n)1j. Таким обра1ом, ес:ш бы у нас был 
квантовый компьютер, который мог бы факторнзовать 130-разрядное число 

за один месяц (конечно, у нас cro нет, пока по крайней мере!), то, слс,1уя ал
горитму Шора, оп смог бы факторизоватЪ 400-разрядное число менее, чем 

за три года. Чем сложнее задача, тем большим преимушеством обиадает 

квантовый компьютер. 

Результат Шора нробудил мой собственный интерес к квантовой ин

формации (если бы не Шор, не ду\-ШЮ, чrо я преподавал бы зтот курс). 

Очень прия·nrо размыш.1Ять о проблемах, требующих знания теории слож
ности, квантовой теории и нрик.:шдных наук. 

1.4. Квантовая сложность 
Конечно, работа Шора имела серьезную предысторию. На то, чrо кван

товая система может выполнять вычисления, бьшо впервые явно указано 
Полем Бениоффом и независимо Ричардом Фейнманом в 1982 году2 В из
вестном смысле интерес к этой nроблемс был понятен, принимая по внима

ние неуклонную тенденцию миниатюризации в микросхемотехнике. Если 

зта тендеющя бул;ет продо.:Iжаться, мы неизбежно приблизимся к режи

му, в ко·юром квантоnая теория исключительно важна для функциониро

вания вычисшпе~1ьных устройств. Возможно, это набтодение обеснечиnа 

некоторую мотивацию после работы Бениоффа. Однако r;швная мотивапия 
Фейнмана бьша совершенно иной и весьма интересной. Чтобы понять точ

ку зрения Фейнмана, необходимо более точное математическое описание 
квантовой информации и квантовых вычислений. 

НедеJшмой С)\ИI-IИцей ю1ассичсской информации яв:mется бит: объект, 
который может принимать .JIIOбoe из двух значений: О или 1. Соответству-

1R. Rivest, А. Shamir, L. Adleman.- При.м. peiJ. 
2 Р. Benioff, Quantum-Mechanical Hamiltonian Mode]s of Turing Machines, J. Stal Phys., 29, 

515, (1982); R.P. Feynman, Simulation Physics \\'ith Computers Int J. Theor. Phys., 21, 467 (1982); 
русские пе~uоды в сборнике статей Квантовый ко.мпьютер и квантовые вычисления под ред. 
В.А. Садовничеrо, Ижевск, РХ.Д (1999). Нпервые идея квантовых uычислеiiИЙ f:iыла выдвинута 
Ю.И. Маяиным имtщно в связи с большей информационной кмкостью квантовых систем. См. 
Ю.И. Мании BычurJlUМne и 11е6uчислимое, Сов. Радио, М., 1980. llpuм. ред. 
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ющая спишща кваитовой информат,ии киантовый fiит ишi 1\.убшп. Куби1 

нрсдставляет собой вектор в двумерном кшшлсксном векторном простран

стве со скалярным (внутренним) нроизведением; и3 уважения к к:шссиче

скому биту бу,т~ем на1ывать элементы ортонормированноrо базиса в этом 
пространстве !О) и [1). То та нор,щрованный вектор может бытr, прсжтав-
лен в виде: 

iW) ~ а.!О) + Ь[l), fnl 2 + IЬI 2 ~ 1, (1.4) 

г;J;е а, Ь Е С. Мы можем выполнить иэ.\.fсренис, которое проецирует )1/-·) 
на базис \0), \1). Ре3уОJыат такого И3мерения не е~с·гсрминирован - вероят
ность тонJ, что в итоге мы получим IO), равна ia.l2, а вероятность ТОПJ, что 
мы получим \1), равна [Ь\ 2 . 

Квантовое состояние i'v' кубитов можно изобр<L1ить вектором в 2N -мер
ном 11ространствс. В качестве орrонормированного бюиса н '}ТОМ простран

стве можно выбрать состояния, в которых каждый кубит имеет определен

нос значение jO) ИШI jl). Их можно обо.1начип. J(Jюичными последоватсль
ностя!\ш чисел, тюсими как: 

IOllJOOJa ... 10о1 ). ( 1. 5) 

Произво.JЫIЫЙ норМИJЮВанный вектор разлагается в данном базисе как 

2.v -1 

(1 .6) 
:.t=') 

где кажл;ой двоичной nосJIСдовательности сопоставяется номер, равный со

ответствующему ей числу в двоичной системе счисления и измсняющийся 

в преде.1ах от О до 2N ~ 1. Здесь величины а.х комплексные числа, удо
влетворяющие условию L \ах \2 = 1. Если мы измеряем все lvr кубитов, 

х 

проспируя каждый из них на базис {10), \1)}, то вероятность получения 
результата [х) равна \а.х\ 2 , 

Итак, квантовое вычис.1ение можно описать СJJСдующим обрюом . 
.Мы собираем N кубитов и готовим их в стющартном нача.iiьном состоя
нии, таком как \0)\0)fO) · · ·IO) или fx ~ 0) . .Затем применяем к ним уни
тарное нреобраюпание U. (Преобра.1ование U сконструировано как произ
НСitСнис стаJТJtартных квантовых логических веNmилей, унитарных преоб
разований, которые действуют лишь на неско.1ько кубитов отювременно). 

После применения U мы измеряс:\1 все :кубиты путем проецирования на 
базис {\0), fl)}. Итогом измерения явСJястся результат вычисления. Таким 
образом, окончательным результатом является классическая информация, 

которая может быть распечатана на Шiсте бумаги и онубникована в журна

ле «Фи:шкл Ревью>> (Physical Revicw). 
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Обратите внимание па то, что реализованный квантовым компьюте
ром алгорил.1 является вероятностныА-1. То есть мы можем выполнить одну 

и 1у же ОIJсрацию /J:rшжды и, вследспше случайности процесса квантового 

измерения, по.~ить разные результаты. Фактически, квантовый алmритм 

1юрождает распределение вероятностей возможных результаrов. (В дей

СТ!ШТС."lьности алгоритм фаiС10ризации Шара не гарантирует успеха в полу

чении простых множите.Jей; он достигает цели лишь с определенной веро

ятностью. Однако этого-достаточно, цоскольку легко проверить, верны JШ 
найденные множители). 

Из ;щнного описания должно быть ясно, что квантовый компьютер, 

в отличие от классического, п:олжен бу;(ет работать в соответствии с ЩJУ

гими физическими принципами. Тем не менее он не сможет сделать ни

чего сверх тот, что может де.'JаТЬ к.rшссический компьютер. Классические 

компьютеры могут храню_·,, векторы, враща·п~ их и мо;~елироnап~ процесс 

квантового и.·змерения, просцируя векторы на юаимно ортогона.11ьпые оси. 

То есп. rстассичсский компьютер, несомненно, может скопь угодно точно 

и-митировать (моделировать) квантовый компьютер. Паше представление 

о том, что яшrяется вычислимым, не зависит от того, попьзуемся мы клас

сическим или квантоным компьютером. 

Но мы должны считаться с тем, как много времени занимает это моде
.тирование. Предположим, у нас есп. компьютер, который оперирует с уме

ренным количеслюм кубитов, например, N = 100. Тогда, чтобы предста
вить типичное квантшюе состояние компьютера, нам приnтось бы запи

сать 2л· = 2 10с'""' 1030 комплексных чисел! Ни один из суш,ествуiОщих ИJШ 
булущнх !tифровых компьютеров не сможет сделать этого. А выпшrnение 

нроизнолыюго поворота вектора в пространстве размерности 1030 находит
ся ;щлеко за прелелами вычислителъных способностей moбoro мыслимого 
классического компьютера. 

(Конечно, N классических битов тоже могут принимать 2N возмож
ных :шачсний. Но полное описание конфигурации каждого из них очень 
просто - ::.то ~1иоичная пос~Jедоватепьность дт~ной I\Г. Квантовая информа

ция ОТJшчается тем, что полное описание даже одной типичной конфигура

ции/'./ кубиrов очень сдожно). 

Итак, классический компыотер действительно может имитировать 
квантовый, но с ростом числа кубитов 1V имитация становится крайне 
незффективной. Квантовая механика сложна (с точки зрения вычиСJJе
ний), нотому что мы цолжны работать с огромными матрицами - гиль
берrовu прос1ранство слишком велико. Это наблю;Jение припело Фейнмана 

к прсл:nоложению, что квантовый компьютер может оказаться способным 

иыпо:щять определенные '~адания, недосяrаемые для шобого возможного 
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к..:1ассического компьютера (кнанrовому компьютеру не нужно моделиро

вать самого себя!). Похоже, что результат Шора по~держиnает зту точку 

зрения. 

Так ;rn неизбежен этот вывод? В конце концов, моделированис должно 

предоставить способ определения вероятностей всех возможных результа

тов окончательного и..1мерения. При классическом моделировании совсем 

не обя:~<iтелыю елелопать полному описанию кванrовоrо состояния J'vr ку
битов. Нас впоШiе устроил бы классический верояттюстный алгоритм, ре

зультаты каюрого не определяются однозначно входом, а возникают в соот

ветствии с тем распредедением верояпюстей, которое генерируется кванто

вым вычислением. Мы моr.1и бы рассчитывать на выпоJПIСН11С ликалыюга 

мщелирования, при котором каждый кубит в каждый момент времени име
ет опредепенное зпачепис, а каждый квантовый вентиm. может действовать 

на кубиты ра:~Шiчными возможны.ми снособами, которые определяются ге

нератором (псевдо-) случайных чисел. Такое моделирование было бы го

раздо проще, чем описание эвоmоции вектора в экспопенциалыю огромном 

пространстве. 

О;щако Rывод теоремы Джона Белла однозначно говорит о том, что 

такое моделирование осуществить невозможно: не существует лттлышго 

вероятоостн.ого алгоритма, способного воспроизводить результаты кван

товой механики. Таким образом, хотя доказательство этого отсутствует, ка
жется весьма правдоподобным, что моделирование квантоRОJ""О компьютера 
является очень сложной 'Ш;щчей для любого классическо1 о компьютера. 

Чтобы :тучше понять, почему математическое описание квантовой ин
формющи с необходимостью такое СJюжнос, представим квантовую систе
му ЗN кубито11 (N » 1), состоящую из трех ПОI(Систс" по N кубитов 
каждая (называемых подсистемами ( 1 ), (2) и (3)). Мы случайным образом 
выбираем квантовое состояние 3N кубитов, а затем разделяем три подси
стемы, отllравпяя (!)в Санта-Барбару, (3)- в Сан-ДИего, в то время как (2) 
остается в Пасадене. ТеперЕ:. мы бы хотели щюизнссти некоторые измере
ния, чтобы как можно больше узнать о квантовом состоянии. Чтобы облеr
~шть себе за.л;ачу, предста.вим, что мы имеем огромное количество коnий 
состояния системы, поэтому мы можем измерить любую из них, а так

же какие УI"<щно наблюдаемые 1 . Но при одном услою-ш: нам разрешено 
выпо.··:шять измерения лишь внутри одной из подсистем ~ коллективные 

измерения, снимающие границы между подсистемами, запрещены. Тоглд 

д.""IЯ типичного состояния системы 3N кубитов наши измерения почти ни-

1 Мы не можем сделать kОПИИ неизвестноrо кванrовоrо С<lстояния сами, но можем попро
сить приятслк приготовить множество идентичных ю:JПИЙ состояния (он :но может, потому что 

знает, что делап.) и не сообщать нам о том, что оп c.JeJJaл. 
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чего о нем не скажу~: Почти вся информация, отmrчающая одно состо

яние от другого, сол;ержится в иелокальных КfJрреляциях между результа

тами измерений в подсистемах (1), (2) и (3). Зто и есть те самые нело
кальные корреляции, коrорые Белл считал важнейшей частью физического 

описания. 

Мы увидим, что объем информации можно определить количественно 
с помощью энтропии (большая энтропия подразумевает незначительную 
информацию). Если мы. выбираем сос:тояние ЗN кубитов случайно, то по
чти всеrда нахолим, что энтропия каждой подсистемы очень близка к 

S SO' N- г(N 11!, (1.7) 
ре:<ультат, пюученный Доном Пей,lЖСМ. Здесь N · максимально возмож
ное значение энтропии. соответствующее случаю, в котором ПО!\ СИстема во

обще не несет доступной информапии. Таким образом, рассматривая каж
;(уiО подсистему независи:мо, при большом N мы можем иметь ;~оступ лишь 
к экспоненциалыю малому количеству информат,ии. 

То сеть измерения дают очень мало информации, если мы не 

учитываем корреляции рс1улыатов, полученных в Сан-Диего, Пасадене 

и Санта-Барбаре. ll терминологии, которой я пользуюсь, измерение кор
релщии считается «комсктивным» измерением (даже если бы фактически 

оно бьшо выполнено ~кспсриментаmrами, которые наблюдали ра:-шые ча
сти одной и той же копии состояния, а ]атем созвонились, чтобы сравнить 
свои резул~таты). Измеряя корреляции, мы можем узнать намно1u больше; 

в принципс мы можем полностью реконструировать состояние. 

Любое удовлетнорительное описание состояния 3JV кубитов должно 
характеризовать эти искшочительно С~1ожные нелокальные корреляции. Вот 

почему классическое моделирование бодьшой квантовой системы требует 

огромных ресурсов. (Когда подобные нелокальные корреляции существуют 

между частями системы, мы говорим, что части «запутаны», имея в внпу 

то, что мы не можем поmюстью расшифровать сосrояние системы путем 
се деJiсн:ия и изучения отдельных частей). 

1_5_ Квантовый параллелизм 
ll 1985 году Дэвид Дойч придал идее Фейнмана более конкретную 

форму. Дойч подчеркнул, что квантовый компьютер может лучше всего ре
ализовать свой вычислительный потенциал, осуществ.;-mя то, что он назван 

«квантовым паралледизмом» 1• Чтобы понять, что зrо означает, лучше всего 
рассмотреть пример. 

1 D. Deutsch, Quantнm Theory, the Church-Turing Ptinciple and the U a.iversal Quantum 
Computer, Proc. Roy. Soc., London, А400, 97 (l985); русский перевод в сборниш: статей Киан-
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Следуя Дойчу, представим черный ящик, вычисляющий функцию, ко
торая иреобразует один бит х в одии бит f ( х). Мы не знаем, что проис
хо;:~;ит внутри ящика, но зто должно быть нечто сложное, нотому что вы

числение занимает 24 часа. Сущее11>ует четыре возможные функции f(x) 
(ПОСКОЛЬКУ каждая ИЗ f ( 0) И f ( 1 ) МОЖеТ прЮ!ЯТЬ ОДНО ИЗ двух ВОЗМОЖНЫХ 
значений], и мы бы хоrели знать, что вычисляет ящик. ВычисJiсние обеих 

функций /(0) и f(l) заня:ю бы 48 часов. 
Но мы не располагаем таким временем; нам нужен ответ через 24 часа, 

а не через 48. И пусть нас даже устроило бы знание того, является f ( х) 
постоянной (f{O) ~ f(l)] или сбалансированной (f(O) # f(1)] 1

• Но даже 
в этом с;тучае получение ответа займет 48 часов. 

Теnерь nредставим квантовый черный ящик, вычисляющий f ( х). Ко
нечно, f(x) может быть необратимой, в то время как действие квантовша 
комш.ютера унитарно и .J.Шiжно быть обратимым, поэтому нам понадобится 

прообразование и 1, трансформирующее два КУfiита в два: 

U1 : !х)!у) ___, !х)/у е f(x)). (1.8) 

(Этот механизм инвертирует нrорой КУбит, если действие f на первый КУ
бит дает 1, и ничего не делает, есJШ i\ействие f на первый кубит дает 0.) 
Мы можем опредеJШтъ, является ли f(x) постоянной шш сбалансирован
ной, испош~овав квантовый черный ящик дважды. Но ПО..-:JУЧение одного 

результата 110-нрежнему занимает сутки, поэтому такой способ не годится. 
Може~ ли мы получить ответ (за 24 часа), воспользовавшись квантовым 
черным ящиком лишь раз? (Это так называемая <<Задача Дойча» ). 

Так как черный ящик является квантовым компьютером, мы можем ны

брать в качестве нхоi\Ящеrо состояния суперпозицuю !О) и 11). Если н1орой 

кубит приготовлен в начюыюм состоянии ~(IO) -11)), то 
v2 

и1 : lx) ~(IO) -11)) ___, /.:r:) л(IJ(x)) -llEJJ/(x))) = 

= lx){-l)f(x)_l (IO)- IJ)) (1.9) ../2 . 

то есrъ функция f оказывается локализованной в зависящей от х фазе. 

товыU кmтьютер и квантовые вычиСllения под ред. В.А. Садовничеrо, Ижевск, РХД (1999). 
llpu.:w. ред. 

!•)тот неско;Jько пеобычный термин обозначает, что два рmличных ·~начеиии: фунж

I!ИИ f(:X) сбалансированы, то есть каждое из них соответсt"вует р01шо uо;юuине значений 
аргумента х . . -- При.м. ред. 
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Теперь предположим, что первый кубит приготоRЛен в начальном состоя

нии - 1-(10) -t 11)). Тогда чериый ящик действует следующим образом: 
)2· 

И1 ~(IO) + 11)) ~(IO) -11))-

_, _l [(-1)f(O)IO) -t (-1)!(1)11)] - 1 (10)- 11)). (1.10) 
v'2 . ,f2 

Наконец, мы можем выполнить измерение, проецирующее первый кубит на 

базис 
1±) = -

1 (IO) ± 11)). 
../2 

(1.11) 

Очевидно, что мы всегда будем получать 1-), если функuия f(x) сбаланси
рованная, и - 1+), если она постоянна' . 

Итак, мы решили задачу Дойча, а также нашли разницу между тем, 

что доступно классическому компьютеру, а что квантовому Классическому 

компьютеру прИJtется воспользоваться черным ящиком дважды, чтобы от
личить сбалансированную функцию от постоянной, а квантовый комnьютер 

выполняет это задание за один раз! 

Это возможно, потому ч·rо квантовый компьютер не ограничивается 
вычислением только f(O) или f(1). Он может действовать на суперпозн
цию IO) и 11), извлекая таким образом <<глобальную>> информацию о функ
ции, информацию, которая зависит и от f(O), и от f(l). Это и есть кванто
вый параллелизм. 

Теперь нредположим, что нас интересуют шобальные свойства функ
ции, которая действует на N битов, функции, зависящей от 2N возможных 
аргументов. Чтобы вычислить по;тную таблицу значений f(x ), нам при
IIШОСЬ бы считать f 2N раз, что совершенно невозможно при N > > 1 
(например, 1030 раз для N = 100). Но с квантовым компьютером, действу-
ющим в соответствии с 

и1 : lx)IO) _, lx)lf(x)), (1.12) 

мы мог.'IИ бы выбрать следующее состояние входного регистра: 

[ ~ (10) + 11))] N = 2;12 2~11х), (1.13) 

-------
1 В предыдущем описании квантовых вычислений мы говорили, что окончательное изме

рение проецирует каждый кубит иа базис {10), j1) }, но здесь МЪ1 донусЮJем возможность 
изме~ния в друrом базисе. Чтобы описа'IЪ эту процедуру в старом базисе, необходимо перед 
окоwнпельным измерением применить к каждому ку6И1у подходящее унитарное преобразо

вание. 
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и, вычислив f ( х) только один раз, генерировать состояние: 
2N -1 

;/2 L /x)/f(x)). 
2 х=О 

(1.14) 

В этом сосrоянии 'Закодированы глобальные свойства f, и мы могли бы 
измечь некоторые из них, если бы только смогли придумать для этого эф

фективный способ. 

Это квантовое вычисление демонстрирует «массовый квантовый па
раллеJПIЗМ>); имитация подготовки такого состояния на к..гшссическом ком

пьютере потребовала бы от нас вычислять f невообразимо огромное коли
чество ра1 (1\ЛЯ N > > l). Тем не менее с помощью квантового компьютера 
:мы сде.1али это в один захо;~. Это именно тот тип массовоrо нараллс.Jизма, 

который был осуществлен Шаром в его ашоритме факторизации. 

Как было отмечено ранее, характерной чертой квантовой информации 
является то, что она может быть зако,r~ировапа в нелокальных корреляциях 

между разными частями физической системы. Действительно, этот случай 

о·юбражен в уравнении (1.14); свойства функции f хранятся в корреляциях 
мсжлу «входным регистром» и «выходным регистром» квантовоrо комныо

тера. Однако не так просто расшифровать э·tу нелока.Гiьну.ю информацию. 

Например, если бы я измерил вхо;\НОЙ регистр, то получил бы резую,
тат /х0 ), где х0 совершенно случайным образом выбрано из 2N возможных 
значений. Такая процедура приготовила бы состояние 

(1.15) 

Мы могJШ бы перейти к измерению выходного регистра, чrобы получить 

значение f ( х0 ). Но у нас нет возможности определить f(y0 ) !\ЛЯ любого 
у0 f х0 посредством дальнейших измерений, поско;тьку уравнение (1.14) 
разрушено предьщушим измерением и сложные корреляции между реги

страми утеряны. С.1едовательно, в этом случае квантовое вычисление не 

дает преимущества перед классическим. 

Урок, полученный при решении задачи Дойча, состоит в том, что ис
пользование закодированных в уравнении ( 1.14) корреляций иногда ·~ребует 
изобретательности. ИскусСТIЮ создания квантовых аJJгоритмов во многом 
заключается в поиске способов эффективного использования нелокальных 
корреляций. 

1.6. Новая классификация сложности 
Компьютер на вашем рабочем столе не является квантовым, но все же 

это замечательное устройство: в припципе, он способен вьшо:шить любое 
мыслимое вычисление. По в ;tсйствительности существуют нычисдения, 
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которые вы не можете выполнить: вам не хватает либо времени, либо па
мяти. Но если объем вашей памяти неограничен и вы согласны жд;ать столь

ко, сколько потребуется, тогда все, ч1u достойно называться вычислением, 

может быть выполнено вашим маленьким ПК. Поэтому мы называем его 

«универсальным компьютером». 

Кпассическав теория сдоЖJюсти изучаео; какие задачи являются слож

ными, а какие простым и. Обычно понятия «сложная» и «простая» опреде

ляются rоличеством необходимых вре].!ени и/или паМЯ111. Но как придать 
смысл разJШЧию между простым и сложным, не описав аппаратные сред

ства, которые мы будем использовать? Задача может быть сложной для ПК, 

но, наверное, я смог бы разработать устройство специального назначения, 

которое смошо бы решить ее гора.mа быстрее. А может быть в будущем по
явится более совершеm1ый утпrверсальный компьютер, сnособный решить 

эту задачу гораздо эффективнее. Действительно имеющие смысл различия 

между с~ожным и простым должны быть универсальными ~ они не долж
ны занисе1ъ от того, какое устройство мы используем. 

Теория сложности главным образом обрашаст внимание на различие 

между алгоритмами, выполняемыми за <шолиномиальное время» н за «экс

поненциальное времю>. С любым алгоритмом А, действующим на вход не
ременной длины, можно сопостааить фунщию сложиости ТА (N), где N ~ 
длина входа в битах. Т А ( N) представляет собой максимальное «время>> 
(то ес-.;ь количество элементарных операций), необходимое дли полного вы

полнения алгоритма для любого входа из N битов. [Например, если А ~ 
алгоритм факторизации, то ТА ( N) ·- время, необходимое для факториза
ции N -битового числа 1! худшем случае.] Мы говорим, что А выполняется 
за полиномиальное время, если 

TA(N).:; Poly(N), (1.16) 
где Poly( N) обозначает полином от переменной N. СЛедовательно, nоли
номиальное время означает, что необходимое дли решения задачи время 

растет ие быстрее степени ю:тичества входящих биrов. 
Если задача выnолняется не за пошrnомиалъное время, то мы гово

рим, что ее решение требует экспоненциального времени (хотя на самом 
деле терминолегически зто не совсем верно, посК'ОЛьку, конечно~ существу

ют су перполиномиальные функции тиnа N 10• N, которые на самом деле 
возрастают гораздо медленнее экспоненциальных). Это рациональный кри
терий определения грани между простым и сложным. Но действительно 

решающим доводом в пользу этого различия служит его незааисимость от 

того, какой rомпъютер мы используем. Универсальность различия между 

полиномиальным и экспоненциальным следует из одного из главных ре

зультатов теории вычислительных систем: универсальный (юiассическнй) 
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I<Омпыотер может моделировать другой в худшем случае с <<nолиномиаль

ным превышением>> (времени). Это злачит, что если на вашем I<Омпьютере 
а.,rтгоритм выполняется за полиномиальное время:, w я всегда могу выпод
ни1Ъ его на своем компьютере за поJIИномиалыюе время. Если я не могу 

придумать лучший способ сделать Э11), то я всегда могу эмудировать рабо
ту вашего компьютера па своем; ценой эмуляции является лишь полиноми

альное время. Так же ваш I<Омпьютср может эмудировать мой, то есть мы 
всегда будем единодушны в том, какие адгоритмы выполняются за полино

миальное время1 . 
Итак, истина в 11)М, что информация и вычисления в физичесi<Ом мире 

в основе своей квантово-механические. Но это мнение, каким бы дорогим 

оно ни было для физиi<Ов, не представляпо бы особого интереса (по кrай

нсй мере, с точки зрения теории с.пожности), если бы было возможно моде
лирование квантового комньюrера классическим с полиномиальным превы

шением времени. Тогда квантовые ашоритмы представляли бы Jtишь техни
ческий (специальный) интерес, возможно, не больший, чем будущие успехи 
классических алгоритмов, способных усi<Орить решение некоторых задач. 

Но если, как показывает (но не доказывает!) ашоритм Шора, никаi<Ое 

моделированис квантоВОIО компьютера за пшшномиальное время невоз

можно, то зто меняет все. Результаты тридr~атилетних исследований в тео

рнн сдожпосп1 по-прежнему останутся математическими истинами, как, 

например, теоремы, характеризующие возможности uассических комш~ю

теров. Но они не устоят как физические истины, поскольку классическая 

машина ТЪюриига - исподходящая модель вычислений, которые действи

те;n,но 'югут быть выпопнены в физичесi<Ом мире. 
Если квантовая к.r'!ассификация сJюжности действитедьно ОТJJИЧается 

от кпассической (как подозревается, но не дока.1ано ), тогда этот ре1ультат 
перевернет основы информатики. В долгосрочном плане з·ю также может 
сильно повлиять на технологию. Однако какое значение это имеет ддя фи

зики? Я не уверен. Но, наверное, это говорит о том, чw ни оrщо мысли
мое классиче с .кое вычисление не может rочно предсказать поведение даже 

скромного числа куби11)в (порядка 100). Это наводит на мысль, что сравни
тельно небольшие квантовые системы имеют больший потенциал, чем мы 

можем себе представить даже в самых смелых мечтах. 

1.7. Как насчет ошибок? 
Существует другое, недавно обнаруженное, свойство квантовой ин

формации, таi<Ое же важное, каким может оказаться алгоритм факториза-
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ции Шора: открытие коррекции квантовых ошибок. ДействИ'Т'ельно, еСJШ 
бы не этот результат, перспектины квантовых вычисmпельных технологий 
не казались бы такими радужными. 

Как мы уже отмечали, основным свойством квантовой информации, 
которую использует квантовый компьютер, является наличие нелокалъиых 

корреляций между разными частями физической системы. Если я набmо

даю лишь часть системы за раз, то я моrу извлечь только очень малую дото 

закодированной в ней информации. 
К сожалению, эти нелокальные корреляции крайне хрупкие и на прак

тике склонны очень быстро распадаться. Проблема в том. что паша кваm:о
вая система неизбежно контаiс1.11рует с намного большей системой~ с окру

жающей ее средой. Полностью изолировать больщую квантовую систему 

от ее окружения практичесm невозможно, даже есJШ для этого мы пред

примем героические усилия. Взаимодействия между квантовым устрой

ством и окружающей средой устанавливают нелокальные корреляции меж

ду ними. В итоге квантовая информация, изначально закодированная нами 

в устройстве, вместо этого оказывается закодированной в корреляциях меж

ду устрОЙ(.'ТВОМ и окружающей средой. На этой стадии мы уже не можем 
подучить доступ к информации, набпюдая только за устройством. На прак

тике информация безвозвратно потеряна. С макроскопическим устройством 
:.то нроисхоJ1ит очень быстро, даже есJШ его связь с окружением достаточно 
слабая. 

Эрвип Шредингер критиковал сторонников основного направления ин

терпретации квантовой механики, обращая вmt:манис на то, что теория до

пускает квантовое состояние кота в форме 

fcat) = - 1 (ldead) + [alive)). (1.17) 
у'2 

В возможноС1и таких состояний Шредннтер видед дефект теории, пото

му что каждый встречавшийся ему I«JT был нибо живым, либо мертвым, 
а не полуживым-подумертвым. 

Одно из наиболее важных достижений квантовой теории за послед

ние 15 ·"ет состоит в том, что мы узю1-•щ как аргументированно ответить 
Шредингеру. Состояние lcat) в принципе возможно, но редко набmодается 
вследствие его крайней нестабWlыюсти. Встречавшиеся Шредингеру :ко

ты ниrоща не были достаточно изо_1ированы от окружающей среды. Если 

бы кто-нибудь приготовил состояние fcat), то кванrовая информация, за
кодированная в суперпозиции fdead) и falive), немедленно переместилась 
бы в корренющи межлу котом и окружающей средой, став тем самым пол

ностью нсдоступной. В действительности окружающая среда постоянно из

меряет кота, проецируя его на соснжние [alive) или fdead). Этот процесс 
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называется декогерентизацией. Мы еще вернемся к изучению декогеренти

зации в этом курсе. 

Итак, ч·юбы выполнить сложное квантовое вычисление. мы долж
ны приrотови1ъ хрупкую суперпозицию состояний относительно большой 
квантовой системы (хотя, возможно, и не такой большой, как кот). К сожа
лению, эту систему нельзя полностью изолировать от окружающей среды1 
поэтому эта суиерпозиция, как состояние lcat), очень быстро распадается. 
Закодированная квантовая информация быстро теряется и наш квантовый 
компьютер терпит банкротство. 

Т(рушмн словами, контакт комньютера с окружающей средой (декоге

рентизация) служит причиной ошибок, разруишющих квантовую информа
цию. Для того чтобы обеспечить надежную работу квантового комш.ютера, 

необходимо найти какой-нибудь способ предотвращения или исправления 
этих ошибок. 

На самом деле декогерентизация - не единственная nроблема. Мы не 

могли бы ожида·tъ безуnречно точной работы квантовоtо компьютера, да

же ecJiи бы добились его полной изоляции от окружаюшей среды. Реа

лизованные в машине кпанrовые венТИJIИ представляют собой ушпарные 
преобразования, которые одновременно оперируют несколькими кубнтами, 
скажем, унитарные 4 х 4-матрицы, действующие на два кубита. Конечно, 
эти унитарные матрицы образуют контвнуум. Мы можем иметь нротокоп 

применения И 0 к двум кубитам, но его выполнение не будет безупречным, 
поо10му фактическое прообразование 

И= И0(1 +О( о)) (1.18) 

будет ОТJIИЧаТJ.ся от заrтанированноrо U0 на некоrорую величину поряд
ка s. Накопление этих ошибок после применсния ОКОJЮ 1/ Е вентилей при
ведет к серьезной неудаче. Подобные трудиости испытывают и классиче

ские ана",-юговые nриборы, тогда как для устройств. работающих на основе 
дискреnюй логики~ малые ошибки создают rораздо меньше проблем. 

В действительности современные ц;ифровые цепи удивительно па)1еж

ны. Столь высокой точности они достигают, благодаря диссипации. Мы мо
жем представить классический вентиль, действующий на бит, который 

изображается мячом, находящимся в одном из минимумов двухъямного по

тенциала. Вентиль может перебросить мяч через промежу10чный барьер 

на друтую сторону потенциала. Конечно, действие вентиля не будет иде
а.;'Iьным; он может ударить по мячу чуть си;rьнее. Со временем эти несо

вершенства могуr накопиться и явиться причиной ошибки. 

Чтобы исправить положение, мы охлаж11аем бит (в буквальном смысле 

этого слова) после каждого вентиля. Это диссипативный проnесс, при кото-



1.7. КАК НАСЧЕТ ОШИБОК? 33 

ром высвобождается тешю в окружающую среду и сокращается досiупный 

мячу фюовый объем, приближая ею к локальному минимуму потенциала. 
Поэтому малые ошибки, которые мы можем совершить, скорее ;шквидиру

ются путем выброса тепла в окружающую среду, нежспи подвергнут риску 

работу устройства. 
Но мы не можем подобным образом охлаждать квантовый компью

тер. Контакт с окружающ-ей· средой мо.жет повысить достоверность клас

сической информации, но закодированную квантовую информщию он рю
рушит. В более широком смысJJС аккумуляция ошибок будет проблемой 
и для обратимых классических вычислений. Чтобы предотвраnпь накоп

ление ошибок, нужно избавдяться от )!есущсй их информации, а удаление 

информации - всегда диссипативный процесс. 

И все же, не будем сдавагься раньше времени. Ддя борьбы с ошиб
ками в классической информации был разработан изощренный н.ппарат -
теория кодов, исправляющих ошибки. В какой стенспи можно воспользо

ваться зтим опы1ом, чтобы также защитить и квантовую информацию? 
Как раfютает классическая коррекция ошибок? Простейшим примерам 

классического кода, исправляющего ошиб:ки, является код повторения: мы 

заменяем бит, который хотим защитить, еп) тремя копиями: 

о -4 (000), 

1--->(111). 
(119) 

Теперь пусп~ может возникпуть ошибка, которая инвертирует один из трех 

битов; если зто, скажем, первый бит, 10 

(000) -4 (100), 

(111) ___, (011). 
(1 .20) 

Несмотря на э·1у ошибку, мы но-прежнему можем nравильно декодировать 

бит путем подсчета простого большинства голосов. 

Конечно, есJШ вероятность ошибки в каждом бите равна р, то возмож
но инвертиронание двух битов из трех юи даже всех трех битов. Двойное 

инвертирование может произойти в трех разных случаях, таким образом, 

его вероятность равна Зр2 (1 - р), в то время как веJЮятность тройного 
инвертирования равна р3 . Тогда в целом вероятность того~ что 110дсчет про
стого большинства tютерпит неудачу, равна Зр2 (! - р) + р3 ·~ Зр' - Zp'- Но 
нри 

или ( 1.21) 

КО;J увеличивает достоверность информации. 
Мы можем еще больше увс:шчить достоверность, испо;Iьзуя более 

)L.1ИННЫЙ код. Один такой код (хотя и далеко не самый зффективный) -
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код повторения N -битов. Согласно центральной предельной теореме, nри 
N ~ оо распределение верояnюстей д.t"""IЯ среЮiеГО значения бита стремится 

к гауссавекому с шириной 1/-./N. Если Р = ~ + Е: - верояmость того, что 
каждый бит имеет истинное значение, rогда вероятность ТОI'О, что подсчет 
простого большинства потерпит неудачу (для большого N), определяется 
хвостом распределения Гаусса и равна 

-NE2 

perrar ~ е (1.22) 
Таким образом, для moбoro Е > О, вводя доста·rочное количество вспомо
гательных битов, можно достичь сколь угодно высокой надежности. Все 

в порядке будет даже при Е: < О, если учитывать, что в этом случае боль
шипстно голосов отдается ошибочному результату. Лишь nри Р = ~ зта 
схема не обоснована, ибо тоrда блок из N битов будет случайным и не 
будет содерж~пъ никакой информации. 

В 1950-х гг. Джон Фон Неймаи показал, что клеенческий компьютер 

с шумящими злементами может надежно работюъ, используя достаточное 
кшшчество вспомогательных битов. Он обратнА внимание на то, что при 

необходимости каждую логическую операцию можно выполнить мноrо

краmо и получить мажоритарный результат. (Фон Нейману быно особенно 
интересно, почему его мозг так хорошо функционировал. несмотря на нена

цежпость нейронов. Думаю. что ему бьmо прияnю найти объяснение своей 

сообразительности). 

Но теперь мы хотим использовать коррекцию ошибок для того, чтобы 

сохраюпъ работоспособность квантового компьютера. Нетрудно видеть 
связанные с зтим трудности: 

1. Фазовые ошибки. Квантовая информация более подвержена ошибкам. 
В дополнение к ошибкам инвертирования битов 

IO) ~ 11), 
11) ~ JO) 

в ней также могут появляться и фазовые ошибки: 

IO) ~ IO), 
Jl)--> -11). 

(1.23) 

(1.24) 

Фазовая ошибка влечет за собой серьезные последствия, потому что 

она иревращает состояние ~ [IO) + 11)] в ортогона.оьное ему состоя-

ние ~ [JO) - 11)]. Однако классическое КОJщрование не обеспечивает 

защиты от фазовых ошибок. 
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2. Малые ошибки. Как уже отмечалось, квантовая информация непрерьш
на. Если кубит находится в состоянии 

aiO) + bll), (1.25) 

то опшбка может изменить а и Ь на величину nорядка Е. Со време

нем эти малые ошибки могут накашшваться. Классические же методы 

предназначены для исправлеirия больших ошибок (ошибок инвертиро
вания биюв). 

3. Измерение - причина возмущения. Согпасно схеме подсчета пpocro

ro бо.Jьшинства голосов, для обнаружения и исправления ощибок нуж
но было измерять би'IЪI н коде. Однако нельзя измерять кубиты, не 
возмущая зако11ированную в них·ипформапию. 

4. Невозможиосп. кдоuнроваиня. При классическом кодировании инфор
мация защищалась путем создания ее дополнительных коnий. Однако 

известно, что квшповую информацию нслия воспроизвести с абсо
лютной то'[mостью. 

1.8. Квантовые коды, корректирующие ошибки 

Несмотря на эти трудности, оказывается, что квантовая коррекция 

ошибок действительно возможна. Первый пример квантового кода, исправ
.1яюшсго ошибки, был построен оКОJЮ двух ;тет назад (утадайте, кем') Пи

тером Шором. Это открытие привепо к возникновению новой, удивительно 

быстро развившсйся, 1\ИСциrшины ·- теории квантовых кодов коррекции 
ошибок. Мы рассмотрим ее позже в этом курсе. 

По-видимому, проше всего понять принцип работы квантовой коррек

ции ошибок~ рассматривая оригинадьный код Шора. Это наиболее простое 

квантовое обобщение классического трсхбитово1'0 кода повторения. 

Давайте еще раз рассмотрим этот трехбитовый код, но на этот раз учи

тывая требование, что в случае с квантовым кодом мы 11:олжны быть в со

стоянии исправлять ошибки без измерения какой бы то ни было закодиро
ванпой информации. 

Предположим, что мы кодируем один кубит тремя кубитами: 

IO) -> IO) се IOOO), 
11) _, 11) = 1111), 

;~рутими словами, мы кодируем супернозицию 

aiO) +Ьil) _, a.IO) +Ьii) = aiOOO) t- ЬIШ). 

(1.26) 

(1.27) 
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Мы хотели бы суметь иснравить ошибку инвертирования бита, не разрушая 

эту суперпозицию. 

Конечно, нельзя измерять значение одного кубита. Если я измери.1 пер
вый кубит и получил результат /0), то это :шачит, ~по я приi'Отовил состо
яние 10) для всех трех кубиmв, и мы потершти квантовую информющю, 
закодированную в I<Оэффициентах а и Ь. 

Но нет никакой необходимости ограничиваться измерением одного ку
бита. Я мог бы также выполнить кош1ективное измерение на двух кубитах 

сразу, и этого достаточно д.-ш диагностики ошибки инвертирования бита. 

Для трехкубитового состояния [х, у, z) я мог бы измерить, скажем, двух
кубитолыс наблюдаемые у в7 z илн х @ z (где ED обозначает сложение по 
модупю два). Как для [x,y,z) = [000}, так и для [x,y,z) = [111} резуль
тат бын бы равен нулю, но если какой-нибудь бит инвертируется, тогда по 
крайней мере одна И:3 этих величин будет равна е~~~нiшце. Фtlктически, если 

инвертируется один бит, то два бита 

(у El) z,x в7 z) (1.28) 

неносрсJ1СТВенно опре11еляют в двоичной записи позицию (1, 2 илн 3) ин
вертированного бита. Эти два бита составляют синдром, ;щагностирующий 
появившуюся ошибку. 

Например, еспи инвертиронался первый бит 

afOOO} + bflll} ---> af100} + bf011}, (1.29) 

тогда измерение (у Е9 z, х ЕЕ; z) дает результат (0, 1 }, информирующий нас 
о необходимости инвертировать первый бит; зто действительно исправляет 

ошибку. 

Конечно, вместо (большой ошибки) инвертирования бита, возможна 

малая ошибка: [000)---> [000} + фОО}, 
(J .30) 

[Ш} ___, [lll}- с[011}. 

Но даже в этом случае вышеописанная продедура будет прекрасно ра

ботать. Измеряя (у ЕР z,x 6 z). мы восстанавливаем собственное состоя
ние этой наблюдаемой. В большинстве случаев (с вероятностью 1 - IE/ 2 ) 

мы получаем результат (0, О) и проецируем понрсж;tснпое состояние на 
исходное, исправляя таким образом ошибку. Иногда (с верон·шостью [с [2 ) 

мы получаем результат (0, 1) и проецируем сосшяние на уравнение (1.29). 
Но то1 да синл;ром прика:~ывает нам инвертировать первый бит, что носста

навшшаст исходное состояние. Аналогично, если амrumтуда вероятности 

инвертирования каждого из трех кубитов имеет порядок .с, тОIJЩ измере

ние синдрома с вероятностью порядка IE-J2 спроеuирует состояние на то, 
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в котором один из трех битов инвертирован, а синдром укажет - какой 
ИЗ НИХ. 

Итак, мы преодолели три из четырех ранее упомянутых трудностей. 

Мы ВИI\ИМ, что без ущерба для информании можно вытюинить диагности
рующее ошибку измерение [ответ на пункт (3)]. Квантовое измерение мо
жет проецировать состояние с малой ошибкой на сосrояние без ошибки 
или на состояние с большой дискреп~ой ошибJrой, способ исправления IQ)· 

торой нам известен [ответ на пункт (2)]. Что касается пут1кта (4), то эта 
проблема вообще не возникла, поскольку состояние aiO) ! bii) получено не 
юонированисм - оно не совпадает с ( aiO) -! Ьll) )'; то есть не образовано 
тремя копиями незакодированного с_остояния. 

Остается rолъко одна проблема: (1) фюовые ошибки. Наш код пока не 
обеспечивает никакой защиты от них. ЕсJШ в любом одном из трех кубитов 

возникнет фазовая ошибка, тогда наше закодированное состояние aiO) 1 Ьii) 
преобразуетсJ! в aliJ)- ЬII) и закодированная квантовая информация разру
шится. В действите.1ьности исподьзованис кода троекрапюго повторения 

втрое упсJIНчивает часто1у возниюювения фазовых ошибок. Но, располагая 
методами, преодолевшими проблемы (2)-(4), мы можем с уверенностью 
по;rойти и к первой проблеме. Введя вспомогательные (дополнительные) 
биты, мы заш.итились от ошибок инвертирования битов. Это подсказывает 

как защитип,ся от фазовых ошибок с помощью кодирования вспомогатель

ных (дополните.тыrых) фаз. 

Стедуя Шару, :.акодируем один кубит девятью 

IO) ~ JO) ~ 
2

,1
1
, (IOOO) ~ IJll))(looo) + IJ!l))(looo) + IШ)), 

11) ~ II) = 2~2 (IOOO) -1111))(1000) -1111))(1000) -1111)) 
(1.31) 

IO) и II) состоят из трех кластеров, в каждом нз которых по три кубита, при
чем каждый кластер приготовлен в оююм и том же квантовом состоянии. 

Каждый из кластеров имеет три вспомогательных бита, поэтому мы можем 

исправить инвертирование одного бита в mобом кластере описанным выше 
методом. 

Ilредположим, что в одном из кластеров происходит обращение фа:ш. 
Ошибка изменяет относительный знак IOOO) и 1111) в этом юшстере так, 
что 

IOOO) 1-1111) ~ IOOO) -IШ), 
IOOO) -1!11)-+ IOOO) ~ 1111) 

(1.32) 
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Это значит, что относительная фаза поврежденного кластера отличается от 
фаз двух других кластеров. Таким образом, как и при испрюыении инверти
рованного бита, мы можем определить поврежденный кластер, не измеряя 
относительные фазы в каждом из них (что вызвало бы возмущение закоди

рованной информации), а сравнивая фазы пар кластеров. В этом случае для 
проведения сравнения нам необходимо измерить шестикубитовую наблю

даемую, например, набшодаемую, которая инвертирует от одного до шести 

кубитов. Поскольку двукратное инвертирование является тождественным 
преобразованием, квадрат этой наблюдаемой равен единице, а ее собствен

ные значения ± 1. Пара кластеров с одинаковым знаком представляет собой 
собственное состояние с собственным значением + 1, а пара кластеров с 
противоположными знаками - собственное состояние с собственным зна

чением -1. Измерив шестикубитовую наблюдаемую для второй пары кл
стеров, мы можем определить, какой из кластеров имеет ошичный от дру

гих знак Тоrда мы применяем унитарное фазовое преобразование к одному 
нз кубитов в этом кластере, чтобы обратить знак и исправить ошибку. 

Предположим, что унитарная ошибка И ~ 1 +О(Е) возникает в каждом 
из девяти кубитов. Наиболее общее однокубитовое унитарное преобразова
ние (с точностью до физически несушественной общей фазы) может быть 
разложено в первом nорядке по с: 

п 1 ' ( о 1 ) . ( о -i ) . ( 1 о ) и = + ZEx 1 0 + ZEy i 0 f tE, 0 -1 . (1.33) 

Три слагаемых порядка с: в этом разложении можно интерпретировать как 
опсрюор инвертирования бита, оперюор обращения фазы и оператор, со
вершающий обе эти операции. ЕсJш мы приготовим закодированное состоя

ние aiO) 1 ЬII), в котором появление унитарных ошибок возможно в каждом 
кубите, а затем измерим синдромы инвертирования бита и обращения фа
зы, тогда в большинстве случаев мы вернем состоянию его первоиачальиый 
вид. По с вероятностью порядка lc 12 в одном из кубитов возникнет большая 
ошибка: инвертирование бита, обращение фазы или и то и другое. Благо
даря синдрому, мы узнаем, какой из битов инвертировался и в каком из 

кластеров появилась фазовая ошибка, тогда для исправления ошибки мож
но применять соответствующее однокубитовое унитарное преобразование. 

Исправление ошибки не удастся, если~ согласно измерению синдрома, 

в каждом из двух кластеров имеется две ошибки инвертирования бита (что 

юечет за собой фазовую ошибку в закодированной информации) юн ec.m 
фазовые ошибки возиикнут в двух разных J<.тастерах (что сводится к ошиб
ке инвертирования бита в закодированной информации). По вероятность 
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такой двойной фазовой ошибки имеет порядок IE14. Поэтому при достаточ
но малой 1':1 кодирование увеличивает надежность квантовой информации. 

KoJt также защищает от декоrерентизации. Воссталавливая квантовое 
состояние, независимо от природы ошибки, наша процедура уе1раняет лю
бое запутывание между квантовым состоянием и его окружением. 

Как обычно, коррекция ошибок представляет диссипативный процесс, 

поскольку информация о природе ошибок изrоняется из квантовой систе
мы. В этом случае, корщ информация является неотьемлемой частью за

писанных результатов наших измерений, при удалении этой записи будет 

выделяться тelli'IO. 

Позднее в этом курсе мы обсудим дальнейшие результаты в области 

коррекции квантовых ошибок, вюiЮчая такие как: 

• Как и в случае классического кодирования, оказывается, что существуют 
«хорошие>> квантовые коды, позволяющие добиться сколь угодно высо

кой надежности, пока доля ошибок па один кубит достаточно мала. 

• Мы предположили, чн> процедура испраюсния ошибок сама по себе 
выполняется безупречно. Но измерение синдрома оказалось сложным -
для выявления ошибок нам бЫJiо необходимо измерить двухкубитовую 
и шестикубитовую КОJШективные наблюдаемые - так что, пытаясь ис

править информацию, фактически мы МОЕ'ЛИ нанести ей еще больший 
ущерб. ОднаiСО мы покажем, что коррекция ошибок может бы1ъ вы

полюна так, что она будет эффективно работать даже при появлении 

случайных ошибок в самом процсссе восстановления. 

• Чтобы оперировать с квантовым компьютером, мы хотим не только на
дежно хранить информацию, но также и обрабатывать ее. Мы покажем, 
что возможно примеlfсние квантовых вентилей :к закодированной ин

формации. 

Подытожим важнейшие идеи, которые лежат в основе кванmвой схемы 

коррекции ошибок: 

1) Мы переRели ошибки в цифровую форму. Даже ес;ш ошибки в кван
товой информации бьVIИ малыми, мы выпо;ши.пи измерение, которое 
проецировало наше состояние на состояние без ошибок либо на состо

яние с одной из дискретного множества ошибок, способ исправ.rtсния 
которой известен. 

2) Мы измерЯJш ошибки, не измеряя информанию. Наши измерения 
вскрыRали природу ошибки, не вскрывая при этом (и, следовательно, 
не возмущая) закоднрованвуто информацию. 
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3) Ошибки Jюка:Iьны, а закодированная информация нелокальна. Необхо
димо подчеркнугь основное предположение, лежащее в основе с1ро

ения кода - ошибки, поRреждающие разные кубиты, в хорошем при
ближении некоррелированы. Мы нея1шО предположили, что событие, 
вызывающее ошибку в двух кубитах, гора.1до менее вероятно, чем со
бытие, вызывающее ошибку в одном кубите. Конечно, зто попрос фи
зики, обоснованно это предположение или нет - нетрудно представить 

себе процесс, который станет причиной возникновения ошибок н ,~вух 
кубитах сразу. Если подобные коррелированные онтибки окажутся до
статочно распространенными, то кодирование потерпит нсул:ачу в по

вышении надежности. 

Код по.1h.1уется предполагаемой локальной прирадой ошибок, коди
руя информацию нелока.Тhным снособом, то есть информация хранится 
n корреляциях, охватывающих несколь:ко кубитов. Невозможно отличить 
10) от 11), измеряя один кубит из девяти. Rсли мы измерим один кубит, 
то с вероятностью 1/2 получим IO} или 11}, нсзанисимо от значения за
кодированного кубита. Чтобы получить доступ к закопированной инфор

мации, нам необходимо измерить трехкубитовую наблюдаемую (оператор, 

инвертирующий все три кубита в кластере, может отличить IOOO) + 1111} 
от IOOO) -llll}), 

Окружающая среда может случайно пов:шять на один И3 кубитов, на 
самом _це.Lе «измеряю~ его. Но закодированпая информапия не может быть 

tюврсждена возмущением одного кубита, потому чrо сам по себе одиноч

ный кубит фактически вообще не несет информации. Нелокально закодиро

ванная информаi\ИЯ певосприимчива к локальным возлействиям - это ос
новной принцин, на котором основаны квантовые коды коррекции ошибок. 

1.9. Квантовое «железо» 
Теоретические разработки в области квантовой сложности и Rвантовой 

коррекции ошибок сопровождал.ись перпыми экспериментальными попыт

ками обработки когерентной квантовой информации. Здесь я кратко онишу 
некоторые из этих опытов 1. 

Чтобы создать аппаратное обеспечение для квантового компьютера, 

необходима технология, позволяющая управзять кубитами. «Же.1езу>> ltри
дстся столкнуться с некоrорыми жесткими техническими требованиями; 

1 Эrо единственный раздел, в котором очень кратко говорится об аппаратном обеспечении 
и физических реализациях квантовых вычислений. Читm-елям, интересующимся ·лими во
просами, можно пореlЮмендовать Кillii'И [1-5] из списка литературы к предис.'Iовию, а также 
цнтированную в них: лиrера-rуру .. -llpuм. ред. 
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l. Хранеиие: Необходимо хранить кубиты в течение длительного времени, 
достаточного для выполнения интересующих нас вычислеJIИЙ. 

2. Изодяция: Необходима надежная. изоляция кубитовот окружения. что
бы миними.зировап) ошибки, возникающие венедетвне дскогерентиза

I\ИИ. 

3. Считывание: Необходимо оффеiСТИвно и дос·юверно измерять кубиты. 

4. Ве~rтв .. 1и: Необходимо управлять кванrовы:\о!и состояниями отдельных 
кубиrов и индуцировать контродируемые взаимо11ействИJ1 между ни

ми так, чтобы можно бъшо выпоШIЯть квантовые операции. 

5. Точность: Д;IЯ надежности работЬt устрой~"Тва необходима высокая точ
ность ныпо,;mсния квантовых операций. 

1.9.1. Иоt1ная JIОвушка 

Одни из воз,южных путей ;~остижения зтих цс.1ей был предложен 
Ишасио Цираком и Питером !(о:пером; его дальнейшей ра1работкой за

ня . .-Jасъ группа Дэвида ВайiШенда из нап.ионального института станцартов 
и технологий (\'lST), а также н друt·ис группы. В этой схеме каждый ку
бит персносится оюшм ишюм. удерживаемым в линейной Jiовушке Пауля. 

Квантовое состояние каждого иона ·- зто линейная комбинация основноm 
состояния lg} (интерпретируемого как IO)) и особого до;п-оживуmего ме
тастаби:tыюю возбужденного сосюяния le) (интерпретируемого как it)). 
Когерентная линейпая комбинация двух уровней, 

{1.34) 

может существовать в течение времени, сравнимо1о со временем жи:ши 

возбужденного состояния (хотя, конечно, оmоситеJJьная фаза осциллирует 
вс.Jе;~ствис расщепления знерпiи hw меж;\)' уропнями). Ионы насrолько 
хорошо изолированы, что доминирующей формой декогерентизации может 

быть сноtпанный расnад. 

Петрудно считать информацию о состоянии ионов с помощью измере
ния, проеt1ирующего на бюис {lg), le) }. Пусп, лажр настроен на персход 
и:1 состояния lg) в короткоживущее возбужденное состояние le'}. Когда ла
зер осисщает ионы~ каж,1ый кубит со значением jO) многократно поглощает 
и снова излучает свет лазера и таким обра1ом становится видимым (флуо

реСI\енция). К убиты со значением 11) остаются невидимыми. 
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Вследствие их взаимноrо кулонавекого опа.rпсивания, ионы достаrочно 

хорошо и..1олированы и на каждый из них можно индивидуа.:-:~ьно направить 

импудьсы лазеров. Если лазер настроен на часто1у перехода"' и сфокусиро
ван на п-ом ионе, ro между состояниями IO) и 11) возбуждаются осцилляции 
Раби. При подходящем выборе продолжительности и фазы :>азерного им

пульса мы сможем реализовать любое однокубиrовое унитарное преобразо

вание. В частности, действуя на JO), лазерный импульс может притотовить 
:JЮбую желаемую линейную комбинацию JO) и 11). 

Но наиболее сложной частью разработки и создания аппара:пюго обес
вечения квантовых вычислений является организация взаимодействия двух 

кубитов между собой. В ионной ловушке взаимодействия обусловлены ку
лонопским отталкиванием между ионами, вследствие чеrо возникает спектр 

связанных нормальных мод колебаний захваченных ионов. Когда ион но
тощает или изпучаег лазерный фотон, его центр масс смещается. Но ес;ш 

:~азер настроен подходящим образом, то при потощенни или излучении 

одним ионом произойдет когерентное смещение множества новлеченных 

в нормальную моду ионов (эффект Мёссбауэра). 
Наибопее ннзi<Очастотной I<Олебательной модой (частота v) является 

мода центра масс (ст), в I<Оторой ионы синхронно I<Олебпются в гармо
нических ямах ловушек. Ионы можно охла;щть лазером до температур 

гораздо меньших v, так: что каждая колебательная мода с большой ве

роятностью находится в своем основном квантово-механическом сос1оя

нни. Теперь пре,~стаnим, что настроенный на частоту w - v лазер светит 
на n-ый нон. При должной длвтеньности импульса состояние le)n иерей
дет в J_g)n, в то время как сm-осщшлятор совершит переход из его ос
новного состояния IO) cm в первое возбужденное 11) cm (рождение сm-<<Фо
НОНа>>). 13 то же время состояние Jg)"IO)cm не находится в резонансе для 
;нобого персхода и поэrому не меняется под в.:rиянием дазсрного импульса. 

Таким образом, лазерный импульс совершает унитарное преобразованис, 

действующее как 

Jg)nJO)= ~ Jg)nJO)cm, 

le}niO}cm ~ -ilg)nJI}cm· 
(1.35) 

Эта операция удаляет бит ннформацнн, первоначально хранившнйся во 

внутреннем состоянии n-ro иона, и помещает его в коллеК11{ВНое сосrоя
ние движения всех ионов. 

Эrо означает, чrо внутреннее состояние n-ro иона ока..1ало влияние 
на состояние движения m-го нона (m # n). В эrом смыс1е нам удалось 
индуцировать взаимодействие между ионами. Дпя завершения кванrовой 

операции мы цолжны переместить квантовую информацию от сm-фоно-
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на обратно во .внутреннее состояние одного из ионов. Процедура должна 
быть построена таким образом, чтобы после выпОJшения операции сm-мо
да возвращалась в ее основное состояние IO) cm. Наоример, Цирак и Цomrep 
показали, что квантовый ХОR-венnшъ (исключающее ИЛИ, ИJШ mнтролн

руемоеНЕ) 

lx,y)-> lх,уФх) (!.36) 

может быть выполнен в' ионной ;ювушкс всего пятью лазерными импуль

сами. Обусловленное этим возбуждение фонона (1.35) лля одного захвачеи
ноrо в ловушку иона было продемонстрировано экспериментально группой 

из NIST. 
Серьезным недостатком компьюТера на иошiых ловушках является то, 

что по своей природе это медденно работающее устройство. Очевидно, 

ею быстродействие ограничено соотношением неопределенности энергия

время. Посmльяу неопредслсипость энергии лазерного фотона должна 
быт1> мала по сравнению с характерной кодебате.~нJной .:энергией v, про
должителыюсть каждого лазерного импульса должна быть велика по срав
нению с v- 1. На практике v, как правило, имеет порядок 100 кГц. 

1.9.2. КЭД-резонатор 

Друrое наоравленис разработки аннаратного обеспечения (предложен
нос Пешшцари, Гардннером, ЦирR!(!}м и Цоллером) поддерживает группа 

Джефа Кимбпа здесь, в КАЛТЕХе. Идея состоит в том, чтобы захватить 
несколько нейтральных атомов в маленький с высокой mчностью изrо-rов

ленный оmический резонатор 1 • Вновь кванrовая информация может хра
ниться во внутренних состояниях атомов. Но здест) атомы взаимодейству

ют, бJ-шгодаря связи с нормальными модами электромаl-яитпого поля в ре

зонаторе (нместо mлебатеJIЬных мод ноиной ловушки). Снова, возбуждая 
переходъ1 имnульсами лазеров, мы можем вызвать в одном атоме переход, 

обусловленный внутренним состоянием дpyroro атома. 

Другая возможность хранения яубита - использование поляризации 

фотона вместо инутреннего состояния иона. Тогда захваченный атом мо

жет использоваться как посредник, обеспечивающий взаимодействие одно
го фотона с другим (вместо фотона, использовавшеrося ДJIЯ связи одного 
атома с другим). Эти эксперименты с «летающим кубнто м» продолжаются 

уже два года. Группа КимбJ~а r~родемонстрировала действие двухфотонно·· 

го квшповою вентиля, в mтором циркудярная поляризация одного фотона 

1 Кваю"Ово-электродинамический (КЭД) резонатор. - · Прим. ред. 
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влияет на фазу другого фотона: 

IL),\L),-> IL),IL),, 

IL),\R),-> IL),IR),, 

IR),IL),-> IR),IL),, 

" \R) 1 IR) 2 _,е' IR) 1 IR) 2 , 

(1.37) 

где II"), IR) обозначают состояния фтонов с левой и правой циркулярной 
поляризацией. Чтобы добиться этого взаимодействия, один фотон хранится 

в резонаторе, где он, нахоi\Ясь в состоянии с поляризацией llo), не взаимо
действует с юомом и, папротип, сильно связан с ним, будучи в состоянии 

с по:IЯризацией 1 R). Второй фотон пересекает резонатор, и он также пре
имущественно взаимодействует с атомом, находясь в состоянии с оцной 
определенной поляризацией. Волновой пакет вroporo фотона приобретает 

некоторый фа:'\овый сдвиг е~8 , ес:ш только оба фотона имеют ! R) поляриза
цию. Так как фазовый сдвиг обусловлен поляризацией обоих фотонов, зто 
нетривиальный двухкубитовый квантоный нснтилr:.. 

1.9.3. ЯМР 

Третья схема аппаратного обеспечения (темная ~юшамка) появилась 

в проuшом 10ду и обошпа ионную ловушку и КЭД-резонатор, захватив ли

дерство в когерентной квантовой обработке. Новая схема использует техни

ку ядерного магниnюго резонанса (Я:МР). Здесь носителями кубитов с.::rу

жат ядерные спины определенного типа молекул. Каждый спин может быть 

ориентирован по (1 /) ~ IO)) нли против (1 j) = \1)) направления приложен
наго постоянного магнитного по.1я. Спины имеют большое время релакса

ции или декогерептизапии, поэтому кубиты мшуr сохраняться в течение 
приемлемого времени. 

Мы можем также вкточить импу:;а.сное вращающссся магнитное по
ле с частоrой w (где w -- расщепление энергии меж!1)' состояниями спин 
вверх и спин вниз) и возбудить осцшшяции Раби между двумя спиновыми 

состояниями. llpи подходящей длительности импульса, мы можем вывал

нить желаемое унитарное иреобразование на отце.~IЬном спине (точно так 

же, как в случае ионной ловушки). Все спины в модекуне испытынают nоз

действие вращающеrося магнитного подя, но отJывюотся на него лишь те, 

которые находятся в резонансе. 

Более того. между енинами существуют диполь-дипольные взаимодей

ствия, и эта свя:зь может исполь.10ваться для выполнения операций. Расщеп

ление меж11у 1 i) и 1 J) ;шя одно1о спина фактически зависит от состояния 
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соседних спинов. Следовательно, находится или нет управляющий импульс 

в резонансе, чтобы опрокинуть спин, обусловлено состоя1111ем другого спи
на. 

Все эrо уже давно было известно химикам. Тем не менее лишь в про
шлом ГОI\У Гершенфельд и Чанr и независимо Кори, Фами и Гавел указали, 
что ЯМР nредоставляет полезную реализацию квантовых вычислений. Это 

не было очевидным по ряду прwшн. Паиболее важная: ЯМР-системы очень 

горячие. Типичная спино~(!Я температура (скажем, комнатная темпераrу

ра) по порядку может быть в миллионы раз бо;п,ше энергии расщепления 
между JO) и jl). Это означает, что квантовое состояние нашего компьюте
ра (спннов в отдельной молекупс) существуст на фоне очень интенсивно-
1"0 шума · оно испытывает очень силрныс термические ф.ауктуации. Этот 

lliY'I будет искажать квантовую инфор><ацию. Более того, мы фактически 
выполняем нашу процедуру не на одной мо;rеку;н.~, а на макросконическом 

образце, содержащем порядка 1023 «компьютеров», а считываемый нами 
сигнал в действите;Jъности усреднен по этому ансамблю. Но вероятност

uый характер квантовых алruритмов обусловлен сдучайностью квантовых 

измерений. Следователыю, усреднение rю ансамблю не эквиваленпю вы

по:шению вычислений на одном прнборс; усреднение может скрыть ре
зультат. 

Гершенфелъд и Чанг, а также Корн, Фами и Гавел объяснили, как пре

о,r~олеть эти трудности. Они описали, как можно готовить, управля1ъ н кон
тро;шроватъ «эффективно чистые состояния», выполняя соответствующие 
анерации на термическом ансамбле. Идея состоит в том, чтобы обеспе

[шть усреюrение флуктуирующих свойств молекулы во время детектирова
ния сигнала, так чтобы измерялись только интересующие нас когерентные 

свойства. Они также отметили, ч·rо некоторые квантовые алгоритмы (в том 

числе апгоритм фапоризации Шора) можно разработать в детерминист
ской форме (так что, по крайней мере большая часть компьютеров будет 

давал~ один и тот же результат); тогда усреднение по многим вычислениям 
не нанесет ущерба резу;п,тату. 

Совсем нел;авно методы ЯМР были испо.'IЬ.Зованы л;ля приготов.JJения 

максимально запуrаннш"О состояния трех кубитов, чего не удавалось до
биться раньше. 

ОчеВИI\НО, разработки квантового вычис;тителыюго «железа>> находят

ся в мпадсrrческом состоянии. Необходимо на много порЯI\КОВ величины 

(как по ко:mчеству храняшихся кубитов, так н по коднчеству операций, 

которые могут бьгrь примсиены) уве;:rичить возможносш существующеП) 

аппарuтного обеспечения, нрежде чем можно будет пытаrъся реализовать 

вычислительные амбиции. В случае метода ЯМР существует особенно се-
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рьезное ограничение, которое возникает как принципиалъный вопрос, nо

скольку отношение когерентноm сиmала к фону экспоненциально спадает 

с ростом количества спинов, приходящихся на одну молекулу. На практике 

6Ы.i10 бы очень заманчиво выполнить квантовое ЯМР-вычисление с боаее 
чем десятью кубитами. Возможно, для того чтобы квантовые компьюте

ры в конце концов стали реальными приборами, поЧJебуются новые идеи 

в рюработке квантового аппаратного обеспечения. 

1.10. Резюме 

:Этим завершается наш вводный обзор квантовых вычислений. Мы 
увидели, что здесь соединшmсъ три фактора, сделавшие захватывающим 

этот предмет. 

1) Квантовые компьютеры моrут решать сложные задачи. Представим, 
что построена новая классификация сложности, лучше опирающаяся 

на фунда..м:ентадьные законы физики, чем традиционная теория слож
ности. (Тогда остается более строго охарактеризовать к:шсс задач, в ко

торых квантовые компьютеры имеют большое преимущества перел, 

классическими компьютерами.) 

2) Квантовые ошибки можно корректировать. С nомощью подходящих 
методов кодирования мы можем защитить сложную квантоRую систе

му от рюрушительного действия декоrерентизации. Мы Iшкогда не 

сможем увидеть настоящего полуживого-полумертвого кота, но, веро

ятно, сможем приготовить и сохранить в таком состоянии закщtиро

ванного кота. 

3) Кванrовое аппаратное обеспечение можно сконструировап>. У нас есть 
привилегия быть свидетелями начала зпохй когеренrnых манипуляций 
с квантоной информацией в лаборатории. 

ЦсJiью этого курса будет углубление нашего понимания пункта в (1 ), 
(2) и (3). 
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Основы 1: Состояния и ансамбли 

2.1. Аксиомы квантовой механики 

В предыдущих лекциях я говори:r.r то одно, то другое о квантовом, хотя 
нигде не давал оnределения, что такое кванrовая теория. Пришло время 

ВОСПОJПIИТЬ ЭТОТ пробел. 

Квантовая теория это математическая модель физического мира. 
Чтобы охарактеризовать модель, необходимо опредеJПiть, как она будет 
представяять состояния, наблюдаемые, измерения и динамику. 

1. Состояния. Состояния представляют поJшое описание физической си
стемы. В квантовой механике состояниями являются лучи в гильбер
товам простраНстве. 

Что такое гильбертово пространство? 

1) Это векторное пространство над полем комплексных чисел <С. В 
дальнейшем векторы будут обозначаться как I.P) (кет-вектор ДИ
рака). 

2) В нем определено внутреннее произведение ('1'11/>). Оно пред· 
став.аяет собой отображение упорядоченной пары векторов па С, 

определяемое свойствами: 

а) положительность: (.РIФ) >О для любого IФ) '1 О; 
б) линейность: ('!'l(alv'1) + Ьlv'2)) = a(<pl1/11) + Ь('l'lv'2 ); 
в) эрмитовская симметрия: ('l'lv') = (v'l'l')*. 

3) Оно по.шо по норме 111/,11 = .,J (v'lv'). 
(В бесконечномерных функпиональных пространствах полпота 
является важным условием, обеспечивающим сходимость разJю
жений но определенным базисам собственных функпий, напри
мер, рядов Фур1>с. Однако, как прав1ыо, нас вполне удовлетво

рит работа с внутренними произведениями в конечномерных про

страпствах.) 
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Что такое луч? Это класс эквивалентности векторов, отличающихся 

друг от друга иенулевым комш1ексным скалярным множителем. В ка

честве представители такого класса (для любого иенулевого вектора) 

можно выбрать вектор, нормированный на единицу 

(.pj,P) = 1. (2.1) 

Будем также говорить, что j1/1) и e'aj,p), где je'al ~ 1, описывают одно 
и то же физическое состяпис. 

[Заметим, что :каждый луч соответствует возможному состоянию, то 

есть из двух 11анных состояний j<p) и j,P) можно сформировать другое 
состояние aj<p) + bj,P) {<<принцнп суперпозиции»). Физический смысл 
в этой суперпозиции имеет относител.ьная фаза; мы отождествляем 

aj<p) + bj,J;) с е'а( aj<p) + ЬjФ) ), но отличаем его от aj<p) + e'abj,P).] 

2. Наблюдаемые. Наблюдаемой является свойство физической системы, 
которое н принципс может был. измерено. В квантовой механике на

блюдаемая представ.!Яется самосопряженным оператором. Оператор 
определяет линейное о-rображение одного век-rора в друл)й 

А: jw) ....., Aj"c·), A(aj,P) + Ьi'Р)) ~ aAj,P) + bBj<p). (22) 

Оператор, сопряженный к А, опредеЛSJ.ется соотношением 

д.<я :~юбой пары векторов j<p) и j,P) (здесь я обозначил Аjф) симво
;юм jA~1) ). Опера-rор А самосоиряжен, если А~ А t. 

Если А и В - самосоиряженные опера-rоры, то А+ В - 10же самосо
пряжен [поскольку (A+IЗ)t = At +Bt], ио (АВ)!- вtAt и поэтому 
АВ - самосопряженный оператор только в -rом случае, кота А и В 

коммутируют. За".етим, что АВ+ ВА и i(AB- ВА) всегда самосо
пряженные~ ec.Jlli таковыми являются А и В. 

Для самосопряженного оператора в гильбертоном пространстве 1t су
ществует спектральное представление - его собственные состояния 

обра'J}'Ют полный, ортанормированный базис в 1t. Мы можем предста
вить самосоиряженный опера-rор А в виде 

(24) 
n 
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Здесь каждое an - собственное зпаченнс оператора А, а Р n - со
ответствующий орюгоналЫiый нроекюр (нроекционвый операюр) на 

пространство собственных вскrоров, отвечающих собственному значе

нию an. (Если "п не вырождена, тоР n ~ ln) (nl- проекюр на соответ
ствующий собственный векюр.) Н роекторы Р n обладают свойствами 

р~ = Pn. (2.5) 

(Определение самосопряжсшюсти и формулировка спектральной тео

ремы ,rvтя неоrраниченпых операторов в бесконечномерном нростран

ствс бoJice тонкие, но 1дссь это не должно нас беспокоитi •. ) 

3. Измерение. В кнанювой механике численным розультатом измерения 
набmодаемой А является одно из ее собственных значений; сра~у но
еле измсрспия квантовым состоянием является собственное состоя

ние А, соответствующее измеренному собственному ·шачению a.n. Ес
ли непосредственно нсрс,т~ измерением квантовое состояние описыва

лось вектором IФ), то результат a.n получается с вероятностью 

(2.6) 

Ьсли полученным результатом является а", то (нормироваmшм) кван
товым СОС'lоянием становится 

(2.7) 

(Заметим, чrо ec.w тотчас повторить измерение, тогда согпасно этому 
правилу ~~новь, с вероятностью единица, будет получен ·ют же самый 

результат.) 

4. Динамика. ::Эволюция во времени кванювоrо сосюяния унитарна; она 
!Юрождастся самосопряженным оператором, называемым гамильтони

шюм сиетс'-'ы. В шредиигеровской картипе динамики вектор, описы
нающий систему, и3мснястся во времени сошасно уравнению Шредин

гера 

~ IФ(t)) -iНIФ(tJ), (2.8) 

ще Н t·амшJьтониюr. Мы можем переписать зто уравнение в нервом 
порядке по бесконечно малой величине dt: 

I1Ь(t + dt)) = (1- iHdt)I..P(t)). (2 9) 
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Оператор U(dt) = 1 - iHdt унитарен, поскольку Н самосопряжен; 
в :швейном порядке по dt он удовлетворяет соотношению utu = 1. 
Поскольку произведение унитарных операторов унитарно, эволюция 

в конечном интервале времени также уннтарна: 

IФ(t)) = U(t)IФ(O)). (2.10) 

Если гамнльmниан Н не зависит от времени, то можно записать 
U(t) = е~;ю 

Этим завершается математическая форм)'Ш1ровка кванrопой механики. 
Мы непосредственно за.'4:ечаем ее некоторые необычные черты. Одна ее 

странность состоит в том, что уравнение Шредингера Jшнейно, тогда как 

мы прнвыКJШ к нелинейным динамическим уравнениям кл-ассической фи

зики. Очевидно, зто свойство требует объяснения. Однако гораздо более 

Сiранным представляется таинственный дуализм; два совершенно разных 

способа изменения квантовых состояний. С одной стороны, существует де

терминистская унитарная оволюция. Если мы точно определили IФ(О)), то 
теория предсказывает состояние IФ(t)) в нюбой более поздний момент вре
мени. 

С другой стороны, имеется вероятностное измерение. Теория не да

ет определенных предсказаний относительно результатов измерения; она 

лишь приписывает вероятности разШIЧНым альтернатива.\оf. Jro вызывает 
беспокойство, поскольку неясно, почему, в отличие от других процсссов, 

измерение должно управляться иными физическими законами. 

Начинающие изучать квантовую механику, впервые столкнувшись 
с .этими правилами, редко спрашивают «почему?})_ В этом есть определен

ная мудрость. Но я надеюсь, что может быть полезно спросить: почему? 

В будущих лекциях мы вернемся к этому вызывающему замешательство ду
ализму между унитарной эвотоцией и измерением и найдем его разреше

ние. 

2.2. Кубит 

Неделимой единицей классической информации является бит, при

нимающий одио из двух возможных значений {0, 1 }. Соответствующую 
единицу кваитовой информации называют <<квантовый бит>> или кубит. 
Он описывает состояние простейшей квантовой системы. 

Минимальное нетриниа;Iьное гильбертово пространство 01ву:мерно. Бу

дем обозначить ортогона.Тhный базис в двумерном всКiорном пространстне 
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как {10), IJ) }. Тогда наиболее общее нормированное соС'fОяние может быть 
представлено в виде 

aiO) + bfl), (2.11) 

где а., Ь - комплексные числа, удоюстворяющие условию lal2 + IЬI' = 
~ 1, а общая фаза физически несущественна. ](убитом является состояние 
в двумерном гильбертовом пространстве, которое может принимать любое 
значение, описываемо~ уравнением(2.11). Мы можем выполнить измере

ние, проецирующее кубит на базис {IO}, II}}. Тогда с вероятностью lal2 

мы получим рез)"!ыат IO}, а с вероятностью IЬI 2 -результат 11}. Более то
го, за искточением случаев а = О и Ь = О измерение неизбежно ведет 
к возмущению состояния. Если начальное значение :кубита неизвестно, ro
rдa нет способа определить а и Ь ·с помощью одного такого юш любого 

дpyruro мыслимого измерения. Однако после измерения кубит оказывается 

в извесm1Юм состоянии -- IO} или 11} - отличающемся (вообще говоря) от 
его предыдущего состояния. 

В зwм отношении кубит отличается от классического бита; мы можем 
измерить ютассический бит, не возмущая его, и расшифроватrJ всю закоди
рованную в нем информацию. Донустим, мы имеем классический бит, кото

рый в действительности и:мест определенное, но неизнестное пам значение 

(О или 1). Опираясь па ;(оступную информацию, мы можем только сказать, 
что с вероятностью р0 бит имеет значение О, а с верояnюсn.ю р1 - зна

чение 1, причем р0 + р1 = 1. Измеряя бит, мы получаем дополнительную 
информацию, позволяющую узнать Cl'O зпачсние со 100% уверенностью. 

Важный вопрос: в чем суть различия между кубитом и верояml/ост

ным классическим биrом? По разным причипам, коrорые мы с вами изу
чим, это действительно не одно и то же. 

2.2_1, Спив-1/2 

Прежде всего заметим, что коэффициенты а и Ь в уравнении (2.11) 
содержат нечто большее, чем просто вероятности результатов измерения 

в базисе {10}, \1}}. В частности, оm1Юситепьная фаза а к Ь также имеет 
физическое значение. 

Дня физика естественно интернреrировать уравнение (2.11) как спино
вое состояние объекта со спином-1/2 (типа электрона). Тогда состояния IO} 
и ll} 11редставляют собой состояния спин вверх 1 Т} и спин вниз 1 1} вдоль 
некоюрой оси, например, оси z. ,l1,ва вещественных числа, характеризую

тих кубит (комплексные числа а и Ь, без учета их общей фазы и нор
мы), описывают ориентацию спина в трехмерном пространстве (полярный 

угол 0 И !LЗИмутальный YJ'OJl <р). 
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\1ы не имеем возможносm утлубляться здесь в теорию симметрии 

в квантовой механике, напомним лишь кратко ее некоmрые элеменn,t, ко

торые окажутся полезными в дальнейшем. Симметрия представляет собой 

преобра1ование, действие которого на состояние системы оставляет низ

менными все наб.ilюдаемые свойства системы. В квантовой механике на

блюдениями являются измерения самосопряженных операторов. ЕсШI А 

изм~'])яетея в состоянии l·ф), то с вершmюстью l(aiФ)I 2 будет получен ре
зультат la) (собственный вектор оператора А). Симметрия до.1жна остав
лять неизменпы\iи эти верояnюсти (если мы «поворачиваем)} систему вме

сте с приборами). 

Операция симметрии представляет собой отображение векторов в гиль
бертовам нространстве 

(2.12) 

сохраняющее абсолютные значе1шя внутренних произведений 

l(?l~i·)l = 1(·/IФ')I (2.13) 

мя любых 11") и IФ). Сошаснu знаменитой теореме Вигнера, отображение 
с таким свойством всегда может быть выбрано (принимая соответствую

щее соглашение относительно фазы) унитарным или антиунитарным. Важ
ная )1..'1Я. дискiJеruых симметрий антиунитарная а.;IЬтернатива может быть 

исключена в случае непрерывных сим~етрий. Тш·да преобразовапие сим

метрии лсйствует как 

IФ) __, IФ') = UIФ), (2.14) 

где U - унитарный оператор (и, в частности, линейный). 

Симметрии образуют группу: преобра.wвание симметрии можно обра
тить, а произведеimе )~иух симметрий, R свою очередь, является симметри

ей_ Каждой операции симметрии R, действующей на нашу систСJ\.fУ, соот
ветствует унитарное преобразование U (R). Пере:множение этих унитарных 
оnераторов должно соответствовать t])упгювому закону перемножения сим

метрий ~ при).о{енение R 1 о R 2 до;1жно быть эквивалентно пос;Iедоватеш~
ному применению сначала R 2, а затем R 1. Таким образом, мы требуем 

(2.15) 

В уравнении (2.15) допускается фазовый миожитеш, поскольку кванто
выми состояниями являются лучи; нам нужно требовать JШПiь того, что

бы U(R1 о Н.,) дейС'Iвоиал так же, как и U(R1)U(R2 ), на лучи, а не на 
векторы. U ( R) обеспечивает унитарное (с точностью 110 фазы) представле
ние группы симметрии. 
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До сих пор наше понятие симметрии не имело связи с динамикой. 

Обычно мы требуем от симметрии:, чтобы она сохраняла динамическую 
эволюцию системы. Это означает, что не должно иметь значения, преобра

.зусм ли мы сначала систему, а затем она эвотоционирует, или наоборот, 

сначала происходит эволюция системы, а затем мы преобразуем се. Други
ми словами, диаграмма 

Нача;rьное дина.,uика Конечное 

состояние состояние 

поворот поворот 

Новое начальное динамика Новое конечное 

состояние состояние 

коммутативна. Э-ю означает, '!;по оператор зволюr~и во времени должен 
коммутировать с преобразованиями симметрии U ( R) 

U(R)e-itH =е itHU(R). (2.16) 

Разла1·ая зто уравнение до mшейного порядка по t, получаем 

U(R)H ~ HU(R). (2.17) 

В с:тучае непрерывной симметрии операция R может быть выбрана сколь 
утодно бJшзкой к единице R = 1 + tT, тоiДа U также бпизок к единичному 
оператору 1: 

U(R) ~ 1- ieQ + О(е2 ). (2.18) 

Из унятарности (в иинейном порядке но е) U сдедует, что Q является на
блюдаемой Q = Qt. Ра-сшгая уравнение (2.17) до ииuейных по t слагае-
-мых, находим 

(Q,н]~о; (2.19) 

наблюдаемая Q коммутирует с гамильтонианом. 
Уравнение (2.19) прс,!Ставляет собой .закон сохранения. Он говорит, 

например, что если мы приготовили собственнос состояние оператора Q, 
то упраюяемая уравнением Шредингера эволюция во времени будет со

хранять. это собственное состояние. Таким образом, симметрии влекут 'Ш 
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собой законы сохранения. И наоборот. по заданной сохраняющейся вели
чине Q, удовлетворяющей уравнению (2.19), можно построить соответству
ющее преобразование симметрии. Конечное преобраmвапис может быть 
построено как произведение множества ифинитезимальных преобразова

ний 

(2.20) 

(в пределе N-> оо). Выяснив, как выглядит унитарное представление ин
финитезимальпых преобразований, мы тем самым определили прс;tставле

ние конечных преобразований; они могуr быть построены как произnеде

пия инфинитезимальных преобразований. Мы говорим, что Q- геиератор 
симметрии. 

Кратко напомним, как эта общая теория применяется к пространствеи
ным поворотам и моменту количеСТIIа днижения (импульса). Бесконечно 

малый новорот на угол dlJ вокруг оси, определяемой единичным векто
JЮМ ii = (n1, п2 , n3), может быть предстаи:Iеп в Rиде 

V(ii,de) ~ 1- ideii .i, (2.21) 

где (J 1 , J 2 , J 3 )- компоненты момента импульса. Конечный поворот выра-
жается как 

V(ii, 8) = ехр( -iO ii · i). (2.22) 

Новороты во крут разных осей не коммутируют между собой. Из их злемен
тарных свойств вытекают I<Оммутационные соотношения 

(2.23) 

где е klm ~ nоmюстъю антисимметричный единичный псевдотензор 

(.s 123 = 1), а по повторяющимся индексам предполагается суммирование. 
Чтобы совершать повороты квантовой системы, найдем удовлетворяютис 

коммутационным соотношениям (2.23) самосонряженные операторы J 1, 

J 2 , J 3 н гильбертоном пространстве. 

<<Определяющее>> представление группы поворотов трехмерно, однако 

простейшее нетривиальное веприводимое представ..1ение явпяется двумер

ным и задается генераторами 

(2.24) 
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где 

( о -i) 
(1'2 = i о t (2.25) 

матрицы Паули. С точностью до унитарного прообразования базиса 
это единственное двумерное неnриводимое представление. Поскольку соб

ственные чис.:та операrоров J k раины ± l/2, мы называем его представлепи
см спина-1/2. (Отождес.твляя J с моментом импульса, мы неявно выбрал.и 
единицы, в которых h ~ 1). Матрицы Паули также обладают свойствами 
взаимной антикоммутации и идемпотентности 

(2.26) 

Таким образом, (ii · if)2 = nkn,".k".t = nknkl = 1. Разлатая экспоненту 
в ряд, мы видим, что конечный поворот представпяется как 

U( ~ е) ( . е ~ ·) 1 е .( .• ~J . о n, = схр - t. 2n. и = cos 2 - ~ n ·и sm 2. (2.27) 

n такой форме можно представить наиболее общую унитарную 2 х 2-матри
цу с единичным онредеmпслем. Это позво:Iяст думать о кубите как о состо

янии объекта со спииом-1/2, а о произвольлом унитарном прсобразовании 

(кроме возможного поворО!·а общей фазы), действующем на это состояние 
(кубит),- как о повороте спина. 

Необычным свойством прсдстав.аспия U(ii, О) является его двузнач
ность. В частности, нетриоиально представляется поворот на угол 2r. во
крут любой оси: 

U(ri,O= Z1r) = -1. (2.28) 

Наше представление группы вращений в действительности является пред

став.:Iением «с точностью до знака» 

(2.29) 

Но. как уже отмечалось, зто вполне приемлемо, посmльку rpynnoвoe умно
жение относится к лучам:, а не к векторам. Эти двузначные представления 

группы вращений называются спинорными представлениями. (Существова

ние спиноров слелуст из топологического свойс-mа труппы - она не одно

снязна.) 

Несмотря на то. что поворот на угол 211 действительно не ведет к на
блюдаемому изменению состояния объекта со спином-1/2, бьmо бы ошиб
кой считать, что спинорное свойство не имеет набтодаемых следствий. 
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Допусти", у меня естъ машина, которая дейе>вует на пару спинов. Ьсли 

нервый спин направлен вверх, то она ничего не мепяе1~ но сс.-!и первый 

спин напранлен вниз, она поворачивает второй спин на угол 2w. Ilусть те
перь зта машина )tсйствует на состояние, в котором вервый спин находится 

в суперпозиции состояний «вверю> и «вниз». Тогда 

~(1 1)1 j 11)1)1 1)2 ~ ~(1 1)1 -11)1)1 j),. (2.30) 

Несмотря на отсутствие наблюдаемого влияния на состояние второго спи

на, состояние первого спина стало ортогональным с1о исходному состоя

нию~ что очень даже наблюдаемо. 
В повернутой системе отсчета поворот R(ii, В) превращается в поворот 

на тот же самый уrол, но вокруг повернутой оси. Отсюда следует, что три 

компонсiпът \1Омента КОJJичества движения при поворотах преобразуются 

как нсктор 

(2.31) 

Таким обра:юм. если состояние Im) является собственным состоянием опе
раюра .т, 

.T:Jm) = mlm), (2.32) 

тоrда U(R)Im) является собственным сосшянием оператора R.J3 с тем же 

самым собственным значением: 

R.J3 U(R)Irn) = V(R).J 3V 1(R)V(R)Im) 

- U(R).J3 1m) m(V(ll)lm)). (2.33) 

СледоватсJJЫЮ, мы можем воетроить собственные состояния оператора 

проекции момента импульса на ось ri =- (sin В со~ tp, siп fJ siп у, cos В), !Iри
меняя поворот на угол О вокру1· оси ii' __:_.___._ (- ~i11 <.р, со..~ tp, О) к собственно~ 
состоянию онсратора .J3 . Для нашего прсдставленпя спипа-112 таким пово
ротом явдяется 

[ .в.,""] [в( о ехр - z 2п ·и о:::..: ехр 2 eirp -е~'~ ) ] 

( 

е 
СО..'5 2 

- -1- e+ir; sin fj_ 
- 2 

-f'---iif sln f!. ) 

eos ~ 
2 

. 
(2.34) 
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Применяя его к (Ь)- собсшснному состоянию оператора J 3 с собствен
ным значение"' + 1, понучим (с точностью до общей фазы) 

(2.35) 

Мы можем непосрс11ственно про верить, чrо ~:пот вектор является собствен

ным сосrояние~ операrора· 

~ ~ ( cosB e-ilfJsin8) 
п-ет= r:i'PsinB -eos8 (2.36) 

с собственны" значение" + 1. Итак, "ы видим, что уравнение (2. 1 1) с а -

= е-i<т"'/ 2 cos ~· Ь -= e+i'f/2 sin ~ может интерпретироваться как состояние 
спина, ориентированного вдюь направления ( 8, 'Р ). 

\1ы уже отмечали, что невозмож:но определить а и Ь с помощью одного 
и3мерения. БoJJCC того, даже имея ~ножество идентичных копий данного 

состояния, мы не можем полностью его OJJpeдeJmть, и3меряя кажцую копию 

то~н.ко RJ!.OЛI· оси z. Это мосJ:Ю бы rюзвошпь нам ш~ени1ъ lal и lbl, но не 
да.по бы воз"южности подучить информацию об относительной фазе а и Ь. 
Эквивалентно мы могли бы найти значение проекции спина па ось z 

(2.37) 

но ничего не смогJШ бы узнать о его компонентах в плоскости ху. Проблема 

определения 1·~·) путем ю"ерения спина аналогична пробпеж определения 
единичного .вектора ii путем измерения его компонент вдоль раз.:шчных 
осей. R общем необхо;:щмы измерения вдоль трех раз~шчных осей. Напри
мер, из (u3) и (0" 1) мы можем определить n3 и п 1 , но знак n2 останет

ся JJсопрс!\Сленны". Измерение (и2 ) "оrло бы устранИlъ эту J\вусмыс;-rен
носп~. 

Конечно, если мы позволи.1и поворачивать спин) тогда будет достаточ

но иJмерсний то;н~ко вдоль оси z. То есть измерение спина вдоль оси ii эк
вииа..ченпю предвар1псльному совершению поворота, совмещающего ось ii 
с осью z, а затем- измерению nдо.:ть оси z. 

В частнш.1 случае О = к/2, <р =О (ось х) наше спиновое состояние 
имеет вид 

llx)= ~(ITJ+IL,)), (2.38) 
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(«спин пверх вдоль оси х>> ). Ортогональным ему состоянием («спин вниз 
вдоль оси х») является 

Для этих обоих состояний, измеряя СIШН вдоль оси z, мы получим 1 1 z) 
с вероятностью 112 и llz) с вероятностью 1/2. 

Рассмотрим теперь комбинаiШЮ 

~(ltx) + ll,)) (240) 

Это состояние О6."1адаст тем свойством, что если мы измеряем спин вдоль 

оси Х, то с вероятностями, равными 1/2, подучаем 1 r ,) или llx)· Можно 
спросить, что мы получим, измерия состояние (2.40) вдоль оси z? 

Если бы это бьши к.:Iассические вероятностные биты! то ответ был бы 

очевиден. Состояние (2.40) представляет собой одно из двух состояний, 
и для каждого из них вероятность направ!1ения вверх и.1и вниз вдоль оси z 
равна 1!2. Таким образом, измеряя состояние (2.40) вдодь оси z, мы, конеч
но, должны с вероятностью 1/2 обнару-.пшть спин, наnравденным вверх. 

Но для кубншв это не так! Складывая уравнения (2.38) и (2.39), мы об
наруживаем, что в состоянии, описываемом уравнением (2.40), в дсйстви
тельностн замаскировано состояние 1 r J. Измеряя его вдоль оси z, мы все
т;щ будем ПОдучать 1 l 2 ) И НИКОГда~ llz). 

Таким образом, д.:'IЯ кубнто в, в противоположность Юiассическим веро
ятностным битам, вероятности моrут сюшдываться дово.1ыю неожиданным 

образом. В этом и состоит (в его простейшсй форме) явление, нюываемое 

((квантовой интерференцией>), важная особенность квюповой информации. 

Следует подчеркнуть, что, хотв формальная эквивалентность объекту 

со спином-1/2 применяма к нюбой двухуровневой квантовой системе, ко
нечно, не каж,1ая двухуровневая система преобразуется при поворотах как 

спипор. 

2.2.2. Поляризации фотона 

Другую важную систему, имеющую два состояния, представляет фо

тон, который может иметь одну из днух: независи:мых поляризаций. Со

стояния поляризалип фотона тоже прообразуются при поворотах, однако 
фо·юны оыичаются от объектов со спином-1/2 в двух важных отношениях: 
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(1) Фотоны являются безмассовыми частицами. (2) Фотоны имеют спин-1 
(эrо не спинорные частицы). 

Мы не располагаем временем для детального обсуждения унитарных 

прсдставлеиий 1руnпы Пуаикарс. Достаrочио сказать, чrо спин частицы 

определяет, как uреобра3уется ее состояние под действием преобра:юваиий 

лщлой 1руппы -- сохраняющей импупьс частицы подrруппы 1руппы Лорен
ца. В случае массивной частицы мы всегда можем перейти в ее систему 

покоя и тогда малой rрупiюй является rpynпa вращений. 
Для безмассовых частиц не существует системы покоя. Конечномер

ные унитарные представления малой rруппы иревращаются в представле

ния tруппы вращений в деумерlЮМ пространстве, вращений вакрут направ
ления имnудьса. Конечно. в случае с фотоном это соответствует знакомому 
свойству классического света - волны поляризованы перпендикулярно на

нравлеиию распространения. 

llpи новороте вокруг направлсиив распространенив два сосrояния ли

нейной полврнзации (lx) и IY) для горизонтальной и вертиюыьной поляри
зации) преобразуrотся как 

lx)---> +cosOix) +sinOiy), 

IY) ---> - sin Blx) + eos е IY). 
(2.41) 

Это двумерное пре;1ставлеиие в действительности приводимо. Матрица 

( 
cose 

- siнe 

имеет собственные состояния 

IR) = _1 ( 1) V2 1 , 

еiн е ) 
cos8 

IL) = _1 ( i) V2 1 , 

(2.42) 

(2.43) 

отвечающие собственным значениям е-тi& и е--ш, состояния правой и левой 
циркулярной поляризации. То есть они являются собственными состояния

ми генератора поворотов 

( о -i) 
J= +i О =иу (2.44) 

с собственными значениями ±1. Посюыьку собственные значения рав
ны ±1 (а не ±1/2), мы говорим, чrо фотон имеет спин-!. 
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В зтом контексте явление кванrовой интерференции .может быть опи
сано с.Jедующим образом. ГLредположим, что мы имеем ана.;Iизатор поляри
зации, ко1орый позволяет пройти через нсJо фотону толыrо с одной и~J дпух 

дипейных ПОJ1Яри.1ацнй. Тогда вероятность прохождения х- или у-nоляри
зованного фоrона через навернутый на 45° анаJJизвюр равна 1/2: 1/2-ой 
рапна и вероятность прокаждения поляризованного под углом ,15° фотона 
чере1 :с- или у-анализатор. Однако х-фотон 1tuкогда не пройдет через у-ана
лкзатор. Если мы поместим [Ювсрнутый на 45° анwшзатор между х- и у

ананизаторами~ тшда через каждый ана.Jшзатор прой.LJ.ет полоиина падаю

щих на него фотонов. Но если мы удалим нром.сжуточный анализатор, 1'0 ни 
оди11 фотон не иройдет через у-ананизаrор. 

Очеви,;що. можно сконструироиюъ прибор, который поворачивает 

моекость полярl!Зации фотона и, следовательно, применяет нреобразова

ние (2.41) к нашему кубпту Как уже отмечалось, зrо пс самое общее уни
тарное прсобразование. Но если мы имеем также и прибор, коюрый IIЗ
\1'сняст о·пюсительную фа.зу днух ортогональных, линейно поляризованных 
состояний 

lx)-+ e+iw/21x), 

IY) -+е iw/21y), 
(2.45) 

то зти два прибора моожно исполиовать вместе, чтобы соnсрmить прои3-

волыюс 2 х 2 унитарное нрсобразование (с онределитеJJем, равным е;щии
не) состояния поляризации фоюна. 

2.3. Матрица плотиости 

2.3.1. Бинарная кван'l'овая система 

ПосJJсдняя лекция была об одном кубнтс. Эта лекцня - о дв}:х кубнтах. 

(Догалайтесь, о чем будет слеJJУЮщая лекция!) Переход от одного кубита 
к двум - более серьезный шаг, чем вы моrnи бы ожи)1ать. Мнш"Ос из то

го, что есть странного и чудесного в кванrовой механике, можно rюнять, 

рассма-гриная свойства квантовых состояний двух кубиюв. 

Аксиомы § 2.1 дают впшшс приемлемую общую формулировку кван
товой теории. Тем не менее при многих обстоятельствах мы обнаруживаем, 

что они кажутся нарушенными. Бе11;а в том, что наши аксиомы нацелены на 

то, чтобы характеризовать поведение всей Вселенной. Но, как прави;ю, у 

нас нет таЮiх амбиций, как пытаться понять физику всей Вселенной; мы 

довольстнус\fСЯ и·Jученисм только нашего маненькшо уiолка. На практи-
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ке наши исс.'Iедования всеtда ограничены малой частью гора.1до большей 

квантовой системы. 

В CJICJJYIOЩИX нескольких лекциях мы увидим; что если мы ограничи
ваем наше внимание то.·1ы<0 на части бо.'lьшой системы, то (в противопо

ложность аксиомам § 2.1 ): 

1) состояния не являются лучами. 

2) измерения не являются ортогональными нроекюрами. 

3) эволюция не унитарна. 

Мы сможем JJучшс понять эти моменты, рассматривая простейший 

пример: мир двух кубитов. в котором Мы набшодаем только один из них. 

Итак, рассмо1рим систему двух кубитов. Кубит А ттахОi'l,Ится ЗiJ;Ссь, 

в комнате вместе с нами, и мы вольны паблЮi.Щ'JЪ CJU или манипулиро
вать им по своему усмотрению. Но кубит R заперт в подвале, где мы не 
можем до него добраться. Имея некоторое состояние двух кубитов, мы хо

тели бы найти простой способ описания наблюдений, которые мы можем 
лелать только на кубите А 

liудсм ис•юль:юкать {)О) л, ll)л} и {!О) в, Jl)в} лля обозначения орто
нормированных базисов для кубитов А и В соответственно. Рассмотрим 
следующее квантовое сос·1ояпие /tнухкубитовой Вселенной: 

(2.46) 

В этом состоянии кубиты А и В коррелированы. Допустим, мы измеряем 

кубит А, нросцирун ero на базис {IO) А• J!) л}· Тогда с вероятностью Ja1 2 мы 
получим результат JO) А• а и.змерение пршотовит состояние 

(2.47) 

с вероятностью Jbl2 мы получим рс:1ультат ll) А• а измерение приготовит 
состояние 

(2.48) 

В каждом случае, в резуныате юмерения выбирается определенное состоя

ние кубита В. Если мы сразу за этим измерим кубит JJ, то наверняка (с ве
роятностью единица) обнаружим его n состоянии JO) 8 , если перед этим 
бьшо получено JO) А• и- в состоянин ll) Н• если предыдущим резу.тыатом 
было ll) л- В этом смысле результаты измерений {!О) А' 11).4 } и {!О) 8 , Jl) 8 } 

полностью скоррелированы в состояпии IФ) АВ· 
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Теперь я хотел бы рассмотреть более общие наблюдаемые, действу
ющие на кубнт А, и я хотел бы характеризовать резудьтаты измерения 
ТОJiы«> А (независимо от результатов любых измерений недоступноrо куби
та В). Наблюдаемую, действующую только на кубит А, можно представить 
в виде 

(2.49) 

где М А действующиii на А самосоnряженный оператор, а 1 в - дей
стаующий на В единичный оператор. Ожидаемое значение наблюдаемой 

в состоянии I•M АВ равно 

Ав(w/МА ® lв/Ф}Ав ~ (а' А (OI ® в(ОI + Ь* А (11 ® в(II)M,, ® ln 
(а/О} А® /О} в +Ь/1}А ® /l}в) = 

= /а/ 2 А (0/МА/0) А + /Ь/ 2 А (liMA/1) А (2.50) 

(где мы воспользовмись ортоrональноС1ъю /0) в и /1) в)- Это выражение 
можно переписать в форме 

(МА} = tr(MAPA), 

РА~ /а/ 2 /О)АА(О/1-/Ь/2 /1)АА(1/. 

(2.51) 

(2.52) 

а tr обозначает след. Oпeparup р А называется onepamopalt плоттюсти (ИJIИ 
матрицей nлom/Юcmu) кубнта А. Он самосопряжев, подожителен (его соб

ственвые значения неотрицате.1Ьны) и имеет единичный след (посколь
ку l-9) являются нормированными состояниями). 

Поскольку (МА} имеет вид (2.51) ДJJЯ любой наблюдаемой МА, дей
ствующей на кубит А, 'IU лоrиtiНО интернре1·ировать РА. как ансамбль воз
можных квантовых состояний. каж,цос из которых возникает с определен

ной вероятностью. Другими сJiовами, мы получиJrn бы для {М А) тот же 
самый результат, если бы предпо;южи.:'IИ, что кубит А находится в О;::tном из 

двух квантовых состояний. Прпчем с вероЯ'пюстью р0 .с ia/2 он нахОi\ИТСЯ 
в состоянии /0) А• а с вероятностью р1 = lbl2 - в состояiши /1} А· HcJJИ нас 
интересует резудыа:!' любого возможного и.змерения, мы можем рассмат

ривать в качестве М А проекrор Е А (а) на соответстаующее собственное 
пространство наблюдаемой. Тогда 

Prob(a) = Ро А (OIEA(a)!O} А+ Р1 А (1/Ел(а)/1) А• (2.53) 

что нрел.ставдяст собой вероятность результата а, взвешенную верояпю
стыо каждого квантового состояния и просуммированную по &сему ан

самб:tю. 
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Мы уже обращали внимание на существенное различие между mrе
ренпrой суперпозицией состояний /0) А и /1) А и вероятностным ансамблем, 
в котором каждое из состояний IO) А и II) А может появляться с конкретной 
вероятностью. Например, для объекта со спином-l/2 мы видели, что если 

мы измеряем а 1 в состоянии -1-(1 iz) + 1 iz)), то с единичной вероятно-
;12 

сrью поJJучим резуш,таr 1 i х). Но ансамбль, в котором каждое из состояний 
1 i ,) и 1 lz) появrurется ·с вероятностью 1/2, представляется оператором 
плотности 

Р= ~(/ iJ(Iz 1 1 llz}(lz 1) ~ ~1, (2.54) 

mгда проекпия на 1 r х) имеет ожидаемое значепие 
(2.55) 

Фактически мы видели, что любое представляемое лучом состояние одного 

кубита можно интерпретировать как спин. ориентированный вдоль нското
роrо определеннОiо напраюення. Но, поскольку левая часть (2.55) не изме
rrястся при унитарном преобр<вовании ба3иса, а сосmяние IФ(В, 'Р)) можно 
подучить унитарным иреобразованием состояния 1 t z), мы видим, что для 
р, 011ределяемоrо уравнением (2.54), 

tr(/,P(B, 'Р))(ф(В,'Р)/р) ~ ~· (2.56) 

Следовательно, если прюотоВJlено состояние IФ) АВ (2.46) с /а/ 2 /Ь/ 2 = 
= 1 /2, то при измерении спина А вдоль любой оси мы получим совершенно 
случайный результат; каждая из ориентаций спина, вверх или вниз, может 

появиться с вероятностью 1/2. 
Это обсуждение mррслированного двухкубитового сосmяния /Ф) Ав 

очевидным образом распространяется на произволъное состояние любой 

бинарной квантовой системы (системы, состоящей из двух частей). Гиль

бер10вым пространством бинарной системыяв.'!Яется Нл®Нв, где НА в-
1ильбертово пространство одной из составляющих систему частей. 'Это 
означает, ч1u если {/i) А} - ор10нормированный базис в НА, а {IJ.L) в} -
ортанормированный базис в Н в, то {/i) А 0/J.L) в} - ортанормированный ба
зис в НА ®Н". Таким образом, произвольнос чистое сос10яние в НА ®Н в 
может быть представлено в виде разложения 

IФ)лв ~ I.>,.~\i)A 0/J.L)в. (2 57) 
i,f.t 
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где I: la,,"l2 ~ 1. Ожидаемое значение наблюдаемой М л@ 1в, действую-

'·" щей только на подсистему А, равно 

(М л)~ лв(Ф[Мл 0 lв[Ф)Ав = 

~ L:::>;,v л(jl 0 в(v[МА 01в I:a,,l'li)л@ 11<) R = 
j,v i,j.-1. 

= I:aj,,.a;,,,A(jiMлli)A = 

i,j,p. 

(2.58) 

Р А = tr 11 (1'1'') АВ АВ (,PI) ""' L a,,,.aj)i) А А Ul- (2.59) 
i,j,p, 

Мы говорим, что оператор плотности Р.4.. подсистемы А нолучается юя
тием частичного следа от матрицы плотности (в рассматриваемом случае 

от ч:истоru сос1uяния) состi:iВной снетемы АВ по персменным подсисте
мы В. 

Из определяющего уравнения (2.59) пспосре!lсmенно следует, что р А 
обладает слелующими свойствами: 

1) РА- самосоиряженый оператор: Рл = р~; 

2) Рл наложительный оператор: для любого I1Ь)л л(ФIРлl~;)л 
~ L 1 L а,," А (Ф[ i) А 12 

) О; 
1' ' 

3) trpA = 1:мыимеемtгрл = I;[a,,"[ 2 = 1,посколькусостояние lФ)лв 

'·" нормировано. 

Отсюда cлCJtyc·l~ что РА может быт1. диагонализован, что все его собствен
ные значения вещественны и неотрицатСJfЫIЫ и что сумма его собственных 

значений равна единице. 

Если мы наблюдаем подсистему бощ,шей системы, то, даже если 
состоянием большей системы является J1уч:, состояние подсистемы тако

вьiМ не будет; в общем случае оно описывается оператором плотности. 
В том случае, ко1ла состояiШем подсистемы является луч, мы называ

ем его чисты)~t. В противном случае - состояние яиляется сиешшты.м. 
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EcJJИ сос·юянисм яюястся чистое состояние IФ) А' то мюрица плотно

сти Рл = ~~~)А А (·1"1 нрсдстаВ-rяст собой проектор на одномерное про
странстно, натянуюе на 1-Ф) А' Следовате.1r~но, матрица плотности чисw
го состояния обладает свойством ~ = р.,. В общем случае матри
Iщ шютпости, раз.:юженная в базисе, в котором она л.иагональна, име

ет вид 

(2.60) 

r:ж~ О '(" Ра '(" 1 и LPa -----, J. Если состояние не юшяется чистым, то 
а 

эта сумма состоит кз л:вух ИJrn большего чисна слагаемых и р~ f РА; 
факrически tr р~ = l:P~ < L:i>" ~ 1. Мы говорим, что р пред
став_~яет нетгере~~тпую су11ернозицию состояний Н<,")}; иекоrсрентиостr. 
означает, что отиоси·rслы•ыс фазы 1-ФJ экспериментально ненаблюдае-
мы. 

Поскольку ожидаемое :шаченне набОiю;щемой М, дейстl!уrощей на по;t
систему, может быть пре;-.,став~lепо R виде 

(2.61) 

).fЫ, как и преж,Г(е, види\1, что р можно интерпретировать как аисшиблъ 

чистых квантовых состояний, в котором состояние I'Фа) появ.:rяется с веро
яnюстыо Ра. Таким образо.\1, мы прошли бо01ьшую часть пути к поннма
нию того, как в квантовой :\Iеханике возникают nсрояmости, когда кван

товая система А нзаимодействует с другой системой Я. Состояпия ..4 и Н 
станонятся эапутаннъz.,ии, то есть корре;шрованными. Запутывю1ие разру

шает когереитиость суперпозиil,ИИ сос·юяний, так что некоторые фюы 

станошпся ненаб.Juо;tаемыми, если мы следим за одной rолько А. Мы мо

жем онисыnать ~1у ситущию, говоря, чго происходит KWlllanc (редукция) 
состояния системы А она находится в одном из множества альтерна
тинных сос'Тояний, каждому из которых может бъrтъ приписана вероят

tюсть. 

2.3.2. Сфера Блоха 

Вернемся к с.ilучаю, в котором системой А яв.Jяется один кубит, и рас
с\lотрим общую форму матрицы тшопюсти. Паиболее общая самосопря

женная 2 х 2-матрица зависит от четырех вещественных параметров и мо
жет быть ра:з,южсна в бюисс {1, и1 , и2 , и,}. Поскольку каж)1ая из мат
риц и i является бссследовой, коэффициент перед 1 н разложении матрипы 
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tшопюсти р должен быть равен 1/2 (так чтобы tr р ~ 1 ), а р может быть 
разложена как 

~ 1 ~ ~ 
р(Р) = z(1+ Р·и) =о 

= ~(1 + Р1 и 1 + Р2и2 + Г3и3 ) = 

~l( l+P3 P1 -iP2 ) 
2 P 1 +iP2 1-Рз. 

(2.62) 

Мы можем вычислить det р ~ i (1 - Р2 ). Оlедовательно, необходимым 
ус.:rтовием неотрицательности собственных значений р является перавея

ство det р ;3 О и:ш Р2 ~ 1. Это условие также и достаrочно; поско~1ьку 
tr р = 1 и р не может иметь два отрицательных собственных значения. 
Таким образом, имеется взаимно однозначное соответствие между возмож

ными матрицами IL'Ioтнocm одиночного кубита и точками единичного трех

мерного шара О ,;; IPI ,;; 1. Этот шар обычно называют сферой Блоха (хотя, 
конечно, это в действительности шар, а не сфера). 

l'раннна (IPI - l) шара (которая как ра1 и является сферой) содержит 
матрицы плотности с нулевым детерминантом. Носкольку t1· р = 1, эти 
матрицы шютности должны иметь собственные значения О и 1. Они пред
ставляют собой одномерные проекторы и, следовательно, чистые сос1оя
ния. Мы уже видели, что каждое чистое состояiПiе o;HIOI"O кубита имеет 

вид 1•/J{B,'f')) и может рассматриваться как ориснтания спина в (В,'f')-на
иравлении. Действительно, используя свойство 

(2.63) 

где n - единичный вектор, мы можем легко убедиться в том, что матрица 
плотности чистоrо сосrояния 

p(ii) = ~(1+ п . .Т) (2.64) 

обладает свойством 

(i>.. O')p(ii) ~ p(n)(ii. а)= p(it) (2.65) 

н, следовате;rьно, является проекторо:м 

p(ii) ~ IФ(ii))(w(ii)l: (2.66) 
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то есть n представляет собой направ.Jiение, вдоль которого ориентируется 
спин. И наоборот, из выражения 

( 

e-i<P/2 cos 1!. ) 
IФ(О, р)) = +i<P/2 • 2 

е Sln 2 
(2.67) 

можно непосредственно-найти, что 

(2.68) 

где n = (sin В cos l.f\ sin 6 siн tp, cosB). ПрияniЫМ свойством блохопекой па
раметризации чистых состояний является то, что, хотя IФ(О, 'Р )) имеет фи
зически несуrцественпую пронзвольную общую фазу, в матрице плотно

сти р(О, р) ~ lw(O, р)) (ф(О, p)l этой неоднозначности нет; вес nараметры 
в р имеют физический смысл. 

И.1 свойства 

(2.69) 

следует, что 

(n· a)J5 = tr (п. dp(F)) = r,.?. (2.70) 

Таким образом, вектор Р в уравнении (2.62) параметрнзует поляризацию 
спина. Если в нашем распоряжении имеется множество идентично вриго

товленных систем, мы можем определить Р [и. следовательно, полностью 
матрицу 1ыотности р(Р)], юмеряя (h · d) вдоль каждой нз трех линейно 
независимых осей. 

2.3.3. Теорема Гнизона 

Ошравляясь от аксиом квантвой механики и рассматривая описание 

части большей квантвой системы, мы припmи к понятию матрицы шютно
сти р и выражению tr(Mp) дня ожидаемого значения наблюдаемой М. Тем 
более нриятно узнать, что формализм матрицы плотности является очень 
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общим и применим в гораздо более широких преде;Iах. В этом состоит 

содержание теоремы nилона (1957). 
Теорема l Лизона ИСХОДИТ ИЗ прСТJ.ПОСЬШКИ, ЧТО :щцачсй КВЗНТОRОЙ тео

рИИ является сопоставление соответствующих вероятностей всем возмож

ным ортоruнальным проекциям н шлr.берювом пространстве (;1рутими сло

вами, всем возможным измерениям набшодаемых). 

Тогда состоянием квантовой системы является отображение, которое 
каждой проекцин (Е2 ~ Е и Е - El) ставит в соответствие нсотрицатель
ное вещественное число, не иревосходящее единицу: 

Е~ р(Е), U <;; р(Е) <;; l. 

Это отображение должно обладать свойствами: 

(1) р(О) = О. 

(2) p(l) ~ 1. 

(3) Еспи Е 1 Е2 =О, ю р(Е 1 + Е2 ) = р(Е1 ) + р(Е,). 

(2.71) 

Решающим здесь является постулат (3). Он утвержлает, что (поскольку про
екции на взаимно ортогональные пространстпа могут рассматриваться как 

взаимно исключающие альтернативы) вероятности, нринисываемые взаим
но ортогональным проеюtиям, должны быть аддитивны:ми. Это очсш, си;н,

ное предположение, поскольку существует много различных способов вы

бора Е 1 н Е2 . Грубо говоря, первые два предположения утверждают, что, 
какое бы измерение мы ни делали: (!) всегда есть ero рс:!)'JП;гат; (2) ве
роятность суммы всех возможных (взаимно орmгона.т,ных) исхоаов равна 

единице. 

В этих прещюложсниях Глизон показал, что ес::ш размерность гиль

берюва пространства болыне двух, ю щrn любоru такоru оюбражения су
ществует эрмитовский, пшюжитс~1Ы1ый Olicpaтop р с единичным с.1едом 

tr р = 1 такой, что 

р(Е) = tr(pE). (2.72) 

Таким обра·юм, формализм матрицы шютности действительно является 
необходимым, если мы представляем наб~1юдаемые самосопряженными 

операторами в гильбертовам пространстне и приписываем определенные 

вероятности кажлому возможному результату измерения. Грубо 10воря, тре

бование аддитивности вероятностей взаимно исiсiючающих результатов на

столько сильно, что мы с необходимостью приходим к линейному выраже

нию (2.72). 
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Случай двумерного гильбертона прос·rранства является особым, по

скош.ку именно в двух измерениях оказывается недостаточным взаимно 

искпючающих проскций. Все нетривиальные нроекции имеют вид 

E(ii) = ~(1+ ii д-), (2.73) 

но 

E(ii)E(m) ~О (2.74) 

только при т - -i1.; слс;~овательно, любая ощ:>еделенная на двумерной 
сфере функция f(f1) такая, чm f(ii) + f( -ii) = 1, удовлетворяет условиям 
теоремы Глизона, а таких функций существует много. Но в трех измерени

ях может быть больше альтернативных способов разбиения единицы, так 

что пре;(положсния Г:rи:зона гораздо си.:1ьнее. Мы не приво;~им здесь дока

зательства теоремы. (Д."IЯ обсуждения см. книту Переса, стр. 190)1• 

2.3.4. Эводюции оператора пдотностн 

До сих пор мы пе обсуждали эноJJюцию во времени сметанных сос"Iuя
ний. В с.·тучае бинарной системы, подчиняющейся обычным аксиомам клан

товой теории, прелположим, что се гамилыони ан н. llpOC11Jaircтi\C 1-{ А !5!J 7-{.8 
имеетвид 

(2.75) 

В ::>том прсiщоложении подсистемы ..4 и n не связаны между собой, так что 
кажл.ая из них эволюционирует независимо. Оператор эволюции комбини

ровашюй системы 

(2. 76) 

расцеШIЯется на отдельные унитарные операторы эволюции, J(ейстнуrощие 

каждый на свою систему. 

Т017Щ в шредингеровекай карпше динамики начальное чистое состоя

ние [;>(О)) лн бинарной системы, за,~анное уравнением (2.57), эво;поциони
рует как 

щс 

[1l}(t))л 13 = I:ai1,[i(t)) 4 е: il'(t))в, 
i,j.t 

[i(t)) А = V л(t)fi(O)) А> 

fl'(t))в ~ Vв(t)[Jt(O))A 

(2.77) 

(2.78) 

1А Peres, Quantum Тheory: Concept~ and Methods, Кluwer Academic Puhlisher:s, Ncw York 
et al (2002). 
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определяют новый ортогональный базис в НА и }{8 [ таккак U A(t) и U в(t) 
унитарны]. Вычисляя, как и раньше, частичный след, находим 

PA(t) = L a,~aj,.li(t))A A(j(t)l = U A(t)pA(O)U~(t). (2.79) 
i,j,IJ, 

Таким образом, U А ( t) определяет эвотоцию матрицы плотности. 
В частности, в базисе, в коrором РА (О) диагональна, имеем 

(2.80) 
а 

Уравнение (2.80) говорит о том, что эволюция РА полностью согласуется 
с интерпретацией ансамбля. Эвоmоция во времеяи каждого сос·Iояния в ан~ 

самбде управляется оператором U А (t). Если состояние I·Ф. (О)) А с вероят
ностьюРа возникает н момент времени t =О, 10 с той же вероятностьюРа 

сосrояние IФ.(t)) А возникаст в последующий момент времспи t. 
С друтой стороны, должно быть ясным, что уравнение (2.80) снравед

ливо только в предположении о том, что снетемы А и В динамически не 
сшпаны между собой. Ниже мы исследуем, как эволюционирует матрица 
плотности при более общих условиях. 

2.4. РаЗJJожение Шмидта 

Чисrое двухкубитовое состояние может быть представлено в стандарт

ной форме (разложение Шмидта), mторая час-rо оказывается полезной. 

Чтобы прийти к этой форме, заметим, что произвольвый вектор из 

1i А ® 1i в может бъm, раздожен как 

(2.81) 
i,p 

Здесь {li) "}и {IJ.L) в}- ортогональные базисы в НА и Н в соответственно. 
Чтобы получить второе равенсrво в (2.81), мы ноложили по определению 

li) в = L а,,. IJ.L) в· 

" 
(2.82) 

Заметим, что векторы li) в не обязаны быть взаимно ортоrональнrО>JМи или 
нормированньr,\fи. 
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Предположим теперь, что { 1 i) А} - базис, в котором р А диагональна 

(2.83) 

Мы можем также вычислить р А' RЫполняя операцию взятия частичного 
следа 

Рл ~ trв (IФ) АВ Ав<ФI) ~ 

~trв (Lii)AA(jl®li)ввGI) = LвGii)в(li)AA(jl). (2.84) 
ij ij 

Последнее равенство в (2.84) получено с учетом того, что 

k 

-~ LвGik)вв(k!t)в ~ вGii)в, (2.85) 
k 

где {ik) в}-· ортанормированный базис в Н в- Сравнивая уравнения (2.83) 
и (2.84), мы видим, что 

(2.86) 

Слеловательно, в конце концов оказалось, что {li) в} взаимна артогональ
иы. Соответствующим изменением масштаба мы получаем ортанормиро
ванные векторы 

li') в ~ p;-'12 li) в (2.87) 

[мы можем полагать р; fo О, поскольку уравнение (2.87) необходимо только 
для фигурирующих в сумме (2.83) слагаемых] и, следовательно, разложение 

IФ) АВ = L #,li) Ali') в (2.88) 

в специальных ортанормированных базисах в 'Н. л и 1iв. 

Уравнение (2.88) представляет собой разложение Шмидта чистого 
двухкубитового состояния IФ) Ав 1. Любое чистое двухкубитовое состояние 
может быть представлено в этой форме, но, естественно, используемые при 

1 Р33Ложение lllмидта было получено задошо до поивлении кванювоit механики: 
Е. Schmidt, Zur lheorie der linearr:n and nichtlinearen integra/gleichungen, МаtЬ. Annalen, 63, 
433-476 (1906).- Прим. ред. 
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'лом базисы зависят от разлагаемого сос1uяния. В общем случае мы не мо

жем одновременно разложить IФ) АВ и 1'1') АВ Е Н.1 0 1iв в ви,~с (2.88), 
исполr,зуя де~я этого одни и те же ортонормированные бащсы в 1i А и 1i в. 

Используя уравнение (2.88), мы можем также вычислить частичный 
след ПО 1f А И ПОЛ)"ШТЬ 

Рв =trA(IФ)AвAв(>PI) = LР;Ii')ввИ (2.89) 
i 

Мы ви;щм, что р л и р в имеют одинаковые иенулевые собственные числа. 
Конечно, при зтом совсем не обя:штслыю, чтобы 'НА и 'Н в имели одина
ковые размерности, так ч1о количество нулевых собственных значений РА 

и Рп может раз.аичаться. 

Ес;ш РА (и, следовательно, Рв) не имеет других вырожденных соб
ственных значений, кроме нулевых, тогда разложение Шмидта состояния 

111>) л в сущестнспно одно1начно определяется матрицами плотности р А 
и Рв· Мы можем ;~иаптали~ювать р_4 и Рв• чтобы найти векторы li) А 
и li') в· Пос.1е зтоru мы объединим в пары собственные состояния Рл и р 13 , 
отвечающие одинаконым собственным значениям, чтобы по:1учить (2.Х8). 

Мы выбра.rш фазы наших базисных сосп)япий так, чтобы они не но:шика

ли в коэффициентах в суммах; сохранилась :Iишь свобода переопределе

ния векrоров /i) л и /i') R нутем умножения их на противоположные фазы 
(что, конечно, оставляет неизменным выражение (2.88)). 

По сели р А имеет вырожденные нсну;[свые собственные значения, то

Г..lа нам необхщщмо больше информации, чем та, которая позnолила О1Jрс

де.;шть разложение Шмидта состояния I'Ф) АВ поРА и Рв; тшм 11ужно знать, 
какое состояние li') 8 объединяется в пару с li) А- Например, ссJш НА и 1-lв 
N-мерны, а UiJ ·· нроизволышя унитарная .ГV х .!У-матрица, то 

N 

11>).4в ~ ~ ,~1 li)AUiJij')л (2.90) 

бу;J.Ст ;щвать р А = Рв .....:. ~ 1 после вычисдсния нщщиа.;тьных частичных 
следов. Более того, мы можем вытюлнить олповременно унитарные преоб

ра:JОвания в 1i А и 1-l в: 

11;) Ав= ~ L li)Aii') в~ }м LV:11j) .,V,klk') п; 
~ tJk 

(2.91) 

это сохраняет состояние IФ) АВ• но иллюстрирует имеющуюся :щесь 
пеоднозначностr, базиса, используемого в разложении Шмидта состоя

ния IФ)Ав· 
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2.4.1. Запуташ10сть 

Каждому чистому двухкубитовому сосшяиию 11/1} Ав можпо сопоста
вить положительное целое число, число Шмидта, предста:вляющее собой 

количество иенулевых собственных значений Рл (или р8 ) и. следоватень
но, -число сдагасмых в разложении IПмидта состояния I'Ф) АВ. С nомощью 
этой величины мы можем определить, ч1u значит бы1ъ запутанным дня 

чистого двухкубитовоiо состояния: IФ) АВ запутано (или несепарабелъно) 
если его число Uiмидта бо.JIЬшс е.:щницы; в противном случае оно сепара

бе'l.ьно (или не занутаrю). Таким образом, сепарабслыJОе чистое состояние 
двух кубитов представляет собой прямое нроизведение чистых состояний 

ИЗ '!i А И '!i В; 11/1} АВ -·1'1'} .4 @ IX) В ; (2.92) 

тогда и приведеиные "атрицы шютности р А = lc;) А л (pl, Рв ~ lx} в в (xl 
яв;шются чистыми. Любое сос·юяние, ко·юрое не может быть нре11.стаплено 

в виде такоm прямого произвс)(СНИЯ, яв:тястся запутанны~; тогда Рл и Рв 

представляют собой смешаннЬiс состояния. 

Одна из наших главных целей этого семсс··гра - лучше 1ЮFIЯ1Ъ смысj1 

.зануталтюсти. Иногда не совсем строго и корректно ruворят, что подси

стемы А и В не корре"Iированы, сели состояние 1~') л 8 - сепарабельно; в 
кон не концов, два снипа н сенарабельном состоянии 

1 Т)лl Т)в, (2.93) 
несомненно, коррелированы ·- оба они ориентированы в одном направле

нии. Однако характер корре:uщий между А и Н в запутанном и сепарабель
ном состояниях раз.mrчен. Ве}Юятно, решающим различием является ro, что 
3аnутанность Ш!.'lОКальна. Единстиснным способом заnутать А и В являет
ся ддя .1\Вух подсистем их непосредственное взаимодействие друг с другом. 

Мы можем ttриготовить состояние (2.93). не приводя снины А и В 
в контакт дру1· с друюм. Нам нужно только послать сообщение (классиче

ское!) двум ассистентам (Алисе и Бобу1 ), чшбы оба они приютовштн спин 
в состоянии, ориентированном вдоль оси z. Но едиственным способом пре
вратитъ (2.93) в запутанное состояние, типа 

(2.94) 

яв;mется применение к нему кшиtективного унитарншо преобразования. 

докальные унитарные преобразоиания вида U А® U в и выполненные Али
сой и Бобом лока.'IЬные измерения не _.\шгут увеличить число Пlмидта 

1 AJПJca и Боб (А и В) традиuионные персонажн теории квантовой .ннформации. -
1/ри.м. ред. 
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двухкубитового состояния, независимо от roro, как дomu Алиса и Боб об
суждали свои действия. Чтобы запутаТh два кубита, мы должны собрать их 

вместе и позволить им взаимодействовать. 

Как мы обсудим позже, можно также определиТ~> различие между за
путюшым и сепарабельным двухкубитовыми смешаппы.ми состояниями. 

Мы также обсудим различные способы, которыми локальные операции мо
гут модифицировать форму запутанности, а также некоторые возможности 
использования запутанности. 

2.5. Неоднозначность интерпретации ансамблей 

2.5.1. Выпуклость 

Напомним, что оператор р, действующий в гильбертоном простран

стве 1-l, может рассматриваться как оператор плотности, есди он об.Jiадает 
тремя свойствами: 

(l) р самосопряжен; 

(2) р неотрицателен; 

(3) tr(p) ~ 1. 

Отсюда непосредственно следует, что из двух данных матриц плотно
сти р1 и р2 мы всегда можем построить друтую матрицу ruютности как 
выпуклую линейную комбинацию: при любом вещественном Л, удОJL'lетво

ряющемО (Л~ 1, 
р(Л) = Лр1 + (1 - Л)р2 (2.95) 

nредставляет собой матрицу плоnюсти. Легко вид=, что р( Л) удовлетво

ряет свойствам (1) и (3), еслиими обладают р 1 и р2 . Чтобы проверить (2), 
вычислим 

(2.96) 

неотрицательность р(Л) обеспечивается тем, что таковыми являются р1 
и р2 . Таким образом, мы показали, что в гильбертовам пространстве Н раз
мерности N онсраторы плотиости образуют выпуклое подмЖJжество ве
щественного векторного прос1ранства эрмитовых N х N -ма1риц. (Подмно
жество векторного пространства называется выпуклым, сс-тн оно содержит 

01резкн прямых линий, соединяющие любые две его точки.) 
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Большинство операwров 1шотности моrут быть многими различными 

способами представлены в виде сумм других операторов плотности. В э10м 

отношении чистые состояния занимают особое подожение - невозможно 
выразить чистое состояние как выпукпую сумму двух других чистых со

стояний. Рассмотрим чисrое сосrояние р = I.P) (ФI; пусть I.P.L) обозначает 
вектор, ортогональный IФ). (1/>1 11/>) =О. Предположим, что р можно разло
жить, как в уравнении (2.95); тогда 

(Ф _~_IPIФ _~_) =о~ .\(ф J IP!IФ .J + (1- .\)(ф _L IР21Ф _~_). (2.97) 
Так как правая часть яВJIЯется суммой двух неотрицатедьных слагаемых, 

оба они должны быть одновременно равны нулю. Если .\ не нуль и не еди
ница, то отсюда следУет, что р 1 и р2·ортогональны IФ _~_).Но поскольку IФ _~_) 
может бьпъ тобым вектором, ортогональным I·Ф). мы приходим к выводУ, 

чrо Р1 = Р2 = Р· 
Векrоры выпуклого множества, которые не могут быть представдевы 

в виде линейной комбинации других векторов зто го множества, назьmаются 

крайними точками множества. Мы только чrо пока..1али, чrо чистые состоя

ния являются крайними точками множества матриц ruютнocrn. Более того, 

только чистые состояния ЯВJIЯются крайними, поскольку любое смешанное 

состояние может быть записано как р -- I;p,li)(il в базисе, в кот1Jром оно 
i 

диаrоnалъно, что ЯRЛяется выпукпой суммой чистых состояний. 

Мы уже встречались с этой струюурой в обсуждении частного случая 

сферы Блоха. Мы говорИJiи, ч·rо операторы плотности заполняют ( едюшч
пый) шар в трехмерном множестве зрмптовых 2 х 2-матриц с единичным 
следом. Шар является выпукдым, а его крайними wчками являются то<nш 
на поверхности. Аналогично, N х N -операторы плотности образуют выпук
лое подмножество (N2 - 1)-мерного множества эрмитовых N х N-матриц 
с единичным следом, крайними точками коrорого являюrся чистые состоя

ния. 

Однако в одном отношении 2 х 2-случай нетнпичен: при N > 2 wчки 
на границе множества матриц плоnюсти не обязательно являются чистыми 
состояниями. Граиину множества образуют все матрицы плотности, име
ющие хотя бы одно нулевое собственное значение (поскольку существу

ют сколь угодно близкие к ним матрИI\Ы с отрицательными собственными 

значениями). Такая матрица ruютностп при N > 2 не яВJIЯется чистой, по
скольку число ее ненулевых собственных чисел может превЫ111ать единицу. 

2.5.2. Приготомение ансамбля 

13ыпуклость множества матриц шютности имеет простую, проясняю

шую суть дела, физическую интерпретацию. Допустим, что ассистент со-
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r;raccн нрИiuтонить одно из двух возможных состояний; состояние р1 го

товится с пероятносiъю ..\., а состояние р2 -- с вероятностью 1 - Л. (Мож
но воспОJIЬ.1оватъся генератором случайных чисеd, чтобы осуществит•~ этот 

выбор.) Чrобы ВЫЧИСJIИТЬ ожидаемое зиачеиис любой наблюдаемой М, 
мы усредняем се по обоим выборам пригоrовления, а результат квантового 
измерения сеть 

(М) = Л(М) 1 + (1- Л)(М) 2 = 

= Л tr(Mp1) 1· (1 -Л) tr(Mp2) = 

= tr(Mp(Л)). (2.98) 

Таким образом, вес ожидаемые значения не отличимы от тех, что мы !Юлу

чили бы, если бы вмссrо этого было нриrv·юн.нено состояние р(Л) Таким 
обра.1ом, мы имеем олерапионную процедуру, данные методы приготов:те
ния состояний р1 и р2 д.ilЯ приготовления произвольной выпуклой ко~би
нации. 

Действительно, д.i1Я moбo1u смешанною состояния р существует бес
конечное множеспю с11особои e1u 11ре;'~став.Iе1ШЯ в виде выnуклой комби
нации друrих сосwяний и, следовательно, бесконечное разнообразие про
педур, которые мы MOIJJИ бы нримснить для приготовления р. И каж.цая из 

зтих процедур ведет к одним и тем же следствиям для ;ообой мыслимой 

наблюдаемой рассмюринасмой системы. По чисrое сосrояние совсем дру
гое - оно может быть пригоrовдено одним единственным способом. (То 
ш .. ··п) оно «чкстос» относительно чистых состояний.) Каждое чистое сос·luя
пие яв:rяется собственным состоянием пекоторой наtilЮЛ:аемой, например, 

для сосrояния р = 11/;) (11:1 измерение проекции Е = IФ) (1/11 гарантирует 
резу,;тьтат 1. (В качестве примера вспомним~ что каждое чистое сос·юянис 
однОго кубита представляет собой состояние типа «спин вверх» вдоль иско
торой оси). Поскольку р является состоянием, шm которого резу.Тhтат из
мерения Е со 100% вероятносп~ю равен е;~ипице, нет никакой возможно
сти воспроизвести зrо наблюдаемое свойство, выбирая один и~~ несколь
ких возможных способов etu приготовнения. Таким образом, приютовлс
ние чистого состояния совершешю однозначно (мы можем установит1) ::.тот 

единственный способ его пригоrовления, если имеем множество копий со
стояния, чтобы позкспериментировать с ними), тоrда как в приготовлснии 
смешанного состояния всегда возможны нарианты. 

Как велика :эта пеоднозначность? Так как любое р можно предста
Rить в ви;з;е суммы чистых сосwяпий, за,•(ержи:м наше внимание на с:1е.1у

ющсм вонросс: наскоJJЫ<О большим чис.юм снособов может быть представ-
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пен оператор шютности как выпуклая сумма чистых состояний? Математи

чески зтот вопрос звучит так: насколько большим числом способов можно 

записать р в виде суммы крайних состояний? 
В качестве nервого примера рассмотрим «максима.i'IЬНО смешанное» 

состояние одного кубита: 

(2.99) 

Такое состояние дсйстщt:тельно может быть приготовлено бесконечнЬiм 
{шелом снособо!! как ансамбль чистых состояний. Например. 

(2.100) 

такое р мы получим, если припповим состояния или 1 j ,), или llz), появ
ля:ющисся с нсроятностью 1 каждое. Но также мы имеем 

(2.101) 

r-акос р мы rюлу•rнм, ес;rи приrотовим сосюяния и;ш 1 j х), или llx), uо
являющисся с верuятJЮС'JЪЮ 4 каждое. Эта нроцсдура приrотовления, бес
спорно, другая. Тем не менее, наб;подая за одним спином, разницу между 
ними обнаружить невозможно. 

И вообще, центральная точка шара Блоха является суммой mобых двух 
диаме1рально противоноложных точек на сфере. поэтому, прИL'О1uвив или 

1 1 л), или llл), появляющиеся с вероятностью~ каждое, мы тем самым 

приготовим состояние р = ~ 1. 

Раз.;ш.чные способы приrоrовления риз ансамбля взаимно ортогиналь~ 
иых чистых состояний существуют IOJJЬКO тогда, когда р имеет два (или 

более) вырожяеппых собственных значения. Однако у нас нет серьезных 
оснований ограничивать наше внимание зтими ансамблях. Мы можем рас

смотреть точку внутри шара Блоха 

, 1 ~ 
р(Р) = 2 ( 1 + Р . а) (2.102) 

с О < jPj < 1; это состояние таюке можно выразить как 

(2.1 03) 
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ес;ш Р = Лn1 + ( 1 - Л)n2 (или, другими сдовами, f3 i!ежит ще-пибудь иа 
отрезке нрямой, соединяющей точки сферы i>,1 и n2). Очевидно, что для 

любопJ Р существует такое рещение, связанное с ;rюбой хордой сферы, 
проходящей через точку Р; все такие хорды образуют двухпараметрическое 
семейство. 

Эта высокая степень неоднозначности приготоn.пения смешанного 

квакrовоrо состояния явJiяется одной из характерных особешюстей кванто
вой информации, коrорая резко контрастирует с классическими вероятност

ными распре11елениями. Рассмотрим в качестве примера распределение ве

роятностей одного классического бита. С.,'уществует 11ва крайних распреде

ления таких, в которых О или 1 возникают со 100% вероятностью. Любое 
распределение вероятностей для бита явоmется выпуклой суммой этих 11вух 

крайних точек. Аналогично, если имеется N возможных состояний, то су
ществует N крайних распределений, а любое распределение вероятностей 
имеет единственное разложение по этим крайним распределениям (выпук
;юе множество распределений вероятностей образует си,wплекс) . .L:сли О по
является с вероятностью 21%, 1 -· с вероятностью ЗЗ%, а 2 - с вероятно
стыо 16%, то существует единственная нроцедура нршотовления, которая 
дает э·ю распределение вероятностей! 

2.5.3. Быстрее света? 

Вернемся теnерь к нашей ранней точке зрения -·· смешанное состоя
ние системы А возникает вследствие запутывания А с системой В - что
бы про!f.олжить рассмотрение последствий неоднозначности приготовлсния 

смешанных состояний. Если кубит имеет ма·rрицу тшоnюсти 

(2.104) 

зта матрица IIЛотности могла бы возникнуть в резу;п,татс запутьшания двух

кубитового чистою состояния IФI АВ• представимого в виде разложения 
Шмидта: 

(2.105) 

Следовательно, интерпретация ансамб.:IЯ Рл· в котором пригоrовлено или 

состояние 1 i z) А• или состояние 1 lz) А (каждое с вероятностью р = 1/2), 
может быть реализована выполнением измерения кубиrа В. Мы измеря

ем кубит В в базисе {1 iz)в, 1 lz)в}; если получается результат 1 Тz)в, 
то приготовлсно состояние 1 Т z) А• если же получается результат 1 lz) В• 
то приготовлено 11,) л-



2.5. НЕОЛ:НОЗНЛЧНОСТЬ ИНТЕРПРЕТАЦИИ АНСАМБЛЕЙ 79 

Но, как уже отмечалось, в этом случае базис Шмидта не единстве

нен, поскольку Рл имеет :вырожденные собстпепные значения. Мы можем 
одновременно применять унитарные преобразования к кубнтам А и В ( ес
ли мы применяем U к А. то к В мы должны примелить U*}, не меняя 
при этом двухкубитовое чистое состояние IФ) Ав· Следовательно, для лю
бого единичного трехмерного векrора n сосюяние IФ) Ав имеет разложение 
Шмидта вида 

(2.106) 

Отсюда видно, что, измеряя кубит R в подходящем базисе, мы можем реа
лизовать любую интерпретацию р А J(З.К ансамбля двух чистых состояний. 

Вдумчивые студенты после знакомства с .зтим свойством иногда за

гораются идеей предложить механизм сверхсветовой системы связи. Гото

вится много копий состояния IФ) АВ. Алиса забирает кубиты А с собой 
на туманность Андромеды, а Боб оставляет все кубнты В на Земле. КоJДа 

Боб хочет поедать Алисе однобитовое сообщение, он выбирает, измерить 
ли ему о-1 или о-3 на всех своих спинах, приготовив таким образом спины 

Алисы в одном из двух ансамблей: {11 ,} А• llx} А} или {1 Т z} А• llz} А} 1 
Чтобы прочитать сообщение, Аоиса сразу вслед за этим измеряет свои спи
ны, чтобы увидеть. какой ансамбдь бьш нриготовлен. 

Но ещ.е более вдумчивые студенты (или с1уденты, слышавшие преды
дущую лекн.ию) мoryr разглядеть изъян в этой схеме. Несмотря на то, что 

оба метода приготов.1ения несомненно различны. оба ансамбля описыва
ются в точности одной и той же матрицей плотиости р А- Таким образом, 

Алиса не может сделать никакого мыслимого измерения, чтобы различить 

эти два ансамбля~ и нет возможности сообщить ей, ка:кое действие совер
шил Боб. Сообщение <<нечитабельио». 

Почему тогда мы так уверенно утверждаем, чш <<оба метода приго

товлсния несомненно ра.wичны>>? Чтобы развеять любые сомнения относи
тельно этого, представим~ что Боб: (1) измеряетвсе свои спины вдоль оси Х 
или (2) измеряет все свои спины вдоль оси z, а затем вызывает Алису по 
межгалактическому телефону. Оп 1te говорит Алисе, какое измерение он 
выпоmшл, ( 1) или (2), но сообщает ей все их результаты: <шервый спин 
направлен вверх, второй ~ вниз>> и т. д .. Теперь Алиса выполняет изме
рения (1) или (2) со своими спинами. Если они оба измеряли вдоль одной 
и той же оси, то Алиса обнаружит, что каждый из резулътюов ее измерений 
согласуется с тем, что нашел Боб. Но если А.··IИса и Боб выпоJШЯЛи измере

ния вдоль разных (ортогональных) осей, ro Аrшса ne обнаружит никаких 
1 в этом случае u вещественно, поэтому u = u·' а n ::- ft'. 
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корреляций мсж;_~у их резу.~ьтатами. Примерно воловина рсзуJiьта·mв ее из

мерений будет согласоваться с результатами Боба, примерно половина -
противорсчюъ им. Если Боб обещает выполнить (!) или (2) и нрсдпола
l'астся отсутствие ошибок в принповлении ИJ1и измерении, тогда А1иса 

бу)\СТ знать, что их действия были различными (11ажс ecJLИ Боб ие сообщал 
ей этой ииформш1иИ), сразу, как только результат одноtо из ее измерений 

вступит н противоречие с тем, что нашел Боб. Если же резу.1:ьтаты всех их 
измерений с01ласуются, топщ, есJШ было проведено достаточно много из
мерений, с очень высоким уровнем значимости Алиса бу;tст считать, что 

она и Боб выполняли измерения вдоль одной и той же оси. (Даже с учетом 
возможных ошибок измерения этот статистический тест будет оставать

ся надежным, если частота появлении отибок достаточно низка). Таким 

образом, Алиса имеет возможность разJШчить ;ща использованных IJобом 

метода приготовления, однако в этом случае лет сверхсветовой связи, по· 

скольку прежде чем Алиса смог:па выполнить сиою проверку, ею получен 

телефонный вызов от Боба. 

2.5.4. Кваитовое удаление (информации) 

Мы говорили, что матрица плотности РА _;:__ ~ 1 А описывает спин 
в не~огереитиой суперпозиции чистых сос-юяний 11 zl А и 1 lz) л- Оно от
личимо от когерентной суперпозиции этих состояний, такой как 

(2.1 07) 

в этом случае относительная фаза двух состояний имеет наблюдаемые след
ствия (о11шчает 11 х) от llx) ). В случае некогерентной суперпозиции отно
сительная фаза полностью ненаблюдаема. Суперпозиция становится неко

J'Срентной, есJШ спин А запутr.шается с другим енинам В, недос·1уiшым д.пя 
набшодения. 

С эвристической точки зрения сос-юяния 1 1,) А и 1 lz) А могут ин
терферировать (может быть наблюi\асмой относительпая фаза этих состо
яний) только тогда, ког11.а мы не имеем информации о том, находится ли 

СПИН В СОСТОЯНИИ 1 \ 2 ) А ИЛИ В СОСТОЯНИИ 1 1.) А- Даже более ТОГО, интер-
ференЦИЯ может набmодаться только тогда, когда в принципс нет никакой 

BOЗМOJICJIOCmU ОПредеJШТЬ, НахОДИТСЯ ЛИ СПИН В СОСТОЯНИИ вверх И.IИ ВНИЗ 

вдоль оси i. Запутывание спина А со спином R разрушает интерференцию 
(по причине декогерентuзацuи А), поскольку у нас пояrutяется нринципи
альная возможность определит1>, нахо,:щтся ли сnин А и состоянии ниерх 

юш вниз вдоль оси Z, выполняя соответствующее измерение спина В. 
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Но сейчас мы увидим, что утверждение о том, что запутывание яв
ляется причиной декогерентизации, требует оговорки. Допустим, что Боб 

измеряет спин В вдоль оси 5;, получая в качестве результата или 1 i ,) В• 
юи 1 lx) 8 , и посылает результат своего измерения Алисе. Теперь спин 
Алисы нахо;~ится в чистом состоянии (или в 1 t х) А• или в llx) л), а факти
чески в когерентной супернозиции 1 1 z) А и ll,) А- Мы сумели восстановить 
чистоrу состояния спин;а Алисы, прежде чем ее скрьшо облако декогерен

тизации! 

Предположим, что Боб позволил своему спину пройти через прибор 

Штерна-Гер.1аха, ориентированный вдоль оси Z. Ну, конечно, спин Али
сы не может вести себя, как в состоянии когерентной суперпозиции 1 t ,) А 
И 1 l,) А; всего ЛИШЬ проследив за тем, ПО какому пути прошел его СПИН, 
Боб будет знать, ориентирован ли с1шн Алисы вверх или вниз вдоль оси Z. 
Но допустим, что Боб не производит наб.110дений. Вместо этого он вновь 
тщательно фокусирует два пучка, не делая никакой записи о том, вверх 

и.;ти вниз переместидея его спин, пос.1е чего позво.'Iяет пройти спину че

рез в-юрой прибор Штсрна-Гер:rаха, ориентированный вдоль оси 5;_ На 
этот раз он произволит наблюдение и сообщает Алисе результат своего 

и:Jмсрения u 1 • Теперь коrсренпюст1) состояния спина Алисы посстанов

лена! 

Эта ситуация была названа квантовы"tt ластиком. Запутывание двух 

CltИIIOI\ со:J;щст «си1уацию измерения», в котором теряется :когерент

ность 1 t z) А и 1 1,) _4 , вследствие чего, наблюдая за спином В, мы можем 
выясmпь, ориентирован снин А вверх или ппиз вдоль оси Z. Но когда мы 
(всле11 за этим) измеряем снин В вдоль оси 5;, зта информания «стираетСЯ>>. 
Ни результат 1 i х) в• ни 11,) n ~ничего не сообщают нам о том, ориенти
рован ли спин А вверх ILnt вниз вдоль оси Z, поскольку Боб не позаботился 
сохранить информанию «какой путы>, что можно бьmо сделать, наблюдая 

за лвиженнсм спина в первом приборе Штерна - Герпаха1 Следоватсщ.по, 
/J)IЯ спина А вновь возможно поведение типа когерентной суперпозиции 

1 i z) А и llz) А (и это после того, как АJшса у:щает о результате Боба). 
Мы можем ;·1учше понять квантовый ластик с точки зрения анса,\1бля. 

А:шса имеет множество спинов, выбранных из ансамбля РА. = ~ 1 А' и у нее 
нет возможности наблюдать интерференцию между Состояпиями 1 1 z) А 
и 1 1;J А' Когда Боб выJюнняет свое измерение вдоль оси i:, реа.1изуется 
конкретно приюшш1енный ансамбль. Однако это не дает эффекта, который 

может почувствонать Алиса, -- сосrояние ее спинов, как u пре:жде, описы-

1 Часто говорят, что бы::~а стерта «welcht:r wеg>)-информация, поскольку по-пемецки это 
·щучи1 бо.1ее изысканно [«v.·clcher weg)) (пем.)- ('какой пуrы> (перев.)]. 
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вается ансамблем р А = ~ 1 А- Но когда Алиса получаст телефонное сооб
щение от Боба, она может отобрать субансамбль из тех своих спинов, кою

рые находятся в чис1ом состоянии 1 i х) А- Сообщенная Бобом информщия 
позволяет Алисе отделить чистые состояния от максимально смешанных. 

Другой намек на квантовый ластик иногда называют отложенным вы
бором. Это значит, что описанная нами ситуация в действительности полно
стью симметрична относительно Алисы и Боба, то есть невозможно опре

делить, кто первым произвел измерение. (Действительно, ес."IИ измерения 

Алисы и Боба являются событнями, разделенными пространственно-подоб

ным интервалом, то их следованис друг за другом во времени неинвариант

но, оно зависит от системы отсчета, используемой набтодателем.) ЛJШса 
могла бы измерить все свои спины сегодня (сЮ!жем, вдоль оси х), прежде 

чем Боб решит, КI!К он будет измерять свои спины. На следующей неделе 

Боб решает <<пригоювюЪ» спины Алисы в состояниях 1 i п.) А и llп) А (зш 
и есть «отложенный выбор»). После этого он сообщает Алисе о том, какие 

спины были в состоянии 1 i п) А• а она может проконтролировать запись его 
измерения, чтобы убедитьс•, что 

(2.1 08) 

Результат будет один и тот же независи..'ю от того, «nриготовruш Боб спины 
до или после измерения Алисы. 

Мы утверждали, что матриr\а rшотности представл.ет полное физиче

ское описание подсистемы А, поскольку она характеризует все возможные 
измерения, которые на ней могут быть выполнены. Иногда разлаклея воз

раженпо 1, чю явление квантового ластика демонстрирует обратное. Так КI!К 
полученная от Боба информация даст Алисе возможность извлечь чисюе 

состояние из смеси, то как можно утверждать, что в р л закодировано все, 

что А,1иса может узнать об А? 

Я не считаю это правильным выводом. Скорее я хочу ска.1атъ, что кван

товый ластик предоставляет еще одну возможность повторить наше закли

нание: <<Информация материальна>>. Состояние р А системы А и состоя
ние Рл· доnолненное информацией, полученной Алисой от Боба, не олно 
и то же. Эта информация (которая снабжает метками субансамбли) изменя
ет фИЗ}tческое описание. Чтобы выразить это математически, мы должны 

вкточить в наше оШiсание {(Знание Алисы о состоянии». Ансамбль спинов, 

о котором Алиса не имеет информании, вверх или вниз направлен Кl!ждый 

1 Например, в книrе: Roger Penrose, Shadaws of the Mind. А Searcl1 for the Mi.ssing Scieпce 
ofConsriousness, Oxford University Press, New York et al, 1994; перевод Роджер Пенроу:~, Тени 
разум.а. В поисках науки о СО8нанuи. МосkВа· ·Ижевск: ИКИ (2003) 



2.5. НЕОДНОЗВАЧНОСТЬ ИНТЕРПРЕТАЦИИ АНСАМБЛЕЙ 83 

спин, предста:в,;1Яет собой другое состояние, нежели ансамбль, в ко1ором 

Алисе известно состояние каждого спина 1• 

2.5.5. Теорема ЖХЙВ 

До сих пор мы рассматривали квантовый ластик только в связи с оди~ 

ночным кубитом, описываемым ансамблем равновероятных. взаимно орrо-

гональных сосrояний (rо_есть Рл = ~1_4). Эю обсуждение можно суще
ственно обобщить. 

Мы уже видели, что смешанное сосюяние любой квантовой системы 
можно бесконечным числом различных способов реализовать как ансамбль 
чистых состояний. Рассмотрим одну ·rакую реализацию для матрицы плот

ности Рл 

l::P; = 1. (2.109) 

З11есь нее состояния {I'P;} л} явпяются нормироианными, но не обязательно 
взаимно ортогональными векторами. Тем не менее_р А можно понимать как 

ансамбль, в котором каждое чистое состояние I'P;} _1 А ('Р; 1 возникает с ве
роятностью Pi. 

Конечно, для любого такого р А мы можем построить его «очищение>>, 
двухкубитовое чистое сосюяиис IФ 1} АВ, коюрое дает р л при вычислении 
частичного сдеда в пространстве 'Н. в. Такое очищение имеет вид 

где векторы laJ в Е 1tв взаимно ортогональиы и нормированы: 

в(а,lаJ}в = д,J. 

Очевидно, что 

(2.110) 

(2.111) 

(2.112) 

Более того, мы можем представиn. выпоm1ение ортогонального измерения 

в системе В, проецирующее на базис la,} в-' С вероятностью Р; получит
ся результат la;} в и ириготовит чистое состояние I'P;) А А ('1',1 системы А. 

1 Это «знание состоянию~ не должно бъпь дейсrвительно состоя:нием: человечесхоrо разу
ма; f\ОСТаточпой будет любая (неодушевленнаJI) запись, помечающая субаясамбль. 

2 Пространство 'Нв может быть и не патхкуrым: на векrоры lai}B, однако в состоя
нии IФ1 ) АВ никогда не пшrвтпотся результаты измерения, орrоrональные Bct:M lai) н· 
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Таким обрюом, 1\JlЯ данного очищения IФ 1 ) АВ сосrояния р_. сущест•уст 
такое И3мерение в системе В, при выполнении I<Oтoporo реа.;ш.зуется со

стояние IP;) А ансамбля р_4 . По известному результату измерения в В мы 
успешно выдеш1..1и одно из чистых состояний I'P;} А смеси р л-

То;rько что описанное представляет собой обобщение нроцедуры нри

•отошrения состояния 1 r ,) л путем измерения спина в вдоль оси i (в на
шем обсуждении двух запутанных кубитов). По чтобы обобщить поняrие 

квантового Jiастика, мы хотим видеть, что, выпо.:шяя разные и.1мсрения 

В в состоянии jФ 1 )Ав• можно реализоватьра._шые ИJIТСрпрстаr~ии ансам
бля р л- Пусть 

(2.113) 
~ 

другая реализация той же самой матрицы rшотности р А как ансамбля 

чистых состояний. Для этого ансамбля тоже существует соответствующее 
очищение 

IФ2)лп = L Jч;;-1•/,~)Aii>',Jв, (2.114) 
~ 

где внов1. {11~)} - ортонор>шровашще векторы из 1t13 . Итак, в состоя

нии JФ2 ) АВ мы можем реализовать ансамбль, иьшолюнJ в 'Нп измерение, 

нроецируюrнсе на базис {11~") н}. 
Как связаны состояния IФ 1 } АН и IФ2 ) лв? Фактически мы можем лс•ко 

пока.1ать, ч10 

(2.115) 

два состояния отличаются унитарным изменением базиса, действующим 

тош.ко в 1tв, юrn 

IФI)Ав = L ,fri;:;IФ~}AI"Y~)в, (2.116) 
1' 

где 

(2.117) 

- друrой ортанормированный базис в "Н в. Итак, >.1Ы BIO!IOI, что существует 
единствешюе очищение IФ 1 ) АВ смешанного состояния р А такое что, вы
бирая измерение соответствующей наблюдаемой в системе В, мы можем 

реализовать либо [I'Pi} }-ансамбль, либо {11/,~) }-ансамбль' 
Апа..-юrично мы можем рассмотреть множество ансамблей, рсали.1у

ющllх смешанное состояние р А' rде максима.;Iьное чис.::tо чистых состо

яний, возникающих в любом из этих ансамблей, равно n. Топщ мы мо-
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же" выбрать шльбертово пространство 1t в размерности n н чистое со
стояние IФ)Ав Е НА® 1tв такое, что любой из ансамблей может быть 
реализован путем шмерения соответствующей наблюдаемой в 1t8 . В этом 

и состоит meopeJ.ta ЖХЙВ1 • Она в~:.~ражает явление кванrового ластика в его 
наибо,>ее обшей форме. 

Фактически теоре~а ЖХЙВ является почти тривиюiьным следствием 
разложения Шмидта. Оба. состояния, jФ 1 ) AR и IФ2 ) АВ> имеют разложение 
Шмидта, а поскольку при иычислении частично а> следа по В оба они дают 
одно и то же смешанное состояние р А• эти разложения должны иметь вид 

k 

IФ2)Ав ~ L Alk)Aik;)в, (2.118) 
k 

г;(е Лk - собстненвые значения, а jk) А- соответствующие им собственные 
искторырА-Но поско:~ьку {jk[) 8 } и {ik2) в}- ортонор"нрованные базисы 
в 1t в, сущсс·rвуст такое унитарное преобразование U в, 'IТО 

(2.119) 

откуда непосредственно следует уравнение (2.115). 
В ансiiмбле чистых состояний, описываемом уравнением (2.1 09), 

мы хотеJШ бы сказать, что чистые состояния I~Pi) А образуют в нем н,еКf)
герентную суперпозицию -- наблюдатель в системе А не может детекти

ровап. относитедьные фазы этих состояний. С эвристичеСk"ОЙ точки зрения 

причина тоrо, что эти состояния не могут интерферИJЮвать, состоит в том, 

что, нынолняя и системе В измерение, проецирующее на ортанормирован

ный ба.зис {ja,)8 }, н принципе мы имеем возможность обнаружить, какой 
представитель авсамбля реализовав на са ... ом дес1е. Однако проецируя вме
сто этого на базис {1--,,.) D} и нерсдавая в систему А информщию о резуль
тате и3мерения, мы можем выделить И3 ансамбля одно из чистых СОСlUЯ

ний j·ф").4 , даже если оно может быть когерентной суперпознцией состоя
ний jcp,) А· В сущности, измерение В в базисе {l't,.) 8 } «стираеш <<welcher 
wеg>>-информацию (состоянием А является либо I'P,) А• .1ибо I'P,) _1). В это" 
смысле теорема ЖХЙВ характеризует обобщенный квантоиый «;сrастию>. 
Еще раз повторим мораль, что инфор.wация ,wатериальна - информация, 

полученная в системе В, поспе ее передачи в А изменяет физическое опи
сание состояния А. 

1ЖХДжВ: Жизан, Хастон, Джозса, Byrepc. 
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2.6. Резюме 

Аксиомы. Ареной квантовой механики служит гильбертово простран

ство Н. Основными предположениями являются: 

(l) Состояние представляет собой луч в 1i. 

(2) Наблюдаемая представляется самосопряжетtым операторо:м в 71.. 

(3) Измерением является ортогональная npoefЩUЯ. 

(4) Эволюция ео времени унитарна. 

Оператор плотности. Если мы ограничиваем наше внимание то.аько на ча

сти большей квантовой системы, прсююдожения (1)-{4) не въшолвя
ются. В частности, квантовое состояние описывается не лучом, а опе

ратором плотвости р, неотрицателъным опера-юром с единичным сле

дом. Оператор плотности описывает чистое состояние (состояние мо

жет быть описано лучом), если р2 ~ р; в противном случае состояние 
является смешанным. В этом состоянии набтодаемая М имеет ожида
емое значение tr(Mp). 

Кубит. Квантовая система, определенная в двумерном гиш.бертовом про

странстве, на-зывается кубuтом. Наибанее общая матрица плотвости 
кубита имеет вид 

где Р- трехJ<Омпонентвый векrор длины IPI .::; 1. В чистом состоя
нии IPI = 1. 

Разложение Шмн~та. Для шобой квантовой системы, состоящей из двух 

частей А и В (бинарная система), гилъбертово пространство являет
ся тензорным произведением 11. А ® 11. в. Для любого чистого состоя
ния IФ) АВ бинарной системы существуют ортонормированные ба-зисы 
{li)A} в НА и {li')в} в Н в такие, что 

(2.121) 

Уравнеине (2.121) па-зывается разложением fЛАtидта состояния IФ) Ав. 
В двухкубитовом чистом состоянии подсистемы А и В по отдедьносrn 

описываются операторами плотностиРА и Рв; из уравнения (2.121) 
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следуе1; чrо р А и Рв имеют одинаковые иенулевые собственные зна

чения (pi). Количество иенулевых собственных значений называется 
числом Шмидта сосrояния 11/J) АВ· Двухкубитовое чистое состояние 
на..1ывается запутанным, если его число IПмидта больше единицы. 

Ансамбли. Операторы плотности в гильбертовам пространстве образуют 

выпуклое множество, а чистые состояния представляют собой край

ние тачки этого множества. Смешанное состояние системы А может 

быть приготовлево как ансамбль чистых сосwяний многими различ
ными способами, неразличимыми экспериментально, если мы наблю

дае:м IО.лько систему А. Для тобого смешанного состояния РА си
стемы А .любое приготовление р А как анса.мбля чистых состояний, 
в нринципе можно реализова.т-ь, выполняя измерение в другой систе

ме В, с коrорой запутана система А. Фактически щm множества таких 
приготоuлений смешанного состояния р А существует единственное за

путанное состояние А и В такое, что любое из этих приготовлений 
может быть реализовано нуrем измерения соответствующей набшода

емой в В (теорема ЖХЙR). Выполняя измерение в системе В и сооб
щая его результат в систему А, мы можем выделить из смеси чисrое 

состояние, ныбранное из одного из ансамблей. 

2.7. Упражнения 

2.1. Точность воспроизведеииg вероитиостиой гипотезы. Один кубит 

(объект со спином-~) находится в неизвестном чистом состоянии 1 ф}, 
случайно выбранном из равномерно распределеиного по сфере Блоха 

ансамбля. Мы наугад считаем, что этим состоянием является IФ). Чему 
н среднем равна определяемая соотношением 

F = I(ФIФ)I 2 (2.122) 

точiюсть воспроизведения нашей гипотезы? 

2.2. Точность воспроизведения noc..'le измерения. После случайного вы
бора однокубитового чистого сосrояния, как в предыдущей задаче, мы 

выполняем измерение спина вдоль оси Z. Это измерение приготавли
вает СОС1uяние, описываемое матрицей nлотности 

(2.123) 
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(1дс Р 1 .! обозначает проекюр на сосюянне спин-вверх и;ш спин-вню 
R,~ОЛЬ ОСИ z). С KaiOJЙ R среi\НСМ ТОЧНОСТЫО 

F = (ФIРIФ) (2.124) 

эта матрица Iшотности воспроизводит началыюе состояние 11/•)? (Улуч
шение F по сравнению с ответом к нрсдыдущей задаче является гру
бой мерой 1шu, как много мы узнаем:, выполнив измерение). 

2.3. Разложение Шмидта. Для двухкубитовопJ состояния 

IФ)лв= ~li}л(~li}в+ v{ll}в) 1 

1 ~il}л ( v{1 ilв + ~ll}n) (2.125) 

1) Вычислите Рл = tг8 (1Ф)лв лв(ФI) и Рв tгА(IФ)лв _48 (ФI). 
2) Найдите ра1ложение Шмидта состояния IФ} АВ. 

2.4. Трехкубнтовое чистое состояние. С-уществует ли раЗJюжение Шмид
та нрои3вОJIЬНОП) трехкубитовшо чис·1uго состояния? То ес·Iъ сс

;ш 11fl) АВС ··· нроизвольпый вектор в Н л ® 1i8 ®Не, то можем ли 
мы найти ортшuнальные базисы { 1 i) А}, { li) в} и { li} с}, такие 'ПО 

(2.126) 

Истолкуйте ваш ответ. 

2.5. Квантовые коррелsrции в смешанном СОС'J·оянии. Рассмочшм мат
рицу цлотности !!Бух кубитов: 

(2 127) 

где 1 обозначает единичную 4 х 4-матрицу, а 

(2.128) 

Пусть мы измеряем первый спин вдош, оси n., а второй- вдоJIЬ оси ·l11, 
где ii ·т = cosB. Какова вероятность ТОl'О, что оба спина находятся 
в состоянии «спин-вверх» вдоль соот~етствующих осей? 
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Основы 11: Измерение и эволюция 

3.1. За пределами ортогональных измерений 

3.1.1. Ортогональные измерения 

Мы хотели бы исследовать свойства обобщетtых измерений, кото
рые можно реализовать в системе А, выполняя ортоп:ша.IЬныс измерения 

в большей системе. содержащей А. Но снача."Iа, следуя к...1ассической трак
rовке фон Ilеймана, кратко обсудим, как в принципс могут быть выполнены 

ортогональные измерения произвольной наблюдаемой. 

Чтобы измерить наблюдаемую М, мы модифицируем 1 амильтониап 
tlселеннuй, включая в не1 о с.вязь между этой наблюдаемой и «перемеп

ной-указателем» (<<pointer>> variaЫe), которая будет иrрать роль прибора. 
С'вязь 3а1tутывает собственные состояния наблюдаемой с раз.rrичимыми со

стояниями 11рибора, так что, <шаблюдая» за прибором, мы можем пригото
вить собствсшюе состояние наблюдаемой. 

Конечно, зто не вполне удовлетворительная модель измерения, по

скольку мы не объясниди, как можно измерить (Шеременную-указатеm.». 

Как можно видеть, позиция фон Неймана состояла в том, что в принциuе 

возможно скоррелировать состояния микроскопической J(вантовой системы 

со значениями макроскопической :классической переменной, которые, са

мо собой разумеется, мы снособны ра.з...tичать. Конечно, возможно и жела
тельно боJ:ее обстоятельное обт.яснение; мы еще вернемся к этой нроблсме 
ниже. 

'VIы можем прсдставлять себе прибор как пробиую частицу, распро

страняющуюся свободно, за исключением ее регулируемой связи с изме

ряемой квантовой системой. Нели мы намерены измерять положение этой 

пробной частицы, ro в начальном сосrоянии должен быть приrоrовлен до
статочно узкий ИОШ!ОIЮЙ пакст; но не сдишком, поскольку очень узкий вол

новой накет будет сJшшком быстро расшrываться. Ес;ш начальная ширина 
волнового вакста равна д:t:, неонределенность его скорости буll:ет иметь 
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порядок .6.-v = .6.pjm ~ hjm.6.x, так чrо, спустя время t, пакет расползется 
до ширины 

.6.x(t) = .6.х + __]'1J_, 
m.6.x 

(3.1) 

минимапьное значение которой имеет прядок [.6.x(t)J2 [.6.х] 2 ~ htjm, 
Следовательно, если эксnеримент продолжается в течение времени t, 
то раэрешенис, которшu мы можем добиться в определении конечного 

положения пробпой частицы, ограничено «стандартным квантовым преде-

_,ом»; fhi 
.6.х ~ (.6.x)sqr, ~ у ;;t- (3.2) 

Будем считать нашу нробную чаСТНJlУ достаточно тяжелой, чrобы эrо огра

ничение было несущественным. 

Гамильтониан, описывающий взаимодействие квантовой системы 

с пробной частицей, имеет вид: 

Н= Н0 + 2~ Р2 + ЛМР, (3.3) 

где Р2 /2m - гамЮIЬrоннан свободной пробной частицы (который в даль
нейшем будет игнорироваться, поскольку пробная частица насrолько тя

жела, что расimыванием се волнового пакета можно нрснсбречь), Н0 ~ 
невозмущенный гамильтониан измеряемой системы, Л ·-·· константа связи, 
которую мы можем менять по своему усмотрению. Измеряемая наблюдае

мая М связана с импульсом Р пробной частицы. 
Rсли М не коммутирует с Н0 , то нас будет беспокоить, как зта наблю

даемая изменяется в процессе измерения_ Чтобы упростить анализ, nред

положим, что ИШI [М, Н0] -= О, ИШI же измерение выполняется насто.1ь
ко быстро, что в ходе его можно препебречr, свободной эволюцией систе
мы. Тогда гамШIЬтониан (3 3) можно аштрокеимировать одним слагаемым 
Н :е ЛМР (щс, конечно же, [М, Р] =О, так какМ-наблюдаемая систе
мы, а Р - наблюдаемая пробной частицы), а оператор зволюции во време-
ни-

U(t) :е ехр [- iЛtMP], 

Разлагая в базисе! в котором наблюдаемая М диагональна 

М= L:;ia}M0 (aj, 
а 

nредставим U ( t) в виде 

U(t) "" L la} ехр [- iЛtM0P] (aj. 
а 

(34) 

(3.5) 

(3.6) 
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Вспомним теперь, что Р генерирует параллельиые переносы положения 

пробной частицы: в координатном представлении Р = -i d~, так что 

ехр( -ix0P) = ехр (- х0 _1_) и разножеиле в ряд Тейлора дает dx 

ехр( -ix0P),P(x) ~ ,Р(х- ха)- (3.7) 

Другими словами, оператор ехр( -ix0P), действуя на волновой пакет, перс
мещает его на х0 . Оrсюда видно, что если наша квантовая система начинает 

эволюцию из сулерпозицин собстве!!I!ых состоя!!I!Й оператора М, перво

начально не запутанной с пространствеиным ооmювым пакетом пробной 
частицы 11/,(х)), то по истече!!I!И времени t ее квантовое состояние звоmо
цвонирует в 

U(t) ( ~ a.la) ® I,P(x))) = ~ a.la) ® IФ(х- ЛtМ.)). (3.8) 

Теперь положение пробной частицы коррелирует со значениями набтодае
мой М. Если воmюnой пакет достаточно узок, чтобы мы моrШI разрешить 

все значения м. (что имеет место при lдxl ;S IЛtM.I), тогда всякий ра.з, 
измеряя (неважно как!) положение пробной частицы, мы будем готовить 

собстеенное состояние набпюдаемой м •. С вероятностью la.l2 мы обна
ружим, что пшюжсние пробной частицы сместилось на ведичину ЛtМа, и, 

следовательно, приготовим собстве!!I!ое состояние la) оператора М. Таким 
образом, мы приходим к выводу, что начальное состояние 1'1') квантовой 
системы проецирустся на la) с вероятностью l(al'l')l2 Это и есть модель 
ортогональною измерения фон Неймана. 

Классическим примерам служит прибор Штерна-Герлаха. Чтобы из

мерить <Тз объекта со спином-1/2, мы пропускаем eio через область неод
нородного магнитного поля 

(3.9) 

Магнитный момент объекта равен Jla, а индуцируемая магнитным полем 
связъ --

(3.10) 

В этом случае и 3 является измеряемой набтодаемой, связанной с положе
нием z, а не с импульсом пробной частицы. В этом нет ничего страшно
го, nоскольку z генерирует транс.'1Яции импульса Р z и, следовательно, эта 
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связь сообщает импулhс пробной частице. Мы можем различить, сдвинул
ся объект вверх или вниз и таким обра·юм определить спиновое состояние 
1 i z) >ЕIИ 1 LJ. Конечно, поворачивая магнит, можно измерить наблюдае
мую n. и. 

Как показало обсуждение квантовоrо ластика, одного только факта воз· 
никновения запутанною состояния (3.8) еще не достаточно для объясне
ния, почему процедура измерения готовит собственное сосmяние операто

ра М. В nринципс измерение пробной частипы могло бы спроеuиропать ее 

состояние на некоторую специфическую суперпозицию собственных состо

яний оnератора положения, и таким обра·юм приrо'lовить квантовую систе

му в суперпознции собственных состояний оператора М. Чтобы достичь 

более глубокого понимания процесса измерения, нужно объяснить, почему 

базис собственных состояний положения пробной частицы имеет особый 
стюус среди других возможных базисов. 

Если мы действитсньно можем, как это только что было онисано, свя

зать любую наб.JЮil.аС:мую с измеримой «перемепной-указателем», тогда 
мы в состоянии выполнить любую мыс.1имую ортогоналыrую проекцию 

в rШIЬбертовом пространстве. 1\ля данного набора операюров {Е"} таких, 
что 

а 

мы можем выполнить процедуру измерения, которое с вероятностыо 

Prob(a) ~ (Ф1Еа11f') 

иреобразует чистое состояние 1 ф) (1/1 1 в 

Eai~;)(,PIEa 

(ФIЕаiФ) . 

(3 11) 

(3.12) 

(3.13) 

Результаты такого измерения можно описать матрицей плотности, которая 

получается сум:миронанием всех возможных рс3улыатов {3.13) (а не вы
бором одного частного результата). взвешенных вероятностями их появле
ния (3.12). В таком случае измерение иреобразует нач;шьное чистое состо
яние в соответствии с 

(3 14) 
а 

Это ансамбль чистых состояний, описывающих резу.--тьтаты измерения. 
Он описыпает сосrояние~ в котором известно выполненное в системе из
мерение, но неизвестен его результат. Следоnателыю, юtчалыше чистое со

сrояние превращается в смешанное, .за исключением тех случаев, ко1·;щ оно 
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оказывается собственным состоянием измеряемой наблюдаемой. EcJПI же 
нача.rrьным сосrоянием перед измереiШем было смешанное состояние, опи

сываемое матрицей плотности р, тогда, представляя р как ансамбль чистых 

состояний, мы обнаружим, что в результате измерения 

(3.15) 

3.1.2. Обобщешtые измерения 

Теперь мы хотели бы обобщить поняше измсрення, выйдя за пределы 
рассмотренных фон Пейманом ортопшальных измерений. Путь, ведущий 

к идее обобщенншо измерения, сосrоит в предноложснии, что наша систе
ма А расширена до тспзорноrо нроизвс;~сния 'НА® 1-lв и мы выполняем 

в нем ортогона:rьныс измерения, которые в самой системе А уже не обяза
тельно ор'rогоналыrы. Сначала мы пойдем несколько другим нутем, кото

рый, хотя и не имеет физической мотивации. высUI!(ИТ более естественно 

и просто с математической точки зрения. 

Предподожим, что I'Ильберто.во пространство 1f. л яwiЯется частт~ю бо
лее широкого пространства, имеюшсJQ струкгуру прямой суммы: 

1i ~Г!. л if>Гi* (3.16) 
Нашим наблюдателям, «живущим>> в Нл, доступны ЮJIЪко набmодае

мьrс с носителем в 1-l А' то есть такие наблюдаемые М А• что для любо-
го IФ') Е щ 

Млi<Р 1 ) ~о= (Фj_IМл- (3.17) 

Например, в двухкубитовом мире мы можем представить, что наши наблю
даемые имеют носитеJIИ только в той части пространства, в которой ВТОIЮЙ 

кубит находится в состоянии 10) 2 . Тогда 1i. А = 1i.1 010) 2 , а Г!.* = 1i.1 011) 2 , 

rдс 1i.1 -- гильберюво пространство первою кубита. (Эта СИ1уация может 
tюка.1аться несколько искусственной, чm я и подразумева.iт, 1·о.воря о немо

швированности такого раЗJюжения пространства на прямую сумму.) Нея

кий ра3, когда мы выполняем ортогональное измерение в 'Н., приготавли

вая в нем оцпо из множества взаимно ортогональных состояний, наш на

бто.:tатель будет знаТJ) только о комноненте состояния, принад,.11ежащей его 

пространству 1i. л- Поскольку в 'Н л эти компоненты не обязательно орто
гопальны. он при11ет к выводу, что измерение ГО1овит одно из множества 

неортогональных состояний. 

Пусть {li)} обозначает базис в 'НА, а {11')} - бюис в 'Н.*. Jl,опусшм, 
Ч1'0 начальная матрица IIJIOTHOCTИ р А И\оfССТ НОСИТС.JЬ В 'Ji А И ЧТО МЫ ВЫ
ПО.1НЯСМ ортоrоналыюе измерение R 'Н. Рассмотрим случай, когда каждый 
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оnератор Е. является одномерным проектором, что, вообще говоря, доста

точно дJ1Я наших целей. Таким образом, Е. = lи.) (и. 1, где !и.) -- нор
мировшшый вектор в 1i. Этот вектор имеет единственное орто1-ональное 
разложение 

(3.18) 

где J"Ь.) и J,j;;_,L) (пенормированные) векторы из 1iA и 1i* соответствен
но. После измерения новой матрицей плотности будет Jи.)(и.l с вероятно

стью (и.iРАiи.) = (ФаiРАi.Ь.) (поскольку РА fle имеет носителя в 1i*). 
Но ;о1я нашего наблюдателя, не подозревающего о существовании 1i*, 

нет физической разницы между Jи.) и J"Ь.) (за исключением нормировки). 
Если заnисать iФ.) = АIФ.), где IФ.) ··· нормированное состояние, то
гда вдобавок к зтому можно сказать, что др! ограниченнш-о пространстnом 
1iA наблюдателя с вероятностью (Ф.IРАIФ.) результатом измерения явля
ется J·Ф.)(Ф.J. 

Определим оператор 

(3.19) 

(где Ел ортогональный лроектор, проецирующий 1i на НА). Тогда мы 
можем сказать, что резу.:rьтат а имеет вероятность tr F аР А. Очевидно, что 
каждый оператор F а эрмиrов и неотрицателен, но F а не я:в.."'Яется J !роекrо
ром. за искточением случая, коrда Ла -:--; 1. Более того 

(3.20) 

сумма всех F а равна единичному оператору в 1i А. 
Ра.1ложение единицы на сумму нсо1рицательных операторов называ

ется поло:!lсительной операторно-значной мерой (ПОЗМ) 1 . (Термин мера 
нескоJIЬКО неуклюж в нашем конечномерном случае; он более уместен, ко

гда инлекс а может меняться непрерывным образом). В этом обсу-ждении 
мы прншли к частному случаю ПОЗМ, построенной из одномерных опе

раторов (операторов с одним ошичным от нуля собственным значением). 

1 Строгое опреде.Jение ПОЗМ или, юцс ее чаще называют '8 русской mrrepaтype, разло
жения единицы в гшu.берrовом пространстве наnоминает опреде.1ение вероятностной меры 
(имеющей, о,'{Нако, не числовые, а операторные Зltаченш). См. в книге: А. С. Холево. Веро
нтностные и cmamucmwrectшe аспекты квантовой теории, Москва-Ижевск, ИКИ (2003). 
Прим. ред.] 
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В обобщенной теории измерений каждый результат имеет вероятность, ко

ТОРУJО можно представить в виде 

(3.21) 

Положительность F а и равенство L F а = 1 А необходимы, чтобы обесие-
а 

чить положительность в~ятностей и равенство единице их суммы. 

Как ПОЗМ общеru яида влияет на квантовое состояние? Простого об

щего ответа на этот чрезвычайно важный вопрос не1; но в случае (только 

что обсуждавшемся) ПОЗМ, построенной из одномерных операторов, ко

гда результат !Фа)(Фаl возникает с )!ероятностью trpлFa, суммирование 
по всем исходам дает 

а 

а 

(3.22) 
а 

[что обобщает неймановское 2:: ЕаРЕа (3.15) на случай, когда Fa не явля-
а 

ются проекторами]. Заметим, что tr Рл = tr рА_ = 1, поскольку I: F а= 1л-
а 

3.1.3. Однокубитовая ПОЗМ 

В качестве примера рассмотрим одвн кубит и предположим, что 

{ iia} - N единичных трехмерных векторов, удовпетворяющих условию 

(3.23) 
а 

где Ла -- положительные 

L л.=l. Пусть 
вещественные числа о < ла < 1 такие, что 

а 

F а =л. (1 + ii. ·а) = 2.\0 E(n.) 
[гце E(na)- проектор 1 ift )(tп !J. Тогда 

о о 

следовательно, F а опреде.1Яют ПОЗ:v!. 

(3.24) 

(3.25) 
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Н случае N = 2 имеем ii1 + ii2 се О, 
1 следовательно, ПОЗМ является 

ортоrональньrм измерением вдоль оси ii1. При N = :J в симметричном 

случае .\1 = .\2 = .\3 = 1 имеем it 1 + ii2 t r13 = О н 

(3.26) 

3.1.4. Теорема Наймарка 

Мы nритwш к nонятию IIOЗM, рассматривая ор10I"Ональ11ые юмере

ния 11 более широком, чем НА, nрос1ранстве. Теперь обратим наши рас
суждения и покажем, что таким обра.1ом может быть реализована любая 

позм. 

Рассмотрим произво;~ьную ПОЗ\1 с n одномерными nо,тожнтелыrыми 
n 

операторами F а• удовлетворяющими условию 2:: F а ~ 1. Покажем, ч·ю 
a=l 

эту nозм всегда можно реализовать путем расширения rильбертова про

странства и выполнения opтoiQHaJIЫюro измерения в это\f б<тсе широком 

пространстве. Это утверждение назьmается теорrшой HaiLuapКJJ 2 

Чтобы ,~оказать это, рассмотрим Iилr.берrово пространство 1 i с dirн 1t ~ 
= N и ПОЗМ {F.}, а~ 1, 2, ... ,n сn? N. Каждый одномерный положи
тельный оператор может быть записан в виде 

{3.27) 

где вектор i,J;.) не нормирован. Выписывая в я11ном ниде матричные оле
\tенты равенства L: F,~ ::::- 1, получим: 

а = 1 

n n 

L (F .),, ~· L ";,:,Ф., ~ .s,, (3.28) 
a=l а- l 

Теперь_ изменим точку зрения на уравнение (3.28). !iудем интерпрстиро
вюъ ('Фа.\ не как n ~ N век-юров в j\.Г-мерном пространстве, а как N :::;; n 

1 Конечно, это равенство справедливо ;шшь в симметричном сJ1учае •\ = Л 2 '-'---- ~, кото
рый здесь nо-видимому нодра'\уменэ.етс.я:. . Прим. ред. 

2Обсу.r\.аенuе ПО.ЗМ н rеоремы Наймаржа можно найти 1:1 книге: А. Peros. Quantum theory: 
Concepts and Methods, Кlщver Academic PuЫisbers, Ne"'· York et al (2002) tHa русском языке 
см.: Н. И. Ахис~~ер, И. М. Глаз.чап, Теория onepamopиJ в гильбертова'>1 пространстве, Наука, 
М.: (1966). ·- llpu:•.t. ред.j 
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Rекторов ({/[)" в n-мерном пространстве. Тогда уравнение (3.28) уrвер
ждае·•; что эти N векторов образуют ортогональный набор. Естественно, 
что он может быть расширен до ортогонального базиса в n-мерном ПJ.!О

странстве. Другими словами, существует n х rz-матрица 1.tai с uai = 'Фаi 
при а = 1, 2 .... , f\[ такая, что 

L и:iuaj = бij' 
а 

или, в матричной форме, utu - 1. Отсюда следует, что uut 
скольку для любого вектора IФ) 

щutu)IФ) = (u'u1 )UIФ) ~ UIJ~,), 

(3.29) 

1, по-

(3.30) 

а областыо действия U (по крайней мере для конечномерных мюриц) >~в
ляется все п-мернос пространство. nозвращаясь к компонентной записи, 
имеем 

Следовательно, 

ров 1 . 

2.: Uaju(;j = баь· 
j 

(3 .31) 

(и а) i образуют полный ортонормиронанпый набор векто-

Пусть IСперь в пространстве размерности n :;, N выполняется ортого-
надьпае измерение: 

(3.32) 

Мы построИШI векторы \и а} так, ч·ообы каждый из них имел орrоп.шапьное 

разложение 

(3.33) 

где i?,iJ Е Н, а iФ,1-) Е Hj_. Тогда ортоrопальным просцировавием этого 
базиса на}{ мы воспроизводим ПОЗМ {F а}. Этим завершается доказатель
ство теоремы Наймарка. 

Чтобы проиллюстрировать теорему Паймарка в действии, рассмотрим 
еще раз однокубитовую ПОЗМ 

(3.34) 

а= 1,2,3, где n1 + f1 2 + ii3 =О. Соrласно теореме ПОЗМ может быть 
реализована как ортогональное измерение «кутрита)) - квантовой системы 

в трехмерном гильбертоном пространстве. 
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Пусп. ii1 = (0,0, 1), ii2 
тогда, вспоминая ч·rо 
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( vГз/2, О, -1/2), ii3 

(
cos!l) 

IB, 'Р =О} = . J , 
sш 2 

( -vГз/2, о, -1/2), 

(3.35) 

мы можем записатъ три вектора IФ.} = J273IB,<p =О} (где 81,82 ,83 
= О, 27Г /3, 47Г /3) как 

(3.36) 

Теперь мы можем интерпретировать эти три двумерных вектора, как 2 х 
3-матрицу, а теорема Наймарка гарантирует, чщ две ее строки орщнорми
рованы. Следовательно, мы можем добавить еще одну ортонормированную 

строку: 

(3.37) 

Мы видим, чщ (как и утверждает теорема) С11Jлбцы lиа} также ортонор
мированы. ЕсJШ мы выnоmшм ортогона.:Тhное измерение в базисе векто

ров lиа}, то живущий в двумерном подпространстве наблюдатель придет к 
выводу, Ч11J мы реализовали ПОЗМ {F1, F 2 , F 3}. Мы показали, что если 
наш кубит фактически ЯВJIЯСТСЯ двумя компонентами кутрита, то ПОЗМ 

может бьrгь реализована как ортоrональное измерение зто1'0 кутрита. 

3.1,5. Ортогональное измерение на тепзорвом провзведении 

Тем не менее типичный кубит не скрывает никакого секрета. Чтобы 

выполнить обобщенное измерение, нам необходимо запастись дополни
тельными кубитами и выпоШiить совместные ортогuпальные :и3мерения на 
нескольких кубит·ах сразу. 

Рассмотрим случай лвух (изолированных) систем А и В, описываемых 
тензорным произведением 'Н А® 'Н в. Предположим, что на этом тепзорпом 

nроизведении мы выпшшяем ортогональное измерение, характеризуемое 

полным набором взаимно ортогональных проектороn Е.: 

LEa =1. (3.38) 
а 



3.1. ЗА ПРЕДЕЛАМИ ОРТОГОНАЛЬНЫХ ИЗМЕРЕНИЙ 99 

Представим, что начальным состоянием кванrовой системы является 

«Некоррелированное» тензорное произведение состояний 

(3.39) 

Тогда с вероятностью 

(3.40) 

результатом измерения будет а. В 110м случае новая матрица плотности 

будет равна 1 

, Е.(Рл ® Рв)Е. 
РАБ~ 

trлв [!'"а(Рл ®Рв)] 
(3.41) 

Для наблюдателя, имеющего доступ только к системе А, ее новую матрицу 

rшолюсти дает частичный след только что записанпой матрицы плотности) 

или 

, tr8 [E.(pл®P8 )E.] 
РА = trлв [Е.(рА ®Рв)J . 

(3.42) 

Выражение (3 .40) д;тя вероятности результата а также может быть записано 
п виде 

Prob(a) = trл [ tr8 (Е.(Рл ® Рв))] = trл (FаРл); 
если ввести орmrонаньные базисы {li)A} в ?iл, а {l.и)н} в ?i8 , то 

L (E.)jv,;)Pл);;(Pв)~v = L (Fа);;(Рл);; 
~JJ.Ш ij 

или 

(3.43) 

(3.44) 

(3.45) 

Из уравненик (3.45) следует, что каждый оператор обладает F. свой
ствами: 

(1) Эрмитовость: 

поскольку эрмитовы Еа и Рв· 

1 Такой Б Ид матрица плотности будет И:\!еть после измерения:, результоп I«.Yroporo зафик
сирован н имеет значение а. Если же результат не был <(Заnисаю~, то nри таком измерении 
матрица плотноспt эволюциоRИрует в соответствии с уравнением (3.15).- Прим. ред. 
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(2) ПоJiожительность: В базисе, диагонализующем Рв ~ 2..:Р1,[!')в в(м[, 
1' 

А ('P[F аi'Ф) А= 2..>р(А (ф[® JJ (мi)Еа(IФ} А (iiJ lм) в) ?>О, 
р 

поскольку положителен Е а. 

(3) Полнота: 

rюск<пы<у I:Ea ·_· lлв• а trp8 = 1. 
а 

Однако операторы F а не обязательно взаимно ортогоналыJЬI. Факти
чески кыичество F а ограничено только размерностью 1-l А 01-l в, бодшей 
(и, возможно, гора1до большей) чем размерность 1-l л-

В общем случае нет простою способа выразить конечную матрщу 
шотности Рл через Рл и Fa. Не будем, 0,1нако, обращать внимание на то, 
как ПОЗ:М и..1меняет матрицу плотности, а вместо это/U .зададимся вонро

сом. Допустим, что 1-lл имеет ра1Мерность N, и рассмотрим ПОЗМ, состоя
щую из n одномерных неотрицательпых операторов F а• удовлетворяющих 

n 
условию I: F а = 1 л- Можем ли мы выбрать пространство 1-l в, матриr()' 

a=l 
шютности Рв в 1-lв и прсекционные операторы Еа n 1-lл 0 1-l8 (тдс коли
чество Е а. может превосходить количество F а) такие, чтобы вероятность 
результата n ортогонального измерения удовдстворя:ш ус:ювию1 

(3 .46) 

(Неважно, как ортогональная проекцня модифицирует р л'). Мы будем счи
тать это «реализацией» ПОЗМ с Jюмощт~ю ортоrона.1ьноrо и..змерепия, по

скольку нас не интересует, какова РА ;vrя каждого рсзут.тата и.змерения; 
мы только требуем, чтобы вероятности рс1улr.татов соr.1асовались с опре

деленной таким образом ПОЗМ. 
Такая реанизация ПОЗМ действитс;IЬно возможна; чтобы показа:rь зто, 

еще раз обратимся к теореме Наймарка. Каждый одномерный оператор F "' 

l Ес:ш количе~·тно Еа больше, •Iем F а• то r1очти все п ре:Jуль-лtтов имеют вероятность, 
равную иулю. 
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а= 1,2! ... ,п. может быть представлен в виде Fa-= j.J;a)(Jal· Сотас
но Наймарку существуют n ортовармированных п-компонентных векто
ров lv.a) таких, что 

(347) 

Начнем с того, что рассмотрим частный с.пучай n = r N, где r- -- по

ложите.Тhное целое чис.tо. Тогда удобно разложить 1-Ф~) на прямуто сум
му N -компонснп1ых вектОров 

(3.48) 

Здесь 1"31 а) обозначает первые N комiЮнепт вектора 1 ,/;;t), i,Pz-J обознача
ет следуЮщие IV компонент и так далее. Тогда ортонормировЗ.нность век
торов lиа) озна<Iает; чтu 

1'·-1 

Ja.b ~ (иаlиь) ~ (фа IФь) + :L (t~ а IФ;,ь). (349) 
J!=l 

Выберем теперь 'Н в имеющим размерность r и обо:шачим ортонормиро
ваиный базис в 'Н в: 

JL = 0: 1, 2,.,., r- 1. (3.50) 

То1да ю уравнения (3.49) следует, что 

т-1 

IФа)Ав ~ IФа)АIО)в + :Liv~;,a)Aii<)в, а = 1, 2, . , . , n, (3.51) 
jt --1 

- ортuнормированный базис в 'Н л @ 'Н в. 

Предположим теперь, что состоянием в 'Н л Q9 'Н в является 

Рлв ~ Рл ®IО)в в(ОI, (3.52) 

и мы выпо;шяем ортоrональное проецирование на базис { IФ а) АВ} 
в 1(1 ? 'Н н. Тогда, посщыьку нри 1' t О в(ОI~>)в ~О, результат IФа)лв 
нояв.тiястся с вероятностью 

(3.53) 

и, слетювателr.но, 

(3.54) 
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Мы дейс-rnительно успешно «реализовали» ПОЗМ, выполняя орrогона.%

ное измерение в Н. А 0 Н. 8 . Эта конструкция так же эффективна, как н опи
санная выше конструкция {{прямой суммы»; мы выполнили ортогональное 

измерение в пространстве размерности n -- т N. 
Если появился результат а, тоtда с помощью измерения приготовлсно 

состояние 
(355) 

Матрица плотности, видимая натодателю, коrорому доступна тош,ко си

стема А, получается взятием частичного следа по 1t n: 

р';, = trв (IФJлв Ав(Ф.I) = 
r-1 

= IФа)л A(,P.I + LIJ;~:a)AA(ф~,al, (3.56) 
p,=l 

что не совсем то же самое, что было получено в нашей конс·tрукции «пря

мой суммы». Во всяком случае существует множество способов реализо
вать JIOЗM с помощью орrогональных измерений, и уравнение (356) при
менимо rолько к выбранной здесь частной конструкции. 

Тем не менее в действитеньности эта конс·1рукцил идеально водходит 

для реализации ПОЗМ, в коrорой сосrояние 11,.) А А (.Ь.I приготавливается 
в результате появления исхода а. I)'удным моменrом осуществления ПОЗМ 

является обеспечение roro, что результат а появляется с требуемой вероят
ностыо. Посде этого уже легко прийти к соглашению о тuм, что следствиv.t 

появления результата а является сосrояпие I.Ь.) А А (.Ь.I; если ующю, сразу 
как только измерение выполнено и резу.ilЬтат а получен, мы можем просто 

отбросить р А и приступитr, к нригоrовлепию требуемою состояния! Факти
чески, в едучае проекции на ба.зис IФ.) АВ мы можем полностью построить 
ПОЗМ, проецируя систему В на базис {11') в} и сообщая результат в си
стему А Если результатом является IO) 8 , rогда не нужно предпринимать 

никаких лействий. Если же результатом является 11') В• 1' > О, тогда было 
приго·•омено состояние IФ;,.) А• коrорое затем может быть прсобрюовано 
В I.Ьa}k 

До сих пор мы обсуждали частный случай n = т · N. Если в действн
тельности n = r · N - с, О < с < IV, то на~ нужно mшть выбрать рав
ными нулю последние с компонент вектора I,P;"_ 1,.) А и сосrояния IФ) АВ 
по-прежнему будут взаимно орrогональными. Чтобы по:Jучить пшшый ба

зис, мы можем добави1ъ с состояний: 

(3.57) 
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:~лесъ lе,/л -вектор, у которого отлична от нуля только одна i-ая компо

нента, так что !е,/ А гарантированно ортагонален вектору i"Ь;!-_ 1 al А' В этом 
случае ПОЗМ реализуется как ортогональное измерение в Щюстранстве 
размерности r N = n 1 с. 

В качестве примера конструкции тен.10rшого произведения мы вновь 

можем рассмотреть олпокубитовую ПОЗМ с 

а-1,2,3. (3.58) 

Мы можем реализовать эту ПОЗМ, вводя второй кубит В. В двухкубитовом 
rильбертовом пространстве мы можем проецироватъ на ортанормирован

ный базис 1 

а= 1, 2,3, 
(3.59) 

Если начальным состоянием является РАв ~ РА ®10/в 8 (01, то мы име-
ем 

(360) 

следовательно, эта проекция осущесталяет ПОЗМ в 'Н. А' (Здесь мы выпол

нили ортогональные измерения в четырехмерном пространстве; в предыду

щей конструющи ((прямой суммы» мы нуждзлись только в трех измерени

ях). 

3.1.6. жхйв с позм 

Обсуждая теорему ЖХЙВ, мы говорили, что, приготовив состоя-
ни е 

IФ.Iлн- Lу'q;IФмlлi!Змlв. (3.61) 
м 

1 Здесь фа.-w. l;p2) = .J2731 i ;fo.) А оmичается: на -1 от соот.ветс-rnующей фазы в урав-
нении (3.36); она выбрана таким образом, чтобы А (i А r f А >л = -1(2 при а -::1 ь. Мы 

п.. n" 
сделали :лот выбор затем, 'rn:!бы mзффкциснт перед fO) А fl) В был положителеи ВQ всех трех 
IФ,), IФ,), IФ,). 
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мы можем реа..1изопать ансамб..чь 

р_. = I: q~lv,~} _.л (Ф,.I. 
"' 

(3.62) 

выпо.1няя ортшопа.:Тhные измерения в 'Н8 . Более того, есJШ (liШ 1-lн = n, 
то, измеряя подходящие наб.!rюiщемые в 1i в, мы \Южем с ::н им одни~f чи
стым состоянием 1Фа) АВ реализо1~юъ тобое приготовление Рл как ансам
бля, содержащего вплоть до n чистых состояний. 

Теперь можно видс1ъ, чrо если мы готовы допустить в 1iн ПОЗМы. 

а не только О(Уrоrональные измерения, то даже при dim 1t в = N можно рс
а..1изовать mобос приготои:-тение р А с Iюмощr.ю подходящего вЬiбора ПОЗМ 
в Н я. Сутr. в том, что р в имеет носите.1ь в нроС'lранстнс рюмерности са
\ЮС большее 1V. СIС.'Юнатеm.но, можно переписать 

IФа}лв = L y'q;]V,~}лi:'JP)LI, (3.63) 

" 
г,1с I.B~} в - ортогональная проекция nектора 1,81.} в на носитель \fЗТ)Ш
пы н.ютности р13 . Мы можем выполнил, fl()1\ll на носителе Pn с Fa
- IS,Jн 8 (;}""1 и таким образом приготовить состояние 14•).4 с вероятно
стью qJ.l. 

3.2. Супероператоры 

3.2.1. Представление операторной суммы 

Перейдем к следующему этапу нашей программы понимания пове

дения части бинарной системы . .Мы видели, что чистое состояние бинар
ной системы может вести себя подобно смешанно).{у состоянию, когда мы 

набтодаем только одну се IЮl\Систему А, а ортогональное из~ерение би
нарной системы внутри ее подсистемы А может быть (псор·mгона.lll~ной) 

ПОЗМ. Зададимся вопросом: если состояние бинарной системы соверша

ет унитарную эвотоцию, то как тогда описать ЭВОJJЮцию одной только ее 

подсистемы А? 

Пусть начальная матрица IL'ютности бинарной системы представляет 
собой тензорное произведение состояний ви;щ 

РАе.IО)нв(ОI: (3.64) 
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система А имеет матрицу плотности р А• а система В предполагается нахо
дящейся в чистом состоянии, которое мы обозначили IO} в. Бинарная систе
ма эволюционирует в течение конечного промежутка времени, управляемая 

уi(Iпарным оператором эвшrюции 

(3.65) 

Выполним вычисление частичного следа в 'Н в, чтобы найти конечную мат
рицу шютности системы А: 

р~ ~ trв ( VАв (Р.< 010} в в (Щ)U~в) 
~ Lв(J.<IVAв107вPAв(OIV1,вli<}н, (3.66) 

" 
I"CIC {11<) в} ортанормированный базис в 1-18 , а в (J.<IU АН IO} в - опера

тор, I!Сйствующий в Н л- [Если {li} А 011-'} н} - ортонормированный базис 
в Н А 0 'Н.8 , то в (I'IU АВ lv} в обозначает оператор, матричные элементы 
коюрога равны 

(3.67) 

Fсли обозначить 

(3.68) 

то р~ можно представи1ъ в виде 

$(рА) ""Р~ ~ LM"pAM1 (3.69) 

" 
Из упитарности U А R следует, что М Р. обладает свойстJюм 

(370) 

Уранпение (3.69) определяет линейное отображение$, иреобразующее 
один линейный оператор в -'\РУ' ой. ЕсJш выполняется свойство (3. 70), то та
кос О1{>6ражение называется супероператором, а уранпение (3.69) НЗ:.}Ьl-
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вается представленнем супероператора операторной суммой (или представ

леинем Крауса). Супероператор можно рассматривать как линейное отоб

ражение, иреобразующее операторы шютности в операторы шютности, по

скольку из (3.69) и (3.70) следует, что р~ -оператор rшотности, если им 
является р А: 

(IJ р~ эрмитов: p~t ~ L;M,.p~Mt ~ L;M,.pAML = р~ ,. ,. 
(2) р~ имеет единичный след: tr р~ = I: tr (рАмtм,.) = tr Рл = 1. ,. 
(3) Р'л положительно определен: 

А (ФIР~IФ) А = L (л NIM,.)pA (MliФ) л) ?3 О. ,. 
Мы показали, что представление операторной суммы (3.69) следует из 

<<унитарного представления» (3 .66). Более того, по данному представлению 
супероператора в виде операторной суммы всегда можно построить соот

ветствующее унитарное представлепие. Dыберем в качестве 1t в гильбер
ТОБО пространство, размерность КОТОJЮГО, по крайней мере, больше ЧИСJiа 

слагаемых в операторной сумме. Если i'P) А - произвольвый вектор в 1tл. 
{li<) в}- ортанормированный базис в 1tв, а JO) в- некоторое нормирован
ное состояние в Н в, 10 определим действие U АВ сооnюшепием 

VAв(I'P)A ® JО)в) = L:M,.I'P)л 0 li<)в. ,. 
Это действие сохраняет внутреннее произведение 

(~л('P,IMt0 в(vl) (~M,.I'Pt)A®II')в) = 

(3.71) 

А ( 'Р2 ~~ м),м,.l 'Pt J А= ('Pzi'P,) А• (3.72) 

следовательно, U АВ может бытъ расширен до унитарного оператора, .<Iей
ствующего на всем 1t А ® 1i в. Взяв частичный след, мы найдем 

tr в ( U АВ (I'P) A0IO) вНл {'PfS>в (OJ) U~в) = L м,. (i'P) А А ('PI) М1. (3.73) ,. 
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Поскольку mобая мюрица юотности р А может быть представлена как ан
самбль чистых состояний, мы воепроизволим представление операторной 
суммы, действующей на произвольную р А. 

Очевидно, что представление операторной суммы данного супероиера

тора $ не единственно. Мы можем uычисJШТЬ частичный след в шобом ба-

зисе, в каком пожелаем. Если мы исполь.зуем базис {в (vl = 2: U "~в (1"1}, 
~ 

то получим представление 

(3.74) 

где Nv = Vv11 MIL. Вскоре мы увидИм. что так связаны любые два пред
ставления операторных сумм одного супероператора. 

Су11сроператоры важны, поскольку они обеспечивают нас формализ

мом для обсужАсния общей теории декогереuтизации, эволюции чистых 

сосiояний в смешанные. Уuитарная эволюция р А является частным слу

чаем, когда в операторной сумме имеется только одно с.-шi·асмое. Ес,ш к ней 

присутствуют два или более с.11агаемых, тогда в ходе эволюции, управляе

мой оператором U АВ• чистые начальные состояния из 1iA запутывают
ся с 118 . То есть если возникающие поператорной сумме операторы М1 
и М2 линейно независнмы, то существует такой вектор I'P) А• что векторы 
I.P1) А = M 1 j<p) А н I.P2 ) А = M 2 f<p) А линейно независимы, следоватслыю, 
состояние l<f 1 )Ail)в + I.P2)Ai2)в + · ·· имеет число Шмидта больше еди
ницы. Следовательно, чистое состояние j<p) А А ('PI эволюционирует к сме
шанному конечному состоянию РА. 

Из двух супероператоров $ 1 и $2 можно построить композицию, пред
ставляющую собой друтой супероператор $1 о $2 ; если $ 1 описывает эво
;поцию от вчерашнего дня до сегодняшнего, а $2 - от сегодняшнего дня 

до завтрашнего, то $1 о $2 описывает эвоmоцию от вчерашнего дня до 
зав-rрашнего. Но является ли обратвый супероператор также суперопера

тором? То есть существует _.,и суперонератор, онисывающнй эвоmоцию из 

сеrодняшне10 лня во вчерашний? Вы накажете в домашнем упражнении1 
что на самом деле супероператор обратим то;1ько тогда, когда он увитаре н. 

Операторы унитарной звоmоции образуют группу, а супсроператоры 
определяют ДJrnамичсскую полугруппу. Когда возникает декогерентизацня, 

существует стрела времени; даже на микроскопическом уровне можно го

ворить о разJПJЧии меЖJ\У движением вперед и назад во времени. Декоге~ 

рентизаuия вызывает неизбежную нотерю квантовой информаr~и -- одна
жды вынув (мсртного) кота из ящика. мы не можем вернуть его в исходное 

состояние. 
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3.2.2. Линейность 

Те пер!. посмотрим на эту проблему немного шире и обсудим основные 

свойства, которым должен удовлстнорять любой «разумный» закон эволю

ции матрицы плотности. Мы увидим, чю любой такой закон допускает 

представление операторной суммы, ro есть, в известном смысле. выдсJtсп
ное нами динамическое поведение рассматриваемой части бинарной систе

~1Ы ДСЙСТВИТСJlhНО ЯВJIЯСТСЯ наиболее ОбЩИ:\1.. 

Отображение $ : р _, р', иреобразуюшее исходную "атрицу 11лотно
сти р в конечную р1, представляет собой оrображение операторов в оnера

торы, об;1адающее следующими свойства\-ш: 

(1) $ coxpaiiЯem эрмитовость: р' эрмиюва, если таковой является р. 

(2) $ coxpaf/Яem след: tr р' ~ 1, сели tr р ~ 1. 

(3) $ полож .. ителен: р' неотрицательна, если таковой является р. 

Обычно также предполагают, что 

(0) $ линейный оператор. 

В 'Ю время как условия (1), (2) и (3) действительно необходимы мятого, 
чтобы р' оставалась матричей плотности, (О) остается открытым вопросом. 
Почему шшейность? 

Возможный ответ состоит в том, что нелинейную эволюцию :матрицы 

плотности бьшо бы сложно сог:тасовать с .1юбой интерпретацией ансамб.т:rя. 

Если 

$[р(Л)] = $[Лр1 + (1- Л)р2 ] - Л$[р 1 ] + (1- Л)$[р2 ], (3.75) 

rогда временная зволюция сшласуется с вероятностной интсрпрстапи

ей р(Л): или (с вероятностью Л) бьmо пригоююено начальное сосюя
ние р 1 , коюрое эво:rюционировало н состояние $[p1J, или (с вероятно
стью 1- А) бы:ю приrотовлено начальное состояние р2 , которое эволюJ,и

онировало в сосюяние $[р2 ]. Пелинейный сулероператор $,по-видимому, 
ведет к парадоксальным следствиям. 

В качестве примера рассмотрим один кубит, эволюционирующий со

Jласпо 

(3 76) 
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Нетрудно проверить, что $ --- положительный и сохраняющий след опера

тор. Предположим, что начальной матрицей плотности является р = ~ 1, 
реализованная как ансамбль 

(3.77) 

llоско.JЬку tr( и 1 р) - О, эволю1щя р тривиальна и оба представителя ансам
б;"IЯ остаются неизменными. ~СШI спин был приготовлен в состоянии j j z), 
то в нем он и останется. 

Теперь прсдставим, что непосредственно после прюотовления ансам

бля мы ничего не делаем, если бьuю приготовлено состояние 1 j z), но если 
оказадось, что приготоюено I1J, мы поворачиваем его в состояние 1 i х)
Тепер,. матрица плотности равна 

(3.78) 

так что tг(u 1 p') = ~- ll рс:Jультатс эволоции, управ.JЯсмой оператором$, 
она нреобразуется в $(р') ~ а-1 prr 1. Тогда С С!! И спин бьш приттовлен 
в состоянии 1 i J, то оп эвошоцнонирует в орт01ональное состояние 11,). 

Следуя этим днум сценариям, первоначально пригоrовленное состоя
ние j t z) эволюционирует рюличным образом. Но в чем разница между 
этими ;~нумя случаями? Разница в том. что если прШ11товлсно начальное 

состояние спина j Jz), то мы совершаем различные действия; ничего не де
.оаем в С.'JУЧае (1 ), но поворачиваем снип в случае (2). Тем не менее, мы об
наружили, чrо в этих двух едучаях спин ведет себя по-разному, даже если 

первоначально бы;ю приготовдепо состояние 1 Т,)! 
Мы привыкли говорить, что р описывает две (или более) различные 

а.1Ьтернативы приготовления чистого состояния. только одна из которых 

действительно реСLJ"Iизуется всякий раз, когда мы готовим куби1: Но мы об

наружшш, что если мы готовим 1 i,), то происхоi\Ящее дейспштельно зa-
6UCum от того, что .«ы бьL'lи бы должны сде~tать, ecJDi бы вместо этого 
было приготовлево 1 1,). По-видимому, становится нераJу>!НО рассматри
вать ;ща возможных. 11риготовления как взаимно исктачающие аJJьтернати

вы. Эволюция альтернатив действите.пьно зависит от дРУI'ИХ альтернатив, 
которые предположительно не были реализованы. Джо Полчинскн назвал 

это явление «телефоном Эвереп'а>>, поскольку различные «ветви волновой 
функции)) выглядят способными «общаться)) между собой. 

Тогда нелинейпая эвоnюция матрицы rтотности имела бы странные, 

возможно, даже абсурдные следствия. И нее-таки это не факт, что нели-
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нейная эволюция должна быть исключена. Действите.:tыю, Джим Хартл 

доказывал, что существуют вариан'lы «обобщенных квантовых механию>, 

в которых допустима нетшейная эволюция, но тем не менее можно сохра

нить последовательную вероятностную интерпретацию. Несмотря на это, 

здесь мы будем следовать традиции и требовать, чтобы $ бьш .жнейным 
оператором. 

3.2.3. Поли"" по.~ожвтельвость 

Было бы приятно прийти к выводу, что любой $, удовлетворяющий 
условиям (0)-(3), имеет представление операторной суммы и, слсдовател!>
но, может быть реализован унитарной эволюцией подходящей бинарной 

системы. К сожалению, зто не всегда возможно. И все же, к счастью, оказы

вается, что, добавив одно достаточно безобидно звучащее предположение, 
можно наказать, что $ имеет представление операторной суммы. 

Необхо;(Имым нам дополнительным предположением [в действите.~ь

Iюсти более сильной версией (3)] является: 

(3') $ вполне положителен. 

Полная положительность nпределяется следующим образом. Рас

смотрим любое возможное расширение 1f. А до тензорного произведения 
1-{А ®1-{8 ; югда $вполне положителен в Н. А, если $А 018 яплястся rюло
жительиым для любого такого расширения. 

Полная положительность, несомненно, является разумным свойством, 

чтобы нуждаться в физических основаниях. ЕсJШ мы изучаем звошоцию 

системы А, то никогда нельзя быть уверенным в ·rом, чrо нет взаимодей

стнуюшей с ней системы В, о существовании которой мы не подозрева
ем. Пшrnая положительность (в комбинации с другими предпо.1ожениями) 

утверждает дишь ro, что если система А эволюционирует, а система В -
нет, то любая начальная матрица пло11юсти составной системы З1юлюцио

ипрует в друrую ма:rрицу плотности. 

Докажем, что предположений (0), (1 ), (2) и (3') достаточно для ю
го, ч10бы $ был супероператором (имел представление операторной сум
мы). [Действительно, свойства (0)-(3') мoryr рассматриватт,ся как а.1ьтер
нативное определение супероператора.] Однако, прежде чем нриступа:rь к 

доказательству, попробуем nояснить понятис полной rюложитсльности на 
примере положительного, но не вnолне положительного оператора. Таким 

примерам служит оператор транспонирования 

Т:р->рг (3.79) 
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Т сохраняет собственные значения оnератора р и, следовательно, очевидно 

положителен. Но является .JDf Т вполне nоложительным (положителен ли 

любой оператор Т А 01 в)? Выберем dim 1i А = dim 1i в = N и рассмотрим 
максимально запутаннос состояние 

N 

\Ф) АВ = )л,~ \i) А 0\i'} В> (380) 

где {\i) А} и {\i') в} ·- оtrГонормироваиные базисы в 'НА и 'Н в соответствен
но. Тогда 

ТА 01в: р\Ф}Ав Ав(ФI = ~ L.(li)AA vl) 0 (li')в в(j'l) ~ 
i,j 

--> р' = ~ L (IЛAA(il) ® (\i')в вv'\). (3.81) 
i,j 

Мы видим, что оператор N р' действует как 

N р' ( ~ a,\i)A) 0 ( УЬ,\j')в )--"( ~ а;\i')в )®(У o;ij)A). (3.Щ 
или 

(3.83) 

Следовательно, N р' · оператор перестапоnки (квадрат которого являет
ся тождественным оператором). Собетnснными состояниями N р' являются 
си..мметричные относительно А ~ В состояния. которым отвечает соб
ственное значение + 1, и антисим.метричные состояния, которым отвечает 
собственное значение -1. Поскольку р' имеет отрицательные собственные 
:шачения, он не является положительным и (поскольку р несомненно поло
жителен), следовательно, Т А 0 1 в не сохраняет положительность. Таким 
образом, Т А - nоложительный оператор, но он не является вполне поло

жительным. 

3.2.4. ПОЗМ JСак супероператор 

Унитарное нрсобразованис, запутывающее А с В, после ортогональ
ного измерения В может быть описаво как ПОЗМ в А. Фактически по
ложительные операторы, включая ПОЗМ, можно посчюит•, из операторов 
Крауса. Если j<p) А зволюционирует как 

i'Р)лiО)я--> l:M,.I'P)лll')в, (3.84) 

" 
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тогда измерение в R, проецирующее на базис {11-') в}, с вероятностью 

Prob(!-') = А (<р1М1Мм 1'1') А (3.85) 

дает результат 1-'· Выражая р А как ансамбJiь чистых состояний, мы находим 
вероятностJ, 

Prob(!-') = tг (F ~РА), F ~ = М1М~ (3.86) 

результата J..t; очевидно, что F J-1. nоложителен, а равенстно L: F J-1. 1 еле
~ 

,rtyeт из нормировки операторов Крауса. Следовательно, это дейспштельно 

реализация ПОЭМ. 

В частности, ПОЗМ, модифицирующая матрицу плотности сог.'тасно 

(3.87) 

является частным случаем супероператора. Так как каждый VF: эрмитов, 
требование 

(3.88) 

" 
в точности совпадает с условием нормировки опср;rrорной суммы. Следо-

вательно, ПОЭМ имеет «унитарное предстаюение»; существует унитарный 

оператор U АВ• действующий как 

(3.89) 

где I~.P) А - чистое состояние п А. Очевидно, что, выполняя ортогона.1IЬНое 
измерение в системе В, проецирующее на базис {ll'l R }, мы можем реали
зовать IЮЭМ, которая готовит состояние 

с вероятностью 

Р'л-
VF:PAVF: 

tr (F ".Р А) 

Prob(l') ~ tr (F ".РА)· 

(3.90) 

(3.91) 

:)та реализация ПОЭМ, возможно, не самая эффективная (мы требуем, что

бы гильбертово пространство Н А 0 Н в имело размерность N · n, если 
ПОЗМ имеет n возможных результатов), но в некоторых отношениях она 
наиболее у;щбна. ПОЗМ представляет собой наиболее общее измерение, 
которое мы можем выполнить в системе А, сначала запутывая ее с систе
мой В, а затем выполняя ортогональное измерение в системе В. 
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3.3. Теорема о представлении Крауса 

Теперь мы нрактически Iптовы доказатr., ч1п тобой. $, удовлетворяю~ 
щий условиям (0), (J ), (2) и (3'), имеет нрсдставление операторной сум· 
мы (теорема о нредставлении Крауса) 1 . По сначала мы обсудим полезный 
трюк~ который бунст использован n 1lОказатслr,стне. Поскольку этот прием 
широко применяется. имеет смысл описал~ е1·о отдельно. 

Этот трюк (который мы будем называть «метол.ом соответственного 

состояния») IЮзво.аяет ттш.шостью охарактеризоsап~ оператор М_4 , действу
ющий в 7-lл, описывая действие оператора Мл &J lв на С,J~инственное 

чисrос максимально запутанное состояние2 в 1iA ®1iв {где diш1iв ~ 
dim 1tл ""' N). Рассмотрим состояние 

N 

JФ)лв ~ L Ji)_4 0ji') 8 , (3.92) 
-i=1 

1де {ji)л} и {Ji') 8 }- ортонормированные базисы в 1tл и 1t8 . (Мы вы

бршш JФ)лв нормированным таким образом, чтобы лв(ФJФ)лв = N; это 
избавляет нас от необхо,1имости т tисатъ множители vГfli в формулах ниже.) 
Заметим, что любой вектор 

(3.93) 

в Н А :может быть представлен в виде «(IаСТИЧНОIП» внутреннего произве-
дения 

(3.94) 

(3.95) 

Мы rпкорим, что lr..p) А является <(Соответственным состоянием>> «сосrоя~ 
ния-указателя>> I'P') н· Отображение 

(3.96) 

1 liриводимое здесь доказательство с..1елует {'<~боте В. W. Schumacber, Sending Enlanglement 
Тlu·ough Nob;y {_Juanlum Channefs, Phys. Re\·., А54, 2614--2628 (1996); quant--ph/9604023 (см. 
Appcndix А в этой рабоrе). 

2Мы говорим, 'ПО состояние l·.:.i1) _48 максимаJJЬНО занутано, если tr в (I'Ф) АВ АВ (ФI) cx:l/1.. 
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очевидно. является антилинейным и фактически антиунитарным отоб

ражением из '}{А n подпространство '}{в. Оператор М А 0 1 в, 11сйствуя 

на i.P) АВ• даст 
(3.97) 

Из этого состояния мы можем выделить MAI'P) А в качестве соответствен-
ноrо сосrояния 

(3.98) 

Мы можем интерпретировать формали.зм соответственного состояния, го

воря что можно реагrизовать ансамбль чистых состояний а 7-lл. вьпюJrняя 
измерения в 'Нв на запутанном сосrоянии - если измерение в 'Нн дает 
результат jcp*) В• то приmтовJiенным сосшяннем является jcp) А· Если мы 
намерены прим:енить некоторый линейный оператор в 'Н л, то обнаружим, 
что резуnьтат не зависит от того, бrillю ли сначала приготовлево состоя
ние, а затем на него подействовали оператором, и..w сначала был нрименен 

оператор, а затем приготовлено состояние. Конечно, этот вывод имеет фи
зический смысл. Можно даже нредставить, что притотов.аение и действие 

оператора являются событиями, ра1деленными прос·rранственно-подобным 
интервалом, так что временное упорядочение становится вековариантным 

(зависящим от наблюдателя). 

Мы по кажем, что $л имеет представление операторной суммы, при
меняя метод соответственншu состояния не к операторам. а к суперопсра

торам. Поскольку мы нреднолагаем, что $А вполне положителен, мы знаем, 

что $А ® 1 в положителен. Следовательно, если мы применяем $А ® 1 в 
к Рлв = iФ) Ав АВ (,Pj, то резудьтатом будет положите:IЬный оператор, 
(ненормированная) матрица nлошости Р'лв в '}{А 0 Н в· Поl\обно любой 
матрице плотности, Р~в может быть представ.'1етш как ансамбль чистых 
состоЯНИЙ. Следовательно, 

($л 0 lв)(IФ)лв лв(ФI) = :~._>'"iФ'")Ав лв(Фрi (3.99) 
р 

где qP >О, L;'"q'" ~ 1, а каждый вектор iФ'")лв• подобно jJ,)Aв• нормиро
ван таким образом, что лв(Ф'"IФ'")лв ~ N. Применяя метод соответствен
ного сосmяния, имеем 

$А(I'Р)лл('РI) ~, в('Р*I($л 0 lвJ(IФ)лв лв<ФI)I<r')в с, 

= LЧ'"в('Р*IФ)лв лв(Ф,,i'Р*) в· (3 100) 
р 
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Мы почти у цели; определим оператор МР' в 1t А соо·mошением 

(3.101) 

Можно проверить, что 

1) Опера:rор М1, лuueeu~ поскольку отображение 1'1') А --+ 1'1'') в антили
нейно. 

2) $л (1'1') А А ('1'1) -!:Мм (l;o) А А (,oi)ML дня любого чистого сосюяния 
м 

1'1').4 Е Нл 

:J) $А(РА) = L::MмpAMt шrn шобой матриr1ы плотности РА, носколь
м 

ку р А может быть nрсдстав.асна как ансамбль чистых состояний, а $А 
линеен. 

4) L::МмМ1 = lл, поскольку $А сохраняет след ;~IЯ любогоРл 
м 

Таким образом, мы построили представление операторной суммы для $А. 
Rкраще, доказательСТlЮ состоит в следующем. Поскош.ку $_4 впоJшс 

rю.Jюжитc.JJCJI, то $А @ 1 н 11реобра~ует максимально запутанную матрицу 
плотности в Н А ® Н в в ;1ругую матрицу плотности. Эта матрица плот
ности может быть выражена, как ансамб.llь чистых состояний. Каждому из 
этих чистых состояний в 1t А ® 1i в можно соноставить (с помощью метода 
соответственных состояний) слагаемое операторной суммы. 

Рассматривая таким образом представление опсраrорной суммы, мож
но легко установить два важных следствия: 

Как много операторов Крауса? Каждый оператор м" связан с со

стоянием IФр,) в представлении ансамбля Р~в· Так как максиманьвый ранг 
Р'лв равен N 2 (где N = dimHA), $А всегда имеет представление опера
торной суммы с максимальным числом операторов Крауса, равным N 2 • 

Какова пеоднозначность? Выше мы отмечали, что оnераторы Крауса 

(3.102) 

(LJ "" унитарное преобразование) преJставляют тот же, что и м", сут•сро
нератор $л- Теперь можно сказать, что любые два представления Крауса 
должны бып связаны таким образом. (Если чис;:ю операторов Na оказы
вается больше, чем MJ.t, rогда набору MJ.t, очевидно, нужно добавить со
ответствующее ко.-mчество нулевых операторов, так чтобы эти два набора 
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операторов нче.1н О,'пrтrаконую мuшность.) Это свойство \1Ожнu ра~СV~атри

нал. как c.JC)\C'I вне теоремы ЖХЙВ. 
Ошt(ЮТНая выше конструкння соответ~твенrют состшшия устанав;ш

вает в:ши:-.шо о.:н!(Ушачнос соответспнгс \-1Ciк·ry нрс.:rстав:Jстп-rямн aJICa\16-'ll:й 

(ненормпро.вашюй) \ШТрН!\Ы 11:юлюсти ($_ 1 .х 1 13 )(··~,~,'> .. 1n .-ln(<:~·l) н тtрi.':t-

стаюсниями опсрюорных сумм $ .. ~- (.\'lr.1 явно описали. как нсрсйти от 
нrсдстав:тенr1я анса\16Jrя к нрС/(Став.JстJню онсраторной cy\l:vtы. но. OЧt'IHI.l

rro, \!OЖIIO 1\ОЙТН Н .Jp)'!'И\f ГI)'ТСМ. 1-;C.IIl 

$ (.' ,.1) ~·1\r ,. , 'J\·rt 
.1 11; А А\) - L '/iji)_q /\ \}1 ~~- (.1.103) 

ТО 

($., i- Iu)(l,;),ш лн\U-,1)- I: (M,,I')л!i')в)(л(:ilн(/iM), н(/:) 
1-.J,f.!-

c- Lrt~JФI':)AP- АR(ф 11 [- (3 1 04) 

r;.1e 
y1911 [Ф,JJ-J.D-'----' Ll\II_н~·i! t1i')1J.) 13.105) 

Рассмотрим те11сr'• il\~a Т(!.КИХ ансамб.-тя (~Lш соо п~етстненно .~~на 11репстаi'
."Iения $ _!\.. опсраторнычи су)I1Ш:чи) { v/i-~IФP) А 13 } и { yl~, i' .. J л н}. /L:ш каж
дого анса\1б:1я н Н _,_11_1 .-;.'Не существует соотвс 1ствуюrцсс <щч:нщею-rе»: 

L ~!Ф).rнl'~р)с, ,, 
(3.106) 

l.ll' {ln)r·} и {li.i'0 )c-} · щш ра·шых ортанормированных набора и1 Не· 
Tcope).ia )КХЙВ уп~ерж:-щет, что эти два «очищения» свя·шны меж;~у собой 
;н:~йстнуюшим в Не_., унитарным 1Iреобра-юi~Ш!ИС\f 1:-~н ,~-, п~ .. Сlс.-юнатс;Jь
НО, 

L \'/([~~IФJL/ AF u~-~ io:p/c· 
" ,, 

~ L ,;ч;:-11>,,) АнU1",[!3")с. (3.107) 
/--1.,(1. 
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З.;tect, нторос раRснслю ~tы шпучи.::ш, ~~а.'v!.стив что ортонормированные ба

·шсы {lй 1,)с} и {I.Зu)c} свя3аны ~tе:жду собой унитарным преобразованием, 
а проИ'ЗВеJ,ение преобразованнй, в свою очередь, унитарно. Мы приходим 

к выводу, чrо 

V]J;Jr,,)A~- 2::: уГrJ,;IФ")лпU"а 
" 

(Г.JС [}1_щ.- унитарное ПрсО6рЮОR3НИС), ОТК)"1lД C.iiC11yeт, ЧТО 

N(l. = Lмj..tu~нJ· 

" 

(3.108) 

(3.109) 

За\-tсчанис. Поскольку :мы уже установи:ш, что можем перейти от 

представ.1ения операторной сум\tЫ для $А к унитарному представлению, 
МЫ Н3НI.IИ, ЧТО JII060Й «разу:\ШЬIЙ)) ЗаКОН ЭВОJIЮЦИИ Оператора IUOTIIOCTИ 

в 'Н А !>южет быть реализован унитарным преобразованием U А R, действу
юн~нм в 'НА. ·2 'li 8 как 

1>11 ).1 '·" IО)в ~ L l;:)_.2i!<)в. (3.110) ,, 
Является .·1и :нот рсзу.н .. тат JJсожи.~аппы\1'? :Воз:можно, да . .\1ы можем ин
геrнlретиронать сунсронсратор как описьтающий эволюцию системы (А), 
взаиио.Jействующей с окруженис!l-1 (Н). Н обще~ случае состояния систе
"ы :шпутапы с се О!ЧJужение'.!. По в (3.110) предпюагается, что началь
ное состояние не занутано. Нес\1отр.н на то что реальная система всегда 

сиюана 3апутынапием с ее окружение~, при описании эво.1юции ее матри

цы плотности бе3 нотери общности м:ожJJо представлять, что в момент. 

когда мы начинаем ее наб.iiЮ.Jать. предварительное запутынанис отсут

ствует! 

Замечание. Представ1'ение операторпой сум"'ы даст очень мобный 

способ выражения .1юб<н·о шюш1е по.1ожительного $. Но по:южите.Jъный $ 
1 tc допускает такого nредставления, если не является впо.""Iне ноложитсJiь
ным. Наско.1ько мне известно, не сунtествует удобного, сопоставимого 

с nредста&Jением Крауса, способа выразить наиболее общий положитель

ный$. 

3.4. Три квантовых канала 

Лучше всего по:шако"Wиться с нопятие~ су1rеронсратора, изучив неско.:Iь

ко примеров. _\1н рассмотрим три примера (все они интересны и по-
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лезны) супсронераторов для одного кубита. Из уважения к традитщ

онной терминологии (классической) теории связи я буду ссьl!Ш'IЪСя на 

эти суnероnераторы как на квачтовые каналы. Мы можем представлятъ, 

что $ описывает судьбу кваитовой информации, которая с пекоторой по
терей точности воспроизведения посы.пастся от передатчика к прием

инку. Или, если угодно, можно считать (в духе предыдущсrо обсужТJ:е

ния), что передача идет во времени, а не в пространстве, то есть $ 
описывает эволюцию квантовой системы, взаимодействующей с ее окру

жением. 

3.4.1. Деполяризующий канал 

Деполяризующий канал представляет собой модель декогерснтизации 
кубита, имеющую особенно тонкие свойства симметрии. Мы можем опи

сать его, говоря что с вероятностыо 1 - р кубнт остается псноврежден
ным, тогда :как с вероятностью р возникает ошибка. Она может быть лю

бой из трех типов. nричем все три типа ошибок равновероятны. Если 
{10}, 11}} - ортонормированный базис кубита, их можно описать следу
ющим образом: 

1. Ошибка инвертирования бита 
IO} __, 
1!} __, 

2. Ошибка обращения фазы 

= ( ~ ~1) 

10} __, IO} 
IJ} __, -11} или IФ) __, изiФ}. из ~ 

IO) __, +ill} 1 ( о -i ) 
3. Обе ошибки ll) __, -iiO) или 1'1') __, и2 11/!), и2 = i 0 . 

При появлении ошибки IФ} превращается в ансамбль трех равноверо

ятных состояний: и,I,Р}, и2 11/J) и изl~;}. 

Унитарное представление 

Дсполяризующий кавал может быть представлен унитарным онерато

ром, действуюпщм в НА® Н в, где размерность прое1ранства Н в равна 
четырем. (Я обозначаю здесь это пространство 1{.1:-'• чтобы подтолкнуть вас 
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к мысли о вспомогательной системе как окружении.) Унитарный опера· 
тор U АЕ действует как 

п4Е: I·Ф)л 12 IО)в--> Jl=PI.Ь)л 0IО)в 1 

+Л[иll"&)л011)в+и,IФ)л®l2)в lизi"&)А®IЗ)в]- (3.111) 

(Поскольку U AR сохраняет внутреннее произведение, он имеет унитарное 

расширение на все просчэанство 7-lл 0 7-lв.) Окружение эволюциониру
ет к одному из четырех взаимно ортогональных состояний, «хранящих за· 

пись» о том, что nроизоnшо; если бы мы могли измерить окружение в ба· 

зисс {11") "' !" = О, 1, 2, 3}, мы узнали бы, какого сорта ошибка возник;Iа 
(тоrда мы бьши бы в состоянии вмешаться и устранить ошибку). 

Представление Крауса 

Чтобы получить представление канала в виде операторной суммы, вы~ 
числим частичный след по окружению в базисе {11") в}- Тогда 

(3.112) 

Г!(С 

Используя и? = 1, можно непосредственно проверить условие нормиров
ки: 

LM~M~= [(1-р)+З·~] 1=1. 
1' 

(3,114) 

Произвольпая начальная матрица плотности кубита р А преобразуется как 

(3,115) 

где мы суммируем по четырем (в принциве разшiчимым) путям, по кото
рым могло бы эволюционировать окружение. 

Представление соответственного состояния 

Канал можно также охарактеризовать, описывая как в нем преобразу
стся максимально запутанное состояние двух кубитов, ec.lli Iсанал действует 
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только на нервый кубит. Существует четыре взаимно ортогональных мак
симально запутанных состояния, которые можно записать в вщ~е 

IФ+)Ав- ~1 (IОО)Ав -1 I11)Ав), 
v'2 

IФ J.1в ~ )2(100)AR -lll)Aв), 

IФt)Ав ~ ~(IOl)Aв + llO)Aн), 

lо/-)мз ~ ~(IО1)лв -llO)AR)-

(3.116) 

Если начальным сос'lояние яв.lЯется IФ-) АВ• то, когда деполяризующий ка
на.тт действует на первый кубит, запутанное состояние эволюционирует как 

IФ+)Ав Ав(Ф'I __, (1- р)lф+)Ав лв(<?+l+ 

+t(lv,+)AвAlJN+I+IФ-)лnAв(Ф-IiiФ-).,n.ш(Ф 1)- (3.117) 

В ~<наихудшем>) квантовом канаJiе р = 3/4, в этом случае начальное 
запутанное состояние эволюцишmрует в 

IФ')Ан Ан(Ф+I--> i(IФ+)An лв(<?тl + IФ-)Ав лв(Ф 1+ 

+ IФ 1 )лн лв(Ф+I IIФ-)лв лв(Ф-1) = ii,R (3. 1 1~) 

Оно становится полностыо случайной матрицей плотности R 'Н .4. :8:: Jt я. 
Тогда, применяя метод соответственншu состояния, можно увидеть, что 

чистое состояние IY') А одного кубита А эво,1юционирует как 

11") А А (1"1 ---> В ( \?' 12 ( ~ 1 ЛВ) 1 \'')В = ~ 1 А; (3.119) 

оно становится случайной матрицей в '}-{А' нсзависимо от значения началь
ного состояния lcp) л- Как если бы канал выбросил начальное состояние 
и замешш его совершенно случайны!У! мусором, 
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Альтернативным пре)l.ставлением эво,;тю1щи максимально запутанного 
состояния яв,;тяется 

Таким образом~ вместо тою, чтобы JПВОритъ о трех типах равновероятных 

ошибок, поя:мяющихся с вероятностыо р каж.11ая, мы могли бы говорить, 
ч1о с вероятностыо 4р/3 во.зникаст ошибка, но .. пюстью «рандомизирую
щаю> СОС'lОЯНИе (МЫ МОжем так ГОВОрИТЬ ПО крайней мере ПрИ р ":; 3/4). 
Наличие двух естсетвенных способов онределения «вероятности ошибки» 

н эrом канале иногда может приводить к путанице и недоразумениям. 

Полезной мерой того, насколько хорошо канал сохраняет исходную 

квантовую информацию, является так называемая «точность воснроизвсде
ния ЗШJутанности» Jt'e_. Она кшшчественно определяет~ насколько конечная 
матрица плотности ((бли:ша>> к исходному максимально запутанному состо

янию IФ+}: 
(3.121) 

Д1я деполяризующего кана.Jа :-.tы имеем Ре- __:__ ] -р И; с.1едовательно, можем 
интерпретировать Fe как ljероятtюсть отсутствия оmибки. 

Представлеоне сферы БJioxa 

Также поучитс;Jыю рассмотреть, как деполяризующий кана.1 действу

ет на сфере Б.10ха. Произвольпая матрица IL1отности одного кубнта может 
бытr. записана в ви11.е 

(3.122) 

1;;~е Р - «спиновая поляризация» кубита. Повернем оси таким образом, 
4 • 1 ( чтобы Р = Рзе3 , ар ::__ 2 1 + Р3и3). Тогда, IЮСкольку о-3и3и3 = о-3 , 

а U 10"3 U 1 =- -ст3 :-:- и2 ст3и2 , H3Йi\tM, ЧТО 

(3.123) 

ИСIИ р; -- (] -4pj3)P3 . С учетом СИММе1рИИ OTHOCИTCJILHO ПОВОроТОJJ ВИДНО, 

чrо независимо от ориентации Р 

', ( 4 ) 
4 

р = 1- ЗР Р. (3.124) 
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Следовательно, под действием деполяри~lУющего канала происходит одно
родное сжатие сферы Блоха; спиновая поляризаuия уменьшается на мно
житель (1 - 4р/3) (вот почему мы называем этот канал деполяризующим). 
Этот результат следовало ожидать в связи со едеданным ранее заКJJюченисм 

о том, что с пероятиостью 4р/3 в канапе происходит подпая <<рандомиза
ция» снина. 

Обратимость? 

Почему мы rоворим, что супероператор необратим? Очевидно, мы 

можем обратить однородное сжатие сферы однородным же ра_1дуванием. 
По беда в том, что раздувание сферы Б;юха не положительно и потому не 

является супероператором. Раздувание иреобразует Р длины IPI ,;; 1 в век
тор дднны IFI ?- 1, иреобразуя таким образом оператор плотности в онс
раrор с отрицательным собственным значением. Декогерентизация может 

сжать шар, но нет физического нроцесса, способного снова надуть его! Су

пероператор, бегущий назад во времени, не является супсропсратором. 

3.4.2. Капал затухания фазы 

Нашим следующим примерам является канал затухапия фазы. Эют 
случай интересен с практической точки зрения, поскольку представ.iJЯСТ го

лую, свободную от несущественных математических дета...-тей, карикаrуру 

декогерентизации в реальной физической сmуации. 

Унитарное представление 

Унитарным предстаRлевием канада является 

IO}AIO)в-+ .J1=PIO}лiO}в + v'PIO)лii}E, 
ll}лiO}в-+ .J1=PIJ}лiO}в + v'Pil)AI2}в· 

(3.125) 

В этом случае, в оТШIЧие от деполяризующего ка:на.:ш, кубит А не соверша

ет никаких переходов. Вместо этого он время от времени (с вероятностью р) 

«рассеиваеТ>> окружение, толкая его в состояние 11} Е• если А находится 
в состоянии IO} А• и- в состояние 12} Е• если А находится в состоянии 11) А' 
Бо.::rее того, также в от;шчие от деполяризующего канала, этот канал ВЫ.Jl.С

ляет предпочтительиый базис для кубита А; только в базисе {IO) А 11},4 } не 
происходит опрокидывание спина кубита А. 
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Пре;1ставление Крауса 

Вычисляя частичный снед по Нв в базисе {!О) в, l1)в, l2)в}, получим 
операторы Крауса 

Нетрудио про верить, что Мб+ MJ +М~ = 1. В этом случае не обязатеш.но 
иметь три оператора Крауса; как вы покажете в домашнем упражнении, 

возможно представление двумя операторами Крауса. 

Начальная матрица ruютпостн р эоолюционирует к 

$(р) ~ М0рМ0 + М1рМ 1 + М2рМ2 = 

=( 1 -р)р+р(Роо О)=( Роо 
О Р11 (1- P)Plo 

(1- Р)Ро! ) ; (3.127) 
Р11 

таким образом, диагональные ЗJtементы р остаютСя неизменными, т01да 

как недиагональные - затухают. 

Предположим, что отнесенная к единице времени вероятность акта 

рассеяния Г такова, что вероятность рассеяния за время ~t гораздо меньше 
единицы (р = Г 1\.t « 1 ). Эволюция в течение времени t = nl\.t управ
ляется сунсропсратором $n, так что недиагональные элементы матрицы 
плотности подавляются 110 закону (1 - p)n = (1- Гtlt)'i"' --+ ехр( -Гt) 
(при tlt --+ О). Таким образом, еСJШ мы приготовили !fачальное чистое со

стояние а!О) + Ьl1), то спустя время t » г- 1 оно распадается в некогерент
ную суперпознпию р' = iai 2 IO)(OI + lbl2 11)(11. Декогерентизацня возникает 
в выделенном базисе {!О), 11)}. 

Представдеоне сферы Блоха 

Эту задачу вы исследуете в домашнем упражнении. 

Интерпретация 

Канал затухания фазы можно интерпретировать как описывающий тя

же.1ую <<классическую» частицу (например, частицу межзвездной пыли), 
взаимодействующую с фоновым газом легких частиц (например, с фотона
ми реликтового микроволнового излучения). Можно представить. что пер
вонача.ш.но нЬLжнка была приготов:~ена в суперпозиции собственных со-
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стояний оператора координаты !Ф) = -1-(!х) + 1- х)) (или в более общей 
V2 

суrrерпознции слабо перекрывающихся, прострюtственно-лока.:шзоваmtых 

во:пювых пакетов ). Можно коптролировап~ попедение час1ички пы.rrи, но 
безнадежно пытаться следить за квантовым состоянием всех фотонов, рас
сеиваемых :этой частицей; для наших целей ее квантовое состояние опи

сывается матрицей rшотности р, полученной восле вычисления с:1сда по 

фотонным степеняУ свободы. 
Наш аншшз канала затухания фазы показывает, что если фотоны рас

сеиваются частицей с частотой Г, то недишuнальные элементы матрицы 

тшотности р затухают как е-хр( -Гt) и становятся полностью пренебрежи
мыми при t >> Г 1. Начиная с этго момента, когерентная сунсрпозиция 
собственных состояний оператора наложения полностью разрушена - нет 

никакой возможноl"ТИ восстановить волновые пакеты и заставить их интер

ферирuвать. (EcJJи мы пытаемся получить с помощью частиц пы.rти картипу 

интерференции на двух щелях, то мы не увидим ее, сс:ти пьшинкам необ
ходимо время t >> г- 1 , чтобы пройти путь от ис·rочника до экрана.) 

Частицы пыли тяжелы. Вследствие бо.1ьпrой инерции, их состояние 
днижения мало подвержено влиянию со стороны рассеиваемых фотонов. 
Таки:м образом, имеется два нессизмеримых временных масштаба, име

ющих отношение к динамикс частиц пьти. С одной стороны, эrо время 

затухапия, то есть время, за которое значительная часть имnульса частиц 

передается фотонам: это большое время, если частиr1ы достаточно IЯже

лы. С другой стороны, существует временной масштаб декоrерентизации. 
В этой :моде~'Ш он имеет порядок r- 1 - времени, н течение которотu на ча
стице пы.1и ttроисходит рассеяние одного фотона и которое 10ра:що короче 
иремениого масштаба затухания. В макроскопическом объекте декогерен
тизация протекает быстро. 

Как мы уже отмечали, канал затухания фазы ньщеJrяет предночтите:rь

ный базис для декогерентизации. в нашей «интернрстаrщю> мы предпо

ложили, что им является базис собственных состояний оператора положе

ния. С физической точки зрения декогерентизация выТJ,е.-;тяет пространствен

по докализаванные состояния частиц пы .. tи, поскольку их юашюдействие 
с фотонами лок3..1шзо.вано в пространстве. Частицы, находящися в различи

мых пространствеиных положениях, стремятся рассеивать фотоны но вза
имно ортогонаш~ные состояния. 

Даже если <(Частицы» раз;tелены настолько ма.;ю, что они не разреша

ются рассеиваемыми фотонами, процесс JIСкогерентизации все еще работа

ет подобным образом. Возможно, фотоны, рассеянные частицами, нахотr:я
щтшся в точках + х и -х, не являются взаимно ортогональными, а вместо 
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этого имеют невулевое перекрытие 

Е«). (3.128) 

Тем не менее канал 3а:Iухання фазы описывает тrу ситуацию, но теперь 
с р. замененным на ::р (е спи р -по-прежнему вероятность акта рассеяния). 

Таким образом, темп декогерентизации становится равным Г dec = c:I'scat• 
где гscat- частота рассеяния (см. домашнее задание). 

Интуитивное понимап~е, и.знлекаемос .из :пой простой модели, примс

нимо к огромному множеству физических сюуаций. Расnад ктерентвой 

сунерпозиции макроскопически раз;шчимых состояний «тяже~Jых» объек

тов происхолит гораздо быстрее их затухания. Пространствеиная .:юкали

зацня взаимо;~ействия системы с ее окружением делает предпочтительным 

для дскогерентизации «локальный» базис. По-видимому, но;~обные прин-

цины можно при!~-1енить к декоrерентизации «Состояния кота>> ~ ( ldead) + 

-t- laliYe) ), поскольку состояния {<мертвый» и «живой» можно различить 
Jюкальными испытания.\1и. 

3.4.3. Канал 'Jатухания амплитуды 

Канал штухания CLШUlttmyды представляет собой схематическую "\Ш
де;!Ь распада возбу-жденного состояния (двухуровневого) атома вследствие 
спонтанного из;Jучения фотона. Регистрируя излучаемый фотон ( {<наб~tюдая 
за окружениеМ>>), мы можем выпюнить ПОЗМ, которая дает информацию 
о начальном состоянии атома. 

Унитарное предсrавлеuпе 

Обозначим как IO) А основное состояние атома, а интересующее нас 
возбужденное состояние - 11) А. Роль «окружению> 11I'J)acт злсктромагнит
нос поле, начальным состоянием котороrо нрсдполагается основное IO) Е· 
G'уществует вероятность р того, что некоторое время спус'IЯ возбужденное 
состояние распадается в основное IO) А• что сопровождается из.оучением 
фотона и, следовате~ьно, перехо,,ом окружения из сосrояния IO) Е («нет 
фошною>) в состояние ll) Е (<<один фатою>). Эта звш1юция описывается 
унитарным преобразованием, действующим на атом и окружение как 

IO),,IO)E ~ IO)лiO)E, 

IJ)AIO)в _, ll=PII)лiO)E + vl/'iiO)лll>в (3.129) 



126 ГЛАИА 3 

(Естественно, сели начальным состоянием атома является основное, а окру

жение находится при нулевой темнераtуре, то никакие переходы не проис

ходят). 

Операторы Крауса 

Вычисляя частичный след по окружению в базисе {!О) Е, ll)в}, най
дем операторы Крауса 

( о JP) м,= о о . (3.130) 

Нетрудно проверить, что 

t 1 (1 о ) (о о) М0М0 +М1М1 = 0 !~р -+ о Р =1. (3.131) 

Оператор М 1 индуцирует <<квантовый скачою> - распад состояния 1 1) А 
в \0) А• а М0 описывает эволюцию состояния в отсутствии скачков. Матри
ца Il..iiOTHUCти изменяется как 

(3.132) 

Если мы применим кана.1 n раз подряд, то матричный злемент р11 умень
mнтся согласно 

(3.133) 

Следовательно, если вероятность переход.а в течение времени дt рав
на Г д.t, то верояпюсть того, что возбужденн:ое состояние прожинет в тече
ние :времени t равна (1- Гдt)tfдt---+ e-rt, ожидаемый экспоненциальный 
закон затухания. 

При t ___, оо вероятность заl)'Хания стремится к единице, следователь-
но: 

$(р) = ( РооЬР11 ~) (3.134) 
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Атом IJсегда сва.'JИRается. в свое основное состояние. Этот nример показы
вает, что иногда ока.%rвается возможным, что супероператор преобразует 

начальное смешанное состояние, например: 

о ) 
Р11 

(3.135) 

:в чистое конечное состоян?е. 

КонтролL окружения 

В случае расnада возбужденнш'О атомного состояния, сuпровождающе

Iося излучением фотона, полезно следИть за состоянием окружения с по
мощью детектора фо1онов. И3:мерение окружения готовит чистое состояние 
а-п:Jма и, в сущности, предотвращаает процесс декоrерснтизации. 

Возвращаясь к унитарному пренставле1шю капала заtухания амплиту

ды, мы видим, что когерентная суперпозиция основного и возбужденного 

атомных состояний эвшiюiщонирует как 

( а/0) А +Ь/1) в) /0) Е--> ( а/0) А +bv'J=P/1) в) /0) 1,+Ьур/О) л/1) Е- (3.1 36) 

Реt·истрируя фотон и, следовательно, проецируя окружение на состоя

ние /1) Е• мы готовим атомное состояние /0) А_ Фактически мы приготовили 
состояние, относите.1ьно которого нам точно извесmо, что оно было по

рождеrю начальным возбужденным атомным состоянием /1) А•- основное 
сосrояние не распа.r~ается. 

С другой стороны, если мы не зарегистрировали фотон, а наш детектор 

обладает идеа.ньной чувствитеньноС1ъю~ то мы спроецировали окружение 

на состояние IO) Ь' и, следовательно~ приrотовшш атомное состояние 

а/О) л+ bj]-=p/l)в. (3.137) 

Ввиду неудачи в регистрации фотона становится бодее вероятным, чrо на

чальным атомным состоя:нием бьшо основное! 

Как уже отмсqалось, унитарное преобразонание, которое зануrывает А 
с Е вслед за ортогона:1ьным измерением Е, может быть онистю как ПОЗМ 

в А Rслн /'1') А изменяется как 

(3.138) 
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то ортогональное mмерсние в Е, которое проецирует на базис {ll')в}, для 
каждого резрьтата 1' реа;:нвует ПОЗМ с 

Prob(~t) = tr (F рРл), F" = м;,м,,. (3 139) 

В случае кана.оа затухания амшитуды находим: 

( 
1 () ) 

Fo ~ О 1- р , (3.140) 

гз:е F 0 определяет вероятность успешного детекгирования фотона, а F 1 -

дополнительную к ней вероятность того, что фотон не заре1·истрирован. 

Если мы ожи;щем в течение времени t >> 1·-1, так чm р стремится 
к сJщнице, наша ПОЗМ приближается к ортогошuн,ному измерению, из

мерению начюыюго атомного состояния н базисе {I0).4 .Il)л}. 1-!еобычной 
чертой этого измерения яв .. 'IЯстся то, что мы можем проецировать па со
стояние IO) л, не регистрируя фотон. Это пример того, чю Дикке называл 
«измерением без .юаимодействия» - наблюдая omo'mcmвue из.менения в со

стоянии окружения, мы де~Jаем вывод, каким ,'-lОлжно бьLJО быть атомное 

состояние. Термин «измерение без в1анмодействия» яв.нястся обт.супотре

бительпым, хотя он в некоюрой степени вводит в заб.1ужденис; очевидно, 

что есШI бы t'а\iильтониап Вселепной пе включа...1 свя.зь атома с э.::tектромаг

нитным нопем, то измерение бЫ;"JО бы невозможно. 

3.5, Основное уравнение 

3.5.1, Маркоиекая >волюция 

Форманизм супероператоров предоставляет общее описание JВОiiЮции 

матрицы п:ютности, в том числе эвоJпоции чистш-о сос·rояния в смешанное 

(декогереJrГНзация). В ·юм же смJ,JСле, в каком унитарное преобрюование 

дает общее описание когерентной квантовой ·энолюции. В последнем еду
чае динамику квантовой системы удобно характеризовать галщльтониаиом, 

описывающим эво:ноцию в бесконечно малом интервале времени. Тогда 

динамика описывается дифференциальным уравнением, уравнением Пlре

дингера. Интеi']Jируя это уравнение или, иначе говоря, складывая эво.:поции 

на множестве инфинитезимальных интерва.'ЮR, мы можем рас<...'Читать эво
люцию в течение конечного интерва..Тiа времени. 

Часто. по крайней мере в хорошс~1 приближении, оказьшается RО1мож

ньrм онисание эно~Iюции (не обязательно когерентной) матрицы пл:оmости 
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дифференциальным уравнением. Это так называемое основн.ое уравнение 
(mastcr equation) будет наmей следующей темой. 

В самом деле, непонятно, почему для описания дскогерентизации 

необходимо дифференциальное уравнение. Такое описание во.зможноj ес

ли только эволюция кванrовой системы является «марковской» или, дру

гими словами, локшtыюй во времени. Если эволюция во времени t опера
тора плотности р( t) упрамяется дифференциальным уравнением (первого 
порядка), то это значи-r; что оператор p(t + dt) полностью определяется 
оператором p(t). 

Мы видели, что всегда можем описать эволюцию оператора плотности 

Р.л в гильбертоном пространстве 'Н л, еслн пред1ЮJюжить. что в расширен

ном гильбер1uвом nространстве 7-lл ®1-lв она в действительности является 

унитарной. Но, даже если эволюция в Jt А 0 Jt в унравлястся уравнением 
Шредингера, этого не достаточно, чтобы обеспечить локальность во вре

мени эволюции Рл(t). Действительно, если мы знаем только Рл(t), мы 
не имсс~t t1ОЛНОЙ системы начальных услоний дпя уравнения Illрединге

ра; кроме этого нам необходимо знать состояние «окружения». Так как из 

общей теории супе-роператоров известно, что мы внраве натребовать, чrо 

и момент времени t -= О квантовым состоянием в пространстве Н А 0 'Н в 
является 

РА e>IO)EE(OI, (3.141) 

то наиболее ярким выражением этой трудности является то, что оператор 

плотности р А (t + dt) зависит не только от р А ( t ), но также и от Р.4 в более 
ранние момеюъr времени, поско.%ку резервуар Е1 некоторое время сохра
няет 11амять об этой информации и может вернуть ее обратно в систему А. 

Jто затруднение возникает вследствие тшu, что информация течет по 

ушще с двухсторонним движением. Оперытая система (классическая или 
кваюовая) является дuccunamuвuoй, поскольку информация может перете

кать из системы в резервуар. Но это значит, что информация может также 

течь обратно из резервуара в систему, приводя к немарковским флуктуаци-
' ЯЛ·t n системе-. 

Таким образом, за исключением случая когерентной (унитарной) эво

люции, флуктуации неизбежны, а строго марковекое онисание квантовой 
;щнамики невозможно. Тем не менее во многих отношениях марковскос 

описание является хорошим приб:шжением. Кшочевая идея здесь в том. чrо 

во:Jможно разделение между типичным коррелю(иошtым временем фнукту-

tобсуждая основное уравнение, окружение обыqно называют резервуаром в зfrак уваже
ния к шубоко уrореиившейся терминологии статистической физики. 

2 Jта неизбежная связь лежит в основе флуктуацитто-диссипационной теоремы, мощно
го инструмента стаrистической физики. 
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аций и временным масштабом наблюдаемой нами эвоJПОции. Грубо гово

ря, мы можем обозначить через ( At ),., время, которое требуется резерву
ару, чтобы «забьпь» полученную от системы информацию, - спустя вре

мя ( дt ),е, мы можем считать, что информапия навсегда потеряна, и пре
небрегать возможностью тоrо, что она вновь вернется, чтобы поВJШЯть на 
дальнейшую эволюцию системы. 

Наше описание эволюции системы будет включать в себя «сrnажива

ние» ( «coarse graining») во времени: мы восnринимаем динамику сквозь 
фильтр, скрывающий высо:кочасmтную часть движения с w >> ( дt )c~~r~· 
Тогда марковекое описание должно быть прибдиженно справещrnвым, ес

ли (дt),= « (дt),оа~е; мы можем иренебречь памятью резервуара, по
скольку не в состоянии обнаружить ее влияние. Эw <<марковское прибли
жение» полезно, ecJIIf временной масштаб наблюдаемой нами динамики ве
лик по сравнению с (дt)coarse• например, если временной масштаб затуха
ния (дt)damp удовлетворяет перавеяству 

(Af)damp » (Al)coac~ » (At),es. (3.142) 
Это условие часто вьmшmяется на практике, например, в ато~шой физике, 
где (дt),0, ~ hjkT ~ 10- 14с (Т - темnература) по порядку величины 
больше nшичного времени жизни возбужденного состояния. 

Поучительным примером является случай, в коюром система А пред
ставляет собой один гармонический осцнлляwр (НА ~ wa!a), а ре
зервуар R сосwнт из множества гармонических осцилляторов (Н н = 

= I: w,ь;ь,), сдабо связанных с рассматриваемой системой возмутеннем 

Н'=~ Л(аьt +аtь) L t t ~ · (3.143) 
i 

Гамильwниан резервуара может, например, представтть (свободное) элек
тромагнитное поде, тогда Н' в низшем нетривиальном порядке теории воз

мушений индупирует переходы, в которых осцилляwр излучает или погло

щает один фоrон, при этом уменьшая и.ш соответственно увеличивая свое 

число заполнения n = а t а. 
Мы могшr бы подойш к основному уравнению, анализируя систему 

с помощью зависящей от времени теории возмущений, аккуратно вводя :ко

нечную обрезающую часто'!у. Детюш это1"0 ана;ш.'1а можно найти в книге 

Говарда Кармайюш 1 . Однако здесь я хотел бы обойтись без нею и перс
прыгнуrь к основному уравнению бмее эвристическим путем. 

1 Howard Cannicbael, Орел Systems Approach to Quantum Optics, Springer Verlag, Berlin et al 
1993. На русском языке см. Ю. Л. Климоиrович Статистическая теория открытых систем, 
тr. 1-З, Янус-К М., 1995-2001; Ю. Л. Климонтович Введеиие в физику открытых систеч, 
Янус-К М., 2002. - Прим. ред. 
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3.5.2. Линдб;Iадиан 

При унитарной эволюции изменение матрицы JJJiотпости во времени 
управляется уравнением Шредингера1 

р= -i[H,p], (3.144) 

которое, при не зависящем от времени Н, можно формалыш решить и пай-
ти 

P.(t) ~е iHtp(O)eiHt. (3.145) 

Нашей целью является обобщение этого уравнения на случай марковской, 

но не унитарной, эволюции, в котором мы будем иметь 

(3.146) 

Линейный оператор L, порождающий конечный суnереператор в том же 
смысле, в каком гамильтониан Н порождает унитарную :эволюцию во вре
мени, будет называться линдбладианом. Если L не зависит от времени, то 
формальное решение уравнения (3 .146) имеет вид 

(3.147) 

Чтобы вычислить линдбладиан, мы начинаем с уравнения Шредингера 
для системы, свя..1анной с резервуаром 

(3. 148) 

но, как уже отмечалось, мы не ожидаем, чrо :эта формула д,ля р А может 

быть выражена лншь через р А- Чтобы найти лнндбладиан, необходимо яв
но восподьзоваться марконским приближением (как это делает Кармайкп). 

С другой стороны, предположим, что марковекое nриближение применимо. 
Мы уже знаем, чrо наиболее общий супероператор можно записать в пред
ставлении Крауса: 

Рл(t) = $,[p(O)j = LM~(t)p(O)Mt{t), (3.149) 
~ 

нричем $r~o = 1. Если пролетевшее время является инфинитезимальным 
интервалом dt и 

p(dt) = р(О) + O(dt), (3.150) 
----,-------

1 В статисrической физике это уравнение прння1о называть квантовым уравнением Ли
yвИJIJll(, хотя, 1rонечно, оно непосредственно выводитсJil из уравнения Шредшtгера. - Прим. 
ред. 
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тогда одним из операторов Крауса будет М0 ~ 1 1 О( dt ), а все остальные 

бyJIYT имеn. порядок Vdi. Операторы М,, (!' > О) описывают <<ква•по
вые скачкю), которые с вероятностью nоря;~ка dt может совершап~ система. 
С1е;юватсльно, мы можем записать 

м~ ~ VdiL1,. t" = 1, ~. з,. 
М0 = 1 + ( -iН -t K)dt, (3.151) 

где Н и К эрмиrовы, причем L", Н и К имеют нулевой порядок по dt. 
Фактически, оператор К можно опредеJIИТЬ~ используя ус~IОвис нормиран

ки Крвуса 

1 = L м~ м" - 1 t dt (2к 1 L L),L") , 
р ~>0 

(3.152) 

или 

к=-! L LJ,L" (3.153) 
,tt>O 

Поастанляя это в уравнение (3.149), выражая р( dt) = р(О) + p(O)dt и срав
нивая слю·аемые порядка dt, получим уравнение Линдбла,щ 1 : 

р- .C[pJ- -i[H,p] + L ( L"pLt- ~LtL"p- ~pLtL,,). (3.154) 
.и>О 

Первый член в .CJpJ представляет собой обычное сла1 ас мое Шрс;[инп:
ра, генерирующее унитарную эволюцию. Остальные слагаемые описыва

ют возможные перех.о,т.J,Ы, которые может иснытывать система, нс:.Iсдстнис 

се взаимодействия с резервуаром. Операторы L" называются оператора.чи 
Лиидблада и..1и операторами кваитовых скачков. Кажпое елагасмое L 

1
.tPLL 

индуцирует один из возможных квантовых скач:ков, тогда как слю'аемыс 

-~LLL~-.~P- ~pLLL~-.~ необходимы для корректноп.) описания тех случаев, 
когда скачки не возникшо1: 

Уравнение Линдб;Iада (3.154) и ecn. то, Ч1О мы иска.m, общая фор
ма (вполне положительной) марковекой эвошопии матрицы n.1отности: то 

есть основнос уравнение. Из представления Крвуса, с которого мы на

чина.;Iи, следуе1~ что уравнение Липдблада сохраняет матрит~ п.:юnю
сти: p(H-dl)- матрица •шотности, ес;ш таковой яв;rяется p(l,). )(ействи
телыю, используя уравнение (3.154), можно непосредственно проверитr., 

1 Уравпсние Jlинлблада, описывающее марковскую эволюцию мнтрицы ШJОТНОС1'Н от
крыrой снсте~ы. получе110 в работе G. CindЫad, Оп the П!?nerators oi Quantum Dynamical 
Semig1'0Ups, Commш1. Math. Phys., 48, 119 -130 (1976) ... Прюк. ред. 
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что Р эрмитов, а tr jJ = О. То, что L.(p] сохраняет положительность, неско.:~ь
ко менее очевидно, но, как у-JКС отмечалосr~, следует из представления 

Крауса. 

Если мы вспомним связь между представленнем Крауса и унитарным 
представленнем супероператора, то интерпретацию основного уравнения 

можно сделать более прозрачной. Представнм, что мы нснрерывно контро

лируем резервуар, проецируя его в каж;lЫЙ момент времспи на базис /1-') R· 

С всрояшостью 1 - О( dt) рес!ервуар остается в состоянии /0) R• а с вероят
ностьюнорядка dl он совершает скачок 11 одно из состояний /!-') R (/-' > 0). 
IЪворя, что резервуар <пабьш» информацию, по:тученную от системы (так 

что применимо марковекое приближение), мы считаем, что эти версходы 

происходят с вероятностями, линейно расrущими со временем. Напомним, 

что зто не следует автоматически из зависящей от времени теории воз

мущений. На ма.1ых временах t вероятности отдельных переходов пропор
диональны t2

; мы получаем темп (дифференцируя «золотое правило Фер
ми») только после суммирования по непрерывному континууму возможных 

конечных состояний. Поскольку количество дос1упных состояний в дей

ствительности убывает как Ijt, 11росуммированная 110 конечным состояни
ям веrюятность перехо[{а пропорциона..1ыtа t. Используя марковекое опи
сание динамики, мы явно прсдполага.lИ, что масштаб времени (дt)coarse 
пастО.i!ЫСО веник, что мы можем нриписюъ часто1ъJ разJmчным возможным 

нсрсходам, которые "огут быть обнаружены, пока мы контролируем окру
жение системы (резервуар). Н действительности это следует из требова

IIИЯ (6.t),0 ""' » (6.t),es. 

3.5.3. Затухающий гармонический осцио~ыятор 

В качестве примера, ил..тtюсrрирующего основное уравнение, рассмот

рим в1аимодействующий с ::шектромагнитным полем гармонический осцил

::rятор 

(3.155) 

11рсдпо.1ожим, что температура резервуара равна нулю; тогда будет наблю

)Щ'IЪСЯ падение УJЮВНЯ IЮ3буждения осци."I.i'mтора, сопровождающееся по
следоватсдьным излучением фотонов, но пог;ющения фотонон происходить 
не будет. Следовате~lЪНО, имеется то"1ько один оператор скачка: 

(3.156) 

Здест. Г нрелставляет собой темп расnада первого возбужденного ( n = J) 
состояния осциллятора в основное (n = О) состояние; в соо-rветствии со 
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струюурой гамильтониана Н' темп за'I)'Хания в результате перехода с п-го 

уровня на (n- 1)-й равен пГ1 Основное уравнение в форме Линдблаца 
приобретает вид 

р = -i(H0 , р] +Г ( apat- ~atap- ~pata), (3.157) 

где Н0 = wa t а - гамидыониан осцитштора. Это ro же самое уравне
IШе, чrо и полученное кармайклом с помощью более изощренного aнamna. 

(Мы не учли здесь только лэмбавекий сдвиг, или радиационную перенор
мировку частоты осциллятора, имеющую тот же порядок, что и с.1атаемые 

скачков в L[pJ.) , . 
Снагаемыс скачков в основном уравнении опиСывают затухание ос

циллятора вследствие излучения им фотонов2 Чтобы исследовать влияние 
скачков, удобно перейти к представлению взаимодействия; определим опе
раторы р1 и ar в представлении в:щимодейстния 

так что 

p(t) ~ e-iH,tPr(t)eiНot, 

a(t) = e-iНo'ar(t)eiНot, 
(3.\58) 

(3.159) 

где фактически a1 (t) =- ае-iс,л, следовательно, в правой части уравне
ния (3.159) можно заменить ar на а. В отсутствии за'I)'Хания переменпая 
.ii :::с-= е-· iHotaeiHot = aeiwt ОСТЗСТСЯ ПОСТОЯННОЙ. Ilpи НаJШЧИИ За1УХЗНИЯ .ii 
измеюrется в соответствии с уравнением 

~ (ii.) = ~ tr(apr) = trap, (3.\60) 

а из (3. \59) мы имеем 

trap = 1' tr ( a 2 p1at - ~aatap1 - ~aprata) 

=Гtr(![al,a]apr) = -~tr(ap,) = -~(ii.) (3.161) 

1 n-e возбужденное coc-roJIHИe oclЩ.!UUiтopa может интерпретиронатъся: как состояние n 
невзаимодействующих частиц; ero темп затухания равен пГ, nоскольку исчезнуrь nри этом 
может любаи из n частиц (.кванrов). 

2 Эта модель распространяет наше обсуJКДенне канала затухания ампmпуды, скорее на 
затухающий осuИЛJ1ятор, а не на за'l)'Хающий кубнт. 
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Интегрируя зто уравнение, получим 

(ii(t)) = e-Гt/2 (ii{O)). (3.162) 

Аналогично, число заполнения осци.imятора n = а t а ",.,.. а t а затухает со
гласно 

;ft (п) = ~ (ata) = tr(atap1) = 

= Гtr (ata2p1at- !ataalap1 - ~а1ар1а1а) = 

= Гtra1[a1,a]ap1 = -Г~ratap1 = -Г(п), (3.163) 

что после интегрирования дает 

{n(t)) = e-r'(n{O)). (3.164) 

Таким образом, Г представляет собой темп затухания осЦИJUIЯтора. Мы мо
жем интерпретировать и-е возбужденнос состояние осциллятора как со

стояние n невзаимодействующих часпщ, каждая из которых распадается 
с отнесенной к единице времени вероялшс1ъю Г; следоватеш~но, уравне

ние (3.164) и есть тот самый экспоненциальный закон, которому удовлетво
ряет численность популяции распадающихся часпщ. 

Бо.1ее интересно то, что говорит основное уравнение о декогерентиза

ции. Детали этого анализа будут в домашнем задании. А здесь мы проана

лизируем более простую задачу - осЦИJUIЯтор, испытывающий затухание 

фазы. 

3,5-4. Затухание фазы 

Чтобы смоделировать затухание фазы гармонического осцидлятора, 
возьмем другую связь осциллятора с резервуаром: 

(3.165) 

Таким образом, существует только один оператор Линдблада, а основное 

уравнение в представ.:"Jении взаимодействия имеет вид 

(3.166) 
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Здесь Г может интерпретироваться как частота (отнесенная к еципице вре

мени всроятносn>), с которой фотоны резервуара рассеиваются осцюшяm
ром, находящимся в первом возбужденном состоянии. Если чис.tо заполне

ния равно п, ·ro частота рассеяния становится равной п2Г. Причина ноявле
пил множителя n2 состоит в том, чrо все вюrады в амплитуду рассеяния от 
каждой из n осцилляrорных «частиц» складываются когерентно; амrшитуда 
пропорциопальна п, а частота (темп) - n2 

Уравнение 1\JIЯ р1 (3.166) легко решить в базисе чисел 1аnолнсния. 
Разлагая 

(3.167) 
n,m 

(где ataln) ~ nln)), запишем OC!IOI!HOe уравнение в ВИJ\е 

г 2 -2(n- m) Pnm· (3.168) 

Ею инте1рирование даст 

(3.169) 

Если мы приготовим подобную «кот-состоянию» суперnозинию соб

ствсiшых состояний онсратора чисел занолнения с большой разницей зна-

чений n 

lcat) ~ ~ (10) 1 ln)), n » 1, (3170) 

то псдиагопа.lыiые элементы матрицы плотности будут за1)'хать как 

ехр (- Гn2 t/2). Фактически э1u точно такой же тип поведения, что и об
наруженный нами нри апа.rшзе затухания фазы оююru кубита. Темп декоге
рснтизации равен п2Г, так как оп равен частоте рассеяния фотонов резер
вуара осцюu1Ятором, возбужденным в сос1uяние \n). Как и ранее, мы ни
дим также, что декогерентизация фазы выбирает предпочтительный ба.1ис. 
Она возникает в базисе собственных состояний оператора чисе:т заполне
ния, поскольку это именно 10т оператор, который входит в свя.зт~ осциштя

тора с резервуаром Н'. 
Вернемся к за·1ухюшю амплитуды. Поскольку в нашей моде .. 1и зюу

хания аМJшитуды в связь осци.пятора с резервуаром Н' входит оператор 

уничтожения а (и сопряженный ему оператор рождения at), то можно прем
по.rюжи1ъ, что декогерентизация возникает в базисе собственных состояний 
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операюра а. Когереитное состояиие 

la) = e-lu''/2ea•'IO) . 
= n 

е ,al'/2 L ~ln) 
n~abl 
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(3.171) 

предстакmет собой собственное состояние оператора а, отвечающее соб~ 

ствешюму значению а. Два когерентных состояния с разными собствсшJы~ 

ми значениями а1 и а2 не ортоrоиалъны друг другу: 

l{a 11a2 )1''. ,.-;a;fe-'"11e2 Re(aia.,) = ехр ( -la1 - о.2 1 2 ), (3.172) 

сдедовательно, перскрытие очень мало при большой величине la1 - а2 12 . 
Представим, что мы приr'О·ювили «кот-состояние)) 

(3.173) 

супернознцию когерентных состояний с la1 - а2 1 » 1. Вы накажете (в до
машнем упражнении), что недиагоиальиые элементы матрицы плотности р 

1а1)'Хают как 

exp(-~1 la 1 -a212) (3.174) 

(при Гl << 1). Таким образом, темп декогерентизации 

Гd., ~ ~la1- <>2I 2Гdamp (3.175) 

оiро,."ен по сравнению с темпом за'I)'Хания. Такое поведение также легко 

интерпретируется. В когерентном сосюянии ожидаемое значение числа за

полпения равно {alatala) ~- lal2 Следова:,·слыю, если <>1,2 сравнимы но 
модулю, но имеют существеюю разные фазы (как в суперпозиции волно
вых лакстав с минимальной всонределенностью, центрированных в ТОЧ"Ках 

f х и -х), темп цскогерентизации имеет порядок темна эмиссии одного 

фотона. Он очень велик по сравнению с темном диссинации значите.:Iьной 

части энергии осншыятора. 

Аналогично можно рассмотреть осцилсJЯтор, связанный с резервуаром, 

нахо;(ящимся при конечной тсмпера:rуре. Вновь темn декогерситизации бу

;.tет иметь норядок частоты кшучения и;rи поглощения одного фотона, но 

теперь она гораздо выше, чем при пулевой темпера1уре. Поскольку фотон~ 

пыс моды с час1отой, сравнимой с частотой осцил.Jтя1uра w, имеют терми~ 
чески равновесное чис.1о запо;шения 

(3.176) 



!38 !ЛАВА 3 

(при Т ~ hw ), то интенсивность взаимодействия уве;шчивастся множите
лем n

1
. Тогда мы имеем 

(3.177} 

где х амiШИтуда осцилляuий, а >.т -- тепловая длина во;mы ;(е Бройля. 

Декогерентизация протекает очень быстро. 

3.6. В чем проблема? (Здесь есть проблема?) 

Наш обзор оснований квантовой теории почти завершен. По прежде 
чем мы займе?.t:ся своим главным делом, кратко проанализируем состояние 

зтих оснований. Находится ли квантовая: теория в «хорошей форме» ИJТИ 

в ее корнях имеются фундаментальные пробнемы, до сих пор требующие 
своего решения? 

Одной такой нотенциально серьезной нроблемой, впервые упомяну
той в§ 2.1, является пробле.uа ю.wерения. Мы отмечали странный дуаJШЗМ, 
присущий аксиомам квантовой теории. Существует два способа измене
ния кванrовоrо состояния: детерминистская уиитариая ,')волюция и веро~ 

ятностное измерение. По почему измерение должно принцнпиа.1ъно от

личаться от любого дpyroru физического нроцссса? Э·rот дуали~lм вселяет 

в некоторых людей подозрение, что современная формулировка квантовой 
теории вес еще не полна. 

В этой шаве мы многое узнаJIИ об измерениях. В § 3.1. 1 мы обсуди
ли, как унитарная эволюция может привести к появлению корреляций (за

путывания) между системой и <<nеременной-указателем» измерительного 

прнбора. Таким образом, чистое состояние системы может эволюциониро
вать в смешанное (после взятия следа по сосmяниям «указателя))), которое 

допускает интерпретацию как апсамбля взаимно ортогональных чистых со

стояний (собственных состояний оператора плотности рассматриваемой си~ 
стемы), каждое из которых возникает с вполне определенной вероятностью. 

Таким образом, уже в этом простом высказывании .заложены зерна более 

шубокого понимания того, как исюпочительпо в рамках унитарной эволю

цнн может возникнуть <<КОJшапс» (редукция) вектора состояния. С друтоii 

стороны, в § 2.5 мы говорили о том, что интерпретация матрицы юотно
стн как ансамбJIЯ неоднозначна. В § 2.5.5 мы особенно ясно видели, Ч1О 
ес.11и мы снособны измерить «указатеJIЬ)> в любом понра:вивmемся нам ба
зисе, то мы можем приготовить систему в любом из множества «~кзотиче

ских.)> состояний, суперпознций собственных состояний системы р (теоре-
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ма ЖХЙВ). Следовательно, редукция (разрушающая относитет.ные фазы 
состояний в суперпозицин) не может быть объяснена одним тот.ко запуты

ванием. 

В§ 3.4 и§ 3.5 мы изучали друrой важиый аспект процесса измерения
декогеренmU3ацию. Главная идея состоит в том, что в случае макроскопи
ческих систем мы не можем надеяться ус.i1едить за всеми микросiQ)nичс~ 

скими степенями свободы. Нам прихQiщтся дово.JIЬстооваться сглажепным 

(caarse-grained) описанием, получающимся в результате взятия следа по 
множеству ненабшодаемi.rх перемснных. В случае макроскоnического из

мерительного прибора мы должны взять след по степеням свободы окруже

ния, с которым прибор неизбежно взаимодействует. Тогда мы обнаружим, 
что прибор искшочитеJIЪно быстро релакснрует в некоторый предпочтн
тельный базис, определяемый прирадой связи прибора с его окружением. 
Похоже, чrо особенностью гамильтониана Вседенной яв.пяется то, что фун

да.\оiентальные взаимодействия хорошо локализованы в пространстве, сле

довательно, избираемый в процессе декогерентк•ации базис также хорошо 
локаJШЗован в пространстве. Кот иди жив или мертв, а не в суперпозиции 

состояний l/V2(1alive) + ldead) ). 
Вычисляя след по степеням свободы окружения, мы нолучаем более 

полную картину процесса измерения, <<редую\ИИ>>. Наша система запуты

вается с прибором, который, в свою очередь, запутан с окружением. Ес.1и 
мы рассматриваем микросостояние окружения, как недоступное в любой 
момент времени, то мы вправе говорить, что измерение состоялось. Отно
сительные фазы базисных состояний системы безвозвратно nотеряны - ее 
вектор сосmяния кошiапсировал. 

Конечно, с принципиалъной IОЧКИ зрения никакой реальной потери ин

формщии о фазах пет. Эволюция системы+nрибора+окружения является 

унитарной и детерминистской. В прннпипе мы, вероятно, могли бы выпол

нить в высшей степени нелокалъное измерение окружающей среды и вос

становить якобы разрушенную фазовую информацию о системе. В этом 
смысле наше объяснение комапса, но выражению БеJJла, годится только 

<<дня всех практических целей» (FAPP: «for all practical purposes»). После 
«и~мсрения)) коrеренmость системы ба..1исных состояний в принципе мог

ла бы быть восстановлена (мы могли бы обратить измерение с помощью 
«квантовоrо удалению)), но осуществление такого измерения в высшей сте

пени невероятно. В самом деле, коллапс имеет место только ((ДЛЯ всех прак

тических целеЙ>> (хотя, вероятно, мы могли бы доказать в космологическом 

смысле, что некоторые измерения действитеJIЪно прниципиальио необра
тимы), но существует JШ то, чю достойно быть 11с «ддя всех практических 

це.:тей»? 
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Нашей целью в физике является обьяснсвис набтодаемых ян:-Iсний на 
основе как можно бoJJee простых моделей. Не нужно посту:IИроватъ два 
фундаментальных процесса (унитарная звошоция и юмерение), еспи суще
ственным является только один и..1 них (унитарная эволюция). Тогда нри

мем, 1ю крайней мере временно, такую rипоте·3у: 

Эвошоцня щцкuутой квантовой системы всегда унитар11а. 

Конечно, мы видели, что не все супероператоры унитарны. Суть ги

потезы в rом, что неунитарная эволюция открытой системы, n том чис.Jс 
и происходящая в процессе измерения редухция. всегда возникает n резуль
тате игнорирования некоторых степеней свободы большей системы. Э·rа 

точка 1рения была провозглашена Хыого Эвереттом в 1957 r1• Согласно ей 
эnотоцня кваJповоrо состояния Вселенной является действительно ;::J;стер

министской! 

По лаже если мы сог:rаснмся с тем, что редукция объясняется деко

гсрентизацией в системе, то есть на самом де.1с яв..Jястся детермипиро:ван

ной, мы не и.збаnимся от всех зю:адо:к ь.-вантовой теории. Для. во.шооой 
функции Все..1снной фактически сущестнует су11ернозиция состояния, 11 ко
rором кот мертв, и состояния, в ко·rором кот жив. Несмо1ря на ~то. всякий 

раз, коtда я наблюдаю :ш котом, ои либо жив, либо мертв. Оба 11схща ВО1-
можны, но только один и1 них реализуется я действитедьпости. Почему 

зто так? 

Ваш ответ на зтот вопрос может зависеть от вашего понимания кван

товой теории. Существует (по меныпей "ере) JJ.вa прие:м.;Jемых напрапления 

рассуждений. 

llл&J'OJiиK: Физика описывает реальность. В квантовой теории {<Волновая 

функчия Вселенной» предсtаWIЯст полное описан11е физической рс

алыюсти. 

Позитивист: Физика описывает наши ощущеиия. Во:шовая функция КОiiИ

рует состояние наших знаний, а задача кван1uпой теории - дать по 

возможности наилучщие предсказания относите;п,но будущего на ос

нове теJ<ущего уровня наших знаний. 

Я верю в реальность. Я думаю, ч·ю мои доводы праrматичны. Как фи

зик, я стремлюсь к наиболее экономичной модели, «объясняющей» ro, что 
я воспринимаю. По крайней мере д.r.rn физика, простсйпшм пре;:щоложсни
ем является то, чrо мои (и ваши) ощущеiШЯ скорреJtированы с лежащей в их 

1 Н. Everett, П1 "Relative State" Formulatfan О/ Quanlum Mechanic~·, Rev. Mud. Phys., 29, 
454-462 (1957).- Прим. ред. 
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основе внешней по отношению ко мне реальностью. Серьезлому философу 

эта онтология может показа1ъся безнадежно наивной. Однако я преrщочи
таю верить в реальность. поскольку зто предположение выглядит простей

шим из тех, что моrnи бы успешно объяснить мои ощущения. (В подобном 
же духе я нредпочитаю верить, что наука представля:ет нечто большее, чем 

nросто консенсус. Я верю, что наука сnособствует nрогрессу и нрибпи

жает нас к удовлетворительному пониманию Природы ~ законы физики 

открыты, а не нриi\уманы. Я верю н это, потому что это наиболее иростое 

объяснение тшо, почему ученые так легко приходят к взаимопониманию.) 
Те, кто придерживается другой точки зрения (даже если существует 

объективная реальность, вектор состояния описывает не ее, а всеrо лишь 
уровень наших знаний о ней), склонны считать, что современная форму

;шро.вка кванwвой теории не вполне удовлетворительна. что существует 

более глубокое описание, все еще ждущее своего открытия. Пока вы не 

сможете убедить меня в обратном, мне предсташтяется более разумным 

предполагать, что волновая функция ;щет описание реальности. 

l:':.Сли мы но~1агасм, что волновая функция описывает реальность, и если 

примимаем точку зрения Эвереп·а, что вся эво:попия явдяется унитарной, 

то мы обязаны признать. что вес возможные исходы измерения имеют оди

нан:овое прако быть «реальнымю>. Как тогда понять, почему к эксперименте 
rеа.:шзустся только один результат- кот И:lИ жив или мертв. 

На самом деле заесь пет никако1u 11арадокса, CCJПI только мы (в ду

хе интерпретации Эверетта) ГОТОIIЫ включить и себя в квантовую систе

му, описываемую во;шовой функцией. Эта волновая функция описывает 
все возможные корреляции между подсистемами, в том числе между котом 

и состоянием моего сознания. Если мы приrотовnли щrот-сосrояние)), а за

тем наблюдаем за ним, 10 оператор шютности (после взятия следа по всем 
внешним степеням свободы) вриобретает вид 

( Prob ~ ~), 

( Prob = l) 2 . 

(3.178) 

Эта матрица шютности р описывает две альтернативы, но в обоих случа
ях я имею точное знание о состоянии здоровья кота. Я никогда не вижу 

его полуживым-1юлумертвым. (13 соотве·rствии с О!Jытом. я нахожусь в соб
ствешюм состоянии ((Оператора определенности».) 

Допуская, что волновая функция оnисывает реальность и что вся эво
тоция явпяется унитарной, мы nриходим к интерпретации кваmовой тео

рии на основе «множественности миров». В зтой карrnнс Rсякий раз, когда 
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совершается «измерение», волновая функция Вселевной <<расшеПJ1Яется>> 

на две ветви, соответствуюшне двум возможным исходам. После множе

ства измерений сушествует множество ветвей (множество миров), каждая 

из коmрых с одинаковым правом может описывать реальность. Это ра.1мно

жение миров выrnядит насмешкой над нашим намерением разработать наи

более экономичное описание. Но мы следуем одной kОнкретной ветви и д.ая 
предсказания того, что мы увидим в едедующий момеm~ множестоо других 

миров не имеет значения. Размножение миров ничего нам не СТОИ'I: «Мно

жественность миров» может показаться странной, но стоит ли удив.пяться 

тому, что полное описание реальности - нечто находящеrося полнос-1ъю за 

пределами нашего опыта, кажется нам странным? 

Включив себя в реа.;1ьность, описываемую воmювой фунюtией, мы 

поняли, почему мы восцринимаем определенный результат измерсиия, но 

по-прежнему стоит следующий вопрос: <<Каким обрюом в этот (детерми
нистский) формализм входит понятие еероятНQсти?>> Этот вопрос продол

жает бсспокои1ъ, для ответа на него мы должны быть rотовы точно сфор
мулировать. что значит «с вероятностью»? 

Слово <<вероятность>> используется в двух различных смыслах. Иногда 

вероятность означает частоту. Мы говорим. что вероятность того~ что 

монета выпадет орлом вверх равна 1/2, если мы ожидаем, что при много
кратном подбрасывании монеты число выпадений орла, деленное на полное 
число подбрасываний, сходится к 1/2. (Это, однако, иенадежнос понятие; 
даже если вероятность равна 1/2, монета все равно может выпа01ъ орлом 
триллион раз подряд.) При строгом математическом обсуждении теория ве

роятностей часw формулируется как рюдел теории меры - она занимается 

свойствами бесконечных последовательностей. 

Но в повседневной практике, а также в кванrовой теории, вероЯ11Ю

сти обычно не являются частотами. Ко1·да мы ВЪlПОлняем измерение, мы не 

можем nовторить его бесконечное число рю на идентично приrотовленных 
системах. С wчки зрения Эверетта, или с космологической, существует 

только одна Вселенная, а не множество одинаково приготовленных ее ко

пий. 

Так что же такое вероятность? На пракrике это число, коwrюе да
ет количественное определение дое10верности утверждения при данном 

состоянии знаний. Возможно, зто удивительно. что такое представление 

можно положить в основу хорошо определенпой математической теории, 

иногда называемой <<бейесовским>> подходом к вершшюсти. Термин <<бейе

совский>> отражает теоретико-вероятностный метод, обычно исподьзуемый 
(в науке и в повседневной практике) для проверки гипотезы при наличии 
некоторых результатов наблюдения. Проверка гипотезы выполняется с ис-
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пользованием правила Бейеса дпя условной вероятности: 

Р(А0 /В) = P(BIA0 )P(A0 )/P(B). (3. 1 79) 

Предположим, например, чrо А0 - приrоrовление частного кванrовоrо со
стояния. а В - часrnый результат измерения состояния:. Мы выполнюш 
измерение (получение В) и теперь хотим сделать закшочеиие о rом, ка

кое сосrояние было приrо'овлено (вычислить Р(А0 /В)). Кванrовая ме
ханика позволяет нам вычислить Р(В/А0), но она ничеrо не rоворит о 
Р(А0 ) (нли Р(В)). Мы делаем предположение относительно Р(А0 ), что 
возможно, если принять «принцип безразличИЯ>>: если неизвестно; что бо
лее или менее вероятно, А; нли А;, то _предполагается, что Р(А,) = P(Aj ). 
Как только множество приmтовлений определено, мы можем вычнсJШть 

Р(В) = L P(BIA,)P(A.) (3. 180) 

и, следовательно, применяя правило Бейеса, получить P(A0 IB). 
Но если мы будем считать, что теория вероятностей дает количествен

ное определение достоверности при данном состоянии знаний. то мы обя

заны спроси11~ (Шри состоянии чьих знаний»? Чтобы построить обье:ктив

ную теорию, мы должны интерпретировать вероятность в квантовой тео

рии не как предсказание, основанное на нашем текущем состоянии знаний, 

а скорее как предсказание, основанное на самом пошюм во:шож1юм знании 

о квантовом состоянии. Если мы готовим состояние 1 i х)• а измеряем и3 • 
то мы rоворим, чrо с вероятностью 1/2 резулътаrом является 1 i z), не по
rому, что эrо лучшее предс:казание, которое можно сделать, опираясь на ro, 
что нам извесmо, а потому, что это лучшее предс:казание, mторое кто-ли

бо может сделать. независимо от тоrо, как много он знает. В зтом смысле 

результат истинно случайный; его невозможно предсказать с уверенностью, 

даже если наше знание является полным (в nротшюптюжностъ псевдо
случайности, возникающей в классической физике вследствие неполноты 

наших знаний). 
Как же теперь нам извлечь вероятности из детерминистской Вселен

ной Эверетта? Вероятности возникают, поrому что мы (часть системы) не 

можем с уверенностью предсказать наше будущее. Я знаю формализм, мне 

извесmы гамильтониан и вотrовая функция Вселенной, я знаю свою ветвь 
волновой функции. Теперь я собираюсь следить за коrом. Мгновение спу

сrя я буду определенно знать, что кот мертв, или я буду уверен в том, что он 

жив. Даже со всеми своими знаниями я не могу предсказать будущее. Даже 
имея полное знание о настоящем, невозможно сказать, каким будет состо
яние моего знания после того, как я понаб.'lюдаю за :котом. Самое лучшее. 
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что я могу, это приписать вероятности результатам. Итак, несмотря на то, 

что волновая функция Вселенной детерминистская, я, как часть системы, 

не способен на большее, чем делать вероятностные прсдскюания. 

Конечно, главным героем :ной истории яшmстся декогерептизация. 

Мы можем последовательно приписать вероятности альтернативам Dcad 
и Alive, если только интерференция между ними невозможна (нди по 
крайней мере пренебрежима). Вероятности имеют смысл, только когда 
мы можем исчерпывающим образом идентифицировать множества взаим

но исключающих альтернатив. Поскольку это сложный вопрос, реально ли 

возникновение интерференции в более позднее время, мы не можем ре
шить, нриемлсма JШ теория вероятностей, рассматривая квантовое состо

яние в данный момент времени; мы до~-пкны проttсрить множество взаим

но исключающих ( сотаженпых) историй IL-ш поспедовательностей событий. 
Существует утонченная техника ( «фунщионалы декон:рснтизацию>) опре
деления того, являются :т различные истории в достаточной степени неко

J·срентными, чтобы им можно бы~'10 корректно приписать вероятности. 
Итак. позицию Эвереттамuж7Ю нримирип. с набтодаемым квантовым 

индетерминизмом, однако, насколько я понимаю, в зrой картине остается 

тревожащее белое nятно. Я собираюсь набпюдюъ за котом, и я знаю, чrо 
мгновение спустя матрица ILlопюсти rJримст ВИJ~ 

/dead)catlkпow it's dead)щe' 

/alive)catlkпow it's alivc)щe> 

Prob = Р dead' 

Prob-= Pa!ivc· 
(3.181) 

По как я узнаю, что Pdead и Paiive действительно янняются теми вероят
ностями, которые я (в моей бейесовской картине) моrу приписать своим 

будущим ощущениям? Мне по-прежнему необходимо правило иреобразо
вания этого оператора плотности и приписываемые алы-ернативам иероят

ности. Предположение о таком правиле выглядит противоречащим фило

софии Эверетта; мы предпочли бы сказать, что е]\инствснным прави;юм, 

необходимым 11-'Я форму:тировки теории, ЯjjJIЯСтся уравнение Шредингера 
(и, возможно, предписание, указывающее начальную волновую функцию). 

Постуотрование формулы вероятности находится в опасной блюости к до
пущению. что, в конце концов, существует ведетерминированный нроцесс 

измерения. Это сложная, касающаяся фундамента теории, проблема, по.l

ностью удовлетворительного решения которой я не знаю. 

Поскольку, касаясь природы вероятности в квантовой теории, мы пс 

в состuянии полностью избавиться от замешательстиа, может быть, полезно 

прокомментировать интересное предложение Хартла. Чтобы осуществить 

его предложение, мы должны вернуться (возможно, с сожалением) к ча-
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стопюй интсрнрстации вероятности_ Идея Хартла состоит в том, что нам 
не нужно считать интерпретацию вероятности как часть постулата об из· 

:\-!'срспии. Па самом деле nостаточно сдс;шть более слабое предположение: 

Нели мы rотовим квантовое состояние la) такое, что Ala) ~ 
пlа), и сразу вслед за э·•им измеряем А, m результатом изме-

рения ЯВ;lЯСТСЯ а. 

Эю выпiЯцит как прецположение о том, что во Вселенной Эверепа дСЙ· 

ствуст бейесовский подход. Я собираюсь измерить набтодаемую, и по.шюф 

nая функuия бу/{СТ ветвиться, но если наблюдаемая имеет одно и то же 
'Шачение н каждой ~етви, то я могу нре;~сказать результат. 

Чтобы реализовать частотную интерпретацию вероятности, нам сле
){уст, строго говоря, рассмотреть бecкoJrcчFroc множество испытаний. Допу

стим. мы хотим сделать уrвержцение относительно вероятности получепия 

резуJПпата 1 Т.) при измерении 17 3 в состоянии 

I>P) = al r ,) f bll,). (3.182) 

Тогда мы должны нрсдставить, что припУюв.;Iено бесконечное чисдо копий, 

то есть состояние имеет вид 

1"'(=)) = (IФI)"" = I>PI ® IФ) ® IФI ® ·· ·, (3.183) 

и мы мысленно представляем измерение u 3 в каждой из ко1rий. Форма.."lЬ

но случай бесконечного числа испытаний можно сформулировать как N 
испытаний в вределе J\' --+ оо. 

Идея Харпа состоит в том, чтобы рассматривать оператор <<срелпсю 
СШiна» 

N 
_ 1. 1 I: (i) u 3 ----" IПl н С.Тз 1 !\' -->QO 1'f 

i=l 

(3.184) 

и доказывать, что (lф))N при N-> оо стремится к собстветюму cocmo
Jmuю оператора iТ3 с собственным значением la1 2 -IЬ12 Тог;щ мы можем, 
сс1 ... сщясь на с.забый посту.'Iат измерения, сделать вывод, что измерение ffэ 
нанерияка ласт резу.1ьтат la.1 2 - IЬI 2 , и, сле!IОRате.1ьно, lal2 равно той части 
наших спинов, которые ориентированы вверх. В этом смысле, lal2 является 
вероятностью mro, что измерение "'з дает резу,lьтат 1 r ,). 

Рассмотрим в качестве nримера частный с.аучай 

(3.185) 
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Мы можем вычислить 

(,Pj:")litзiФ1N)} =О, 

(,piN)Iit~IФ),N)} = ,~2 ( ФiN) ~".~i)".~j) wj,N)) = 

= ~2 I;o,j = 1~2 = ~· (3.186) ,, 
Формально переходя к ПреТJ.елу при N ~ 00, мы прихо;:~;им к выноду, что и~ 
имеет исчезающую дисперсию вокруг его средиего значения (&3 } =О, сле

довательно, по крайвей мере в Э11JМ смысле, IФ~=)} явдяется «собственным 
состоянием» оператора it 3 с пулевым собственным значением. 

Коулмен и .. lеснисвски отметили, что в доказательстве Хартла можно 
пойти дальше и наказать, что результат измерения 1 Т z) не только появ
ляется с правильной частотой, но •rro результаты 1 i ,} случайпым обра
·юм рас:предеr,ены. Чтобы придать смыс."' эmму утверж~ению, мы должны 

сформу>шровать определеiШе случайносrn. Мы говорим, •rro бесконечная 
последовательность битов случайна, если она ltесжи.чае.ма; нет проще спо

соба rенерировшъ первые N битов, чем просто выписать их. Мы формали
зуем эту Иl\еЮ, рассматривая длину кратчайшей компьютерной программы 

(для векоторого компьютера), 1·енерирующей первые N битов последова
тельносrn. Тогда для случайного ряда 

днина кратчайшей программы > N - coнst, (3.187) 

где константа может зависеть от конкретного используем:шu компьютера 

и.."lи от конкретной последовательности. но не от N. 
Коулмен и Лесниевски рассмотрели ортогональный проскционный 

оператор E,.ndom• 11ействие I<Оторого на IФ} - собсrвенное состояние опе

ратора".~') уловлетворяет условиям 

E,·=domiФ} ~ 11/J}, 

сели нослсдоватслъность собственных значений u~i) случайна, и 

E,.ndomi.P} =О, 

(3.188) 

(3.189) 

если эта последовательность не случайна. Одного этого свойства недо

статочно лля определения того. как Erandoш действует на всем простран
стве (1i2 )=, но с учетом допоmштельиого, имеющего технический харак
тер, прслпо;Jожения они HiШLlИ, что Erandom существует, единственный 
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и обладает свойством 

(3.190) 

Таким обра:юм, мы «также можем сказать», что j'lj..·ioc:>)) является случайным, 
что касается измерений 0'3 , - процедура, отличающая случайные сосrоя~ 

ния от неслучайных, которая прекрасно работает д.пя последовательности 
собственных значений оператора о-3 , столь же надежно будет идентифици-

ровать IФ~"')) как случайный вектор. 
Эти аргументы интересны, но они не приносят мне полного удоВJiетво

рения. Бо:п,ше всего беспокоит необходимость рассматривать бесконечные 
н оследонательности ( обшая черта любой частотной интерпретации веро
ятности). При любом конечном N мы не можем применить ослабJ"Iенный 
пОС'!Улат измерения Хартла, и даже в IJРеделе N ---'!- оо применение зто

го постулата содержит некоторые тонкости. Желательно было бы иметь 

усиленный слабый постулат измерения, применимый к конечному N, но 
я не знаю, как сформулировать такой посrулат илн как его объяснить. 

В заключение: Физика должна описывать объективный физический 
мир, и лучшим из известных нам представлений физической реальности 

ямиется квантово-механическая воmювая функция. Фюика должна стре

миться обьяснять все наблюдаемые явления как можно более экономично, 
в частности, не апеruшруя к пос1улату, что процесс измерения управляется 

иными динамическими принципами, неже;ш другие процсссы. К счастью, 

все, что мы знаем о физике, совместимо с гипотезой о том, что все физиче
ские процессы (в том числе измерения) могут быть точно смоделированы 

унитарной эволюцией волновой функции (илн матрицы плотности). Если 

микроскопическая квантовая система взаимодействует с макроскопическим 

прибором, ro «для всех пракгических целей)} декоrерентизация вызывает 
«КОЛЛШIС» ВОЛНОВОЙ функции. 

Если мы избегаем рассматривать и:~мерение как некий таинственный 
процесс и принимаем волновую функцию в качестве описания физиче

ской реальноС'IИ, то это ведет нас к Эверетrу или интерпретации квантовой 

теории с позиции «множественности миров». Согласно этой точке зрения 

все возможные исходы любого (<Измерения» рассматриваются как ((реаль

ные)) - но я воспринимаю rолько один результат, поскольку состояние мо

его мозr·а (как части квантовой системы) сильно скоррелировано с ним. 

Несмотря на то, что эволюция волноnой функции в интерпретации 
Эверстга является детерминистской, у меня нет возможности однозначно 
ЩJС,il,сказать результат выполняемого в будущем эксперимента - я не знаю, 

в какой ветви волновой функции окажусь после него, следовательно, я не 

в состоянии нрсi~сказать будущее состояние моего разума. Таким образом, 
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хотя «глобальнаю> картина в известной степени детерминистская, из моетu 

собственного локал,~ного вида изнутри системы я ощущаю квантово-меха

ническую случайность. 

Мой личный взr;1яд состоит в том, чтu эверепопекая интерпретация 

квантовой теории дает удовлетворительное объяснение измерения и прИJЮ

,цы С!I}'Чайности, но все еще не дает полного объяснения квантово-механи

ческих правил вычис,;:rения вероятностей. Для пштного объяснения следует 

выйти за рамки частопюй интерпретации вероятности - в иn,еале хотелось 

бы поставить бейесовский взгля;~ па вероятность на надежное объективное 

основание. 

3.7. Резюме 

ПОЗМ. &ли мы ограничиваем наше внимание поднространством бо

пес широкого ги.1ьбсртова пространства, то ортоrонапьное измерение (из
мерение фон Неймана), выполненное в более широком нространстве, вооб

ще говоря, не может быть описано как ортогональное измерение в подпро

странстве. Это скорее обобщенное измерение или ПОЗМ, ре3ультат которого 

ноявляется с вероятностью 

Prob(a) ~ tr (F.p), (3.191) 

где р - матрица плотности подсистемы, F 11 - положительные зрмитовы 

операторы, удовлетворяющие условию 

l:F. = 1 (3.192) 
а 

IЮЗМ в 1tл может быть реапюована как улитарное иреобразование на тсн
:юрпом произведении 1i А ® 1i в после ортоrоналыюго измерения в 1i в. 

Суuеро11ератор. Упятарная в 7t А ® 'Н в эволюция в общем случае 
не будет вышя;(еть унитарной, сспи мы ограничим свое внимание только 

пространством 7t А- Скорее звоmоция в 7t А булет описываться суперапера
тором (который обратим только ·rогда, когда он увитарен). Произвольный 
супероператор $ имеет нредставление операторной суммы (представление 
Крауса) 

$ (3.193) 

где 

"мtм = 1 L.; 1-t /), . (3.194) 
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Фактически .1юбое разумнос (линейное и вподне положительное) отобра
жение матриц плотности в матрипы плотности имеет унитарное nредстав

ление и представление онераторной суммы. 

Декогерептизапия. Декогерентизация ·- разрушение квантовой ин

формации вследствие взаимодействия системы с ее окружением -- может 
бып~ описана суперонсратором. Есшr окружение час·ю <(рассеивает» систе

му и его состояние не контрОлируется, тогда в искотором выделенном бази

се (обычно, в соотнетствии с прирадой связи системы с окружением, выби

рается нространственно-локаJJИ3ован:ный базис) недиаrональныс .эJЕсмснты 

матрш~ы шют1юсти системы быстро затухают. Временной масштаб декоге
рентизации определяется частотой рассеяния, которая может бьпъ горазrю 

бо.1ьше темпа затухания состояния. 

Основное уравнение. Когда соо1'Ветствующий динамический времен
ной масштtlб открытой кваиговой системы ве:JИк по сравнению со време
нем, в течение коrорого окружение юабываеп> квантовую информщию, 

эволю1~ия системы эффективно лакальна во времени ( марковекое прибли
жение). Подобно тому как общая унитарная эволюция генерируется га
мильrонианом, общая маркоnекая эволюция генерируется супероператором 

Линдблада r., как это описывается основным уравнением 
р ер •• _ -i[H,pJ + 2: ( L,.рч- !LtL,,p- !pLf.L,.). (3.195) 

1' 

Здесь каж;1ый оператор Линдб"'да (или оператор квантовою скачка) 
предстанляст «квантовый скачою>, который в аринципе можно регистри

ровать, ec:m достаточно тщательно коюролировать окружение. Решая ос
новное ураинение, мы можем вычислить темп дскоJ·сренти'3ации открытой 

системы. 

3.8. Упражнения 
3.1. РеалН3ацвя ПОЗМ. Рассмотрим ПОЗМ, ОПJJСi1Сленную чеТЬiрr.мя по

ложите;rrыiыми 011сраrорами 

р1 = !1 l,)(i, j, 

1 
Р, ~ zl ix)(1x 1, 

['.2 ---- 1.11 )(l 1 2 z, ' z ~ 

(3.196) 

Покажитс, каким обра:юм лу ПОЗМ можно реали:ювать как ОJУГОГО
нальнос измерение в двухкубитовом гильбертовам нространстве, есJш 

ВВеден О,lИН ВСПОМОПН'СЛЬНЫЙ (ancilla) СПИН. 
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3.2. Обратимость супероператоров. Цель этого упражнения - показатъ, 

что супероператор обраrnм только тогда, когда он уиитарен. Напом· 
ним, что тобой суперонератор может быытъ представлен в виде оnе

раторной суммы; он действует на чистое состояние как 

.М(IФ)(ФI) = _LM,.IФ)(ФIMt. (3.197) 

" 
где :L MLM,. = 1. Другой суперолератор N называется обратным по 

" отношению к М, если N о М = 1, или 

_LN.M,.IФ)(ФIM1Nl = IФ)('I/,1 (3.198) 
J',a 

для moбoro IФ). Отсюда следует, что 

(3. 1 99) 

"·" 
а) Исnользуя условия нормировки, которым удовлетворяют Na и м,., 

по кажите, что N о .М = 1 влечет за собой 

(3.200) 

для всех а и р., другими сJювами, каждое произведение NaM,. 
пропорционадъно тождественному (едниичному) оnератору. 

Ь) Исполъзуя рсзудътат (а), покажите, что ДJIЯ всех р. и v мtм,. про
порционально тождестnепному онсратору. 

с) Покажите, что из (Ь) следует упитарность М. 

3.3. Как мвоrо супероператоров? Сколько вещественных nара.~етров не
обходимо для параметризапии супероnератора общего вида 

$: р- р', (3.201) 

если р - оператор плотности в N -мерном ги;n.бертовом !Гростран
стве? [Указание: Сколько вещественных чисел nараметризует эрми
тову N х N -матрицу? Как много линейных отображений ~рмнтовых 
матриц на эрмитовы матрицы? Как много сохраi!.Яющих след отобра

жений эрмитовых матриц на эрмитовы матрицы?] 
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3.4. Насколько быстра 11еко•·ереН1·изацви? Очень хороший маятник с мае· 
сой т = 1 г и крутовой частотой w = 1 с- 1 имеет доброnюсть Q ~ 
= 109

. Маятник притотовлен в состоянии «кот-суперпозицию) 

jcat) = ~(lx) + 1- х)) (3.202) 

волновых пакс~тоn с минимальной нсопределепностью, nервоначально 

покоящихся в положениях ±х, где х = 1 см. Оценить по порядку вели
чины, как быстро прОизойдет декогерентизация этого «КОт-состояния», 
если окружение находится 

а) при нулевой темнсратуре; 

Ь) при rомнаnюй температуре. 

3.5. Затухание фазы. На лекции мы по.1учили представление операторной 
суммы канала затухания фазы для одного кубита с операторами Крауса 

M 0 =Ji=Pl, М1 =у'р~(l+<Т3 ), М2 =у'р~(1-<Т3 ). (3.203) 

а) Найдите а.пы'Срнативное представдение, используя только два опе
ратора Крауса N 0 , N 1 . 

Ь) Найдите унитарную 3 х 3-матрицу И ~а такую, что полученные вами 
в (а) операторы Крауса (дополненные третьим N 2 = О) связаны 
с М0 1 2 соотношением 

(3.204) 

с) Рассмотрите унитарное представление однокубитового канала 

/0) А /0) Е -> V1=P /0) л/0) Е+ у'р /0),,/"Уо) Е• 
/1)л/О)Е _, Jl=PI1)лiO)E + v'Pil)лi"Y1)E, 

(3.205) 

где I"Yo) Е и 11'1) Е - ортогональные /0) Е нормированные состоя· 
ния, удов.1етворяющие условию 

о< € < 1. (3.206) 

Покажите, чw это тоже канал за'I)'Хания фазы, и найдите его пред
ставление операторной суммы с двумя операторами Крауса. 

d) Допустим, что канал из (с) описывает то, что происходит с куби
rом, когда на нем рассеивается один фоrон. Выразите темп деко

герентизации гdecoh через темп рассеяния г scatt· 
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3.6. Декоrсревтнзаi(Ия па сфере Блоха. Пара"етризуйте матрицу тютио
сти одного кубита слсаующим образом: 

р= ~(1 ~J'.и). {3.207) 

а) Онишите, что нроисходит с Р под действием капала затухания фа
зы. 

Ь) Опишите, что происходит с ft [ЮД действием кана:Iа 3атухания ам
плитуды, определяемою оператора."и Крауса 

М0 ~О у~1°_Р). м,7(~ '{!) (3.208) 

с) Проде11айте m же самое ;.1дя ((Дiюйного кана...1а Паули»: 

г.-: Гр fP 
M0 ~yl-pl, М1={2и,, М"~V2.:т". (3.209) 

3. 7. ДскОI'ерентизация за·rухающего осцн.-шя·I'Ора. Па лекнии ~ ы гово
рИJш, что в представ.1ении взаимоJiейспшя матрица н:ютности p1 (t) 
осци:LJятора, который может ИЗ.!)'Чать кванты в находящийся ври ну

;Iевой re~nepaтype резервуар. подчиняется основному уравнению 

i>1 с_ 1' ( apra1 - ~a1apr- 1pra1a), 
где а - оецJL'L1Я1орный \шератор уничrожения. 
а) Рассмотрите величину 

(3.210) 

Х(Л, t) ~ tr [p1 (t)eлat "-л'а], (3.211) 

1де А - комплексное число. Испош ... 1уя основнос уравнс11ие, вы
ведите и репmтс дифференциа.н.ное уравнение ;ця Х (Л, t). Най-

дите Х(Л,t) = Х(Л',О), (3212) 
me Л' яВJrястся функцией от Л, Г и t. Чrо зто 1а функция 
Л'(Л, J', t)? 

Ь) ПредпоJЮжи", что при t = О пригоrовлено <<кот-состояние» ощшr
лятора 

Jcat) ~ - 1 (la1) 1 1<>2 )), 
V2 

где Ja) обозначает коrсрентное состояние 

(3.213) 

• :.>. 1 
ja) = e-lиl i 2eaa JO). (3.2\4) 

Используйте результат (а), чтобы получить матрицу П.;ютности 
в более поздний момент времени t. Каков темп 3атухапия недиа
юна.1ыrых злемен·юв р (в Э'ЮМ когерентно" базисе) при Гt « 1? 
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Квантовое запутывание 

4.1. Несепарабельность ЭПР-пар 

4.1.1. Скрытая квантовая информация 

1 Лубоки е аспекты, о1личrоощие квантовую информацию от к.-Jассиче
ской, вк.1ючают в себя свойства, привлечение и использование квшtтового 

зппуmы(Jш-тя. Вспомним, что, согласно § 2.4.1, бинарное состояние запу
тано, ес.rш e1u число JПмидта болыпс с;~инипы. Зшiутанные состояния ин
тересны тем, что в них проявляются не имеющие· классических аналогов 

корре."'ции. 

В качестве примера напомним опреде.1енное в § 3.4.1 даксuJшльно :т
путанное состояние двух кубитов (1L1И :JПP-napa 1 ): 

(4.1) 

«Максимально запутанный» означает, чrо если мы вычислим след по состо

яниям кубита В, чтобы найти онератор плотностир А кубита А, то получим 

онсратор, пропорциональный единичному: 

(4.2) 

(и аналоi·ично Рв - ~lв)· Это значит, что резуш.тат измерения спи
на А НJ(ОЛЬ любой оси бу71:ет полностью случайным: с вероятностr.ю 1/2 
мы найдем его ориентированным вверх, и с вероятностыо 1/2 вниз. 

Следовательно, если мы выполним любое локальное измерение А или В, 
то не понучим 1шкююй информации о приготовленном состоянии, лишь 

1 ЭПР - Эйншrейн, Подолъский, Розе н. - Пpu.:w. перев. 
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породив вмесrо зrого случайный бит. Эта ситуация резко контрастирует 

со случаем одного кубита в чистом состоянии. Лриготовпв, скажем, 1 t ;J 
или J !п)~ мы можем хравить в этом состоянии один бит и достоверно 
извлекать его, вьmоJшяя измерение вдоль оси {t. В случае двух куби1ов 

нам следовало бы уметь хранить два бита, но в состоянии IФ+) АВ эта ин
формация скрыта; по крайней мере, мы не можем извдечь ее, измеряя А 
или R. 

Фактически IФ+) АВ является одним из представитедей введенного 
в § 3.4.1 базиса четырех взаимно ортоюнальных сосrояний двух кубитов, 
каждый из которых также максима...т:rьно запутан: 

IФ±)Ав = ~(IОО)Ав ± IЩАв), 

1>/,±)Ав = ~(IOl)Aв ± llO)Aв). 
(4.3) 

Представим, чrо Алиса и Боб играют с Чарли. Чарли готовит одно из этих 

четырех сосrояний, кодируя таким образом два бита в сосrоянии двух

кубитовой системы. Один из них нрсдставляет собой бит четности (IФ) 
или j-ф) ): пара.wсльпы или антипард.IШеJiыfы состояния двух спинов? Дру
гой - бит фазы (-1 или - ): какой четности выбрана суперпозmщя двух 
состояний? Затем ЧарJIИ посылает кубнт А Алисе, а кубит В Бобу. Чrобы 
выиграть, Алиса (или Боб) должна определить, какое из четырех сосrояний 

пригоrовил Чарли. 

Конечно, если бы Алиса и Боб соединили свои кубиты вместе, то они 

смогли бы иденmфицировать состояние, выполняя ортогональное из~tере

ние, проецирующее на базис {IФ+), IФ-), 11/>+), 11/>-) }. Но представим, что 
они находятся в разных городах и вообще не могут связаться лруг с другом. 

Действуя локально, ни Алиса, ни Боб не могут извлечь никакой информа
ции о сосrоянии. 

Все, что они мoryr делать докально, .это манипулировать зтой инфор

мацией. Алиса может применить иреобразование и 3 к своему кубиrу А, 

из"еняя относительную фазу IO) А и ll) А· Это действие обращает бит фазы, 
храиящнйся в запутанном состоянии: 

IФ') .... ln, 
11/>1-) +411/>-). 

(4.4) 

С другой стороны, она может применять преобразование u 1, коюрое опро

кидывает ее спин (10) А .... 11) А) и таким образом инвертирует бит четности 
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запутанн01u состояния: 

!Ф+) ._.J.p+ ), 
ln....,-IФ ). 

(4.5) 

Aн!LlOI11ЧHO и Боб может маиипулирова1ъ запутанным состоянием. Фак

тически, как мы обсужда.1И в § 2.4, или Алиса, или Боб могут выпол
нить локw•ьное унитарное преобразование, заменяющее одно максимWlЬ
но запутанное состояние на JПобое другое максимwтьно запутанное состо

яние'. Поскольку их лока.оьные унитарные иреобразования не могут изме

нить Рл :.:...-: Рв = ~1, информация, коТОJЮЙОни манипулируют, ни одним из 
них не может быть прочитана. . 

Предположим теперь, что Алиса и Боб могут обменивюъся (классиче

скими) сообщениями о результатах своих измерений; тогда вместе они мо

гут узнать о том, как скоррелированы их измерения. Запутанные сосгояння 

базиса удобно характеризоваu, одновременными собственными значениями 

;tвух коммутирующих набтодаемых 

А В 
Ut®O"t, 

0'1 ® иf; 
(4.6) 

собственное значение оператора и: QSJ иr является битом четности, а соб
ственное значение о-11 е o-f - битом фазы. Так как эти операшры ком
мутируют, они н принпипе могут быть измерены одновременно. Но это 

невозможно, пока Алиса и Боб выполняют локальные измерения. Они мог

ли бы оба решить измерить свои спины вдоль оси Z, приготовив одновре
менно собственные состояния операторов и~ и uf. Поскольку и: и uf 
коммутируют с оператором четности uf ® uf, их ортогональные измере
ния не возмущают бит четности, а их результаты можно скомбинировать 

так, чтобы получить значение этого бита. Однако операторы а-: и а-: не 
коммутируют с оператором o-f ® o-f, поэтому выполненное таким спо
собом измерение бита чеuюсти возмущает бит фазы. С !\ругой стороны, 

АJшса и Боб моrлн бы решить измерить свои спины вдоль оси х; тогда 
они моrnи бы узнэ:rь бит фазы ценой возмущения бита чепюс11<. Но они 

не могут одновременно выполнить оба этих измерения. Чrобы можно бы
.110 налсяться получить бит четности без возмущения бита фазы, Алисе и 

Бобу нужно получип. информапию о произведении 'Т~ ® o-!f, не изме-
1 Но, конечно, зтоrо недоста'ОО'iНо .ЦJJ11 того, 'ПОбы: вы:поJШИТь nрои·!вольное унитарное 

nреобразование в •Jстырехмсрном пространстве 1-l А ® 1i в, содержащее также и не макси
ма.'lьно заnуrанные оосюя:ния. Максимаm,но запутанные состо11ния: не образуют подпросrран
ства -- их суперпозиция обычно не Jl&:lJieтcя максима..аьно заnутанной. 
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ряя отдельно ни и1, ни а'{{, что не может быть выполнено локальным 
образом. 

Пусть теперь А1иса и Боб соберутся вместе, так чrобы они могди опе~ 

рировать своими кубитами сообша. Как они мо1ут узнать бит четности 

и бит фазы их пары? Применив подходящее унитарное преобразование, 
они могут повернуть запутанный базис {[Фс~-}, [1/i'"'}} таким образом, что 
он перейдетвнезапутанный базис {[00}, [01}, f!O}, [11}}. Тогда Алиса 
и Боб могут и.змерить кубиты А и В, чтобы получить искомые ими биты. 
Как строится это преобразовапие? 

Воспользуемся удобным моментом. чтобы ввести обозначение, которое 

будет широко использоваться далее в этом курсе, обозначение квантовой 
схемы. Кубиты изображаются горизонтальными тrнмми, а однокубитовое 

унитарное преобразование tJ · 

В частности, ниже нам очень пригодится о;щокубитовос унитарное преоб

разование Ада.м.ара 

(4.7) 

которое обла;щет свойствами 

Н2 = 1, (4.8) 

и 

Н<73Н = <7 1 • 
(4.9) 

[мы можем рассматривать Н (с точностью до общей фазы) как поворот на 
JГОЛ 8 ~ 7Г вокру1· ОСИ fl = _l_ (n, + flз), КОТОрЫЙ ПСреR0,1ИТ друг В друга 

v2 
оси i и i; мы имеем 

U(ii,B) = lcos~ Hn·бsiн~ = i~(a1 +а3 ) = iH.] (4.1 О) 

Также полезно двухкубитовое преобразованис, известное как обратимое 
XOR или контролируемое НЕ (CNOT) преобразование; оно действует как 

CNOT : [а, Ь) _, [а, а. Е& Ь) (4 11) 
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на базисных состояниях а, Ь = О, 1, где а ЕВ Ь обозначает сумму по мол:уиrо 
I(Ба. CNOT изображается !1ИаJраммой 

а 

а$Ь 

Таким образом, это иреобразование инвертирует вшрой бит, если первый 

и!-.fеет ·шачсние 1, и действует тривиально, ecJlи первый бит имеет значе
ние О; оно облал.ает свойством 

(CNOT) 2 
• 1 ® 1. (4.12) 

Мы пазынаем а кинтролир.У'ЮЩlLU битом (ю1и источнико.м) операции 

CNOT, а Ь -контролируемым битом (или целью). 
Комбинируя .1ти «нримитивные» нреобрюования, и."'и квантовые вен

тtши, мы можем ностроитт> дру1·ие унитарные преобразования. Например, 
«схема)) (читается слева направо) 

nредставляет nроизведение nрименеиной к нервому кубиту операции Н 
и следующей за ней CNOT с первым кубитом в качестве контролнрую
щеtо и вторым - в качестве контролируемого. Непосредственно видно, что 

э·t·а схема прсобра:~уст стандартный базис в 3311утанный: 

\00)--+ ~(!о) 1-\1))\0) _, IФ+), 

\01)--+-1 (\0) 1·\1))\1)->11/!1), 
v'2 

\10)--+ ~(I0)-\1))\0)--> IФ ), 

\11)--> ~(\0) -\1))11)--> 11/J ), 

(4.13) 

так что первый бит становится битом фазы в запутанном базисе. а второй -
битом четности. 



158 Г;IАВА 4 

Аналогично мы можем обратить преобразование, проходя схему в об
ратном направлении (поско;тьку и CNOT, и Н идемпотенmы); если мы 
применим обращенную схему к запутанному состоянию, а затем измерим: 

оба бита, то мы узнаем значения бита фазы и бита четности. 
Конечно, Н действует только на один из кубитов; «нелока.;1Ьной» ча

стью нашей схемы является операция контролируемого НЕ (CNOT)- это 

операция, устанавливающая нлн устраняющая занутьшание. Если бы толь

ко мьr могли выполнить «межзвездную CNOT», то бьши бы в состоянии 
запутывать пространственно-разделеииые пары или изалекатъ закодирован

ную в них информацию. Однако мы не можем этого Сl\елать. Чтобы ВЫIЮJI

нить эту рабоrу, вентиль CNOT должен действовать на це.'Iь, не открывая 
значения источника. Лоханъных операций и классической связи для этого 

недостаточно. 

4.1.2. Эйнштейновекая локальность н скрытые перемеооые 

Эйнштейна смущало квантовое запутывание. В конце концов он сов

месmо с Поцольским и Розсном (ЭПР) вырази.1 это беспокойство в том, 

что они рассматривали как парадокс1 . Согласно более поздней интерпре
тации Бома, оШiсанная ими си1Уация в действительности та же самая, что 

и обсуждавшаяся в § 2.5.3. Данное максяма..~ьно запутаннос сосrояние двух 
кубитов поделено между Алисой и Бобом, Алиса может выбрать о,цно из 
нескольких возможных измерений, чтобы выполнить его на своем спине, 
реализуя тем самым раз,;шчные возможные интерпретации ансамбдей мат

рицы пло11юсти Боба; например, она м:о:жет приготовить собственные со

стояния: или и 1' или О" 3· 

Мы видели, что Алиса и Боб не могут использовать это яаление ;vrя 

сверхсветовой связи. Эйнштейн знал зто. но оставался неудовлетворенным:. 
Он считал. что теория, дающая полное описание физической реальности, 
должна удовдетворять более строгому критерию, который можно назвать 

эйнштейнавекой локальностью (нног)щ известный как локалыtый реализм). 

Предположим, что А и В - разделенные пространственно-по

добным интервалом системы. Тогда в полном описании физи

ческой реадьности действие, совершенное над системой А, не 
должно изменятъ описание системы В. 

1 А. Einstein, В. Podolsky, N. Rosen, Сап Quantum-mechankal Description of Physical Reality 
Ве Considered Complete?, Phys. Rev., 47,777-780 (J935); современная нttтсрпретацня: мыслсн~ 
uoro эксперимента ЭПР, НСПQЛЬЗ)'Ющая максимально запутанное сосrо.а:ние спинов, предло
жена Д. Бомом: D.Bohm, Quannun Тheory, Prentice-Hall, Бnglewood Cliffs< New Jersey (1951); 
неревод: Д. Бом, Квантовая теория, М., Наука (1965). - Пpu.'lt. ред. 
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Но ес:ти А и В запутаны, измерение А выпшmено и кmtкретный по
лученный результат известен, ro матрица плотности В обязательно изме
нится. Следовательно, согласно критерию Эйнштейна описание квантовой 
системы с помощью волновой функции или оператора плотности не может 
считаться полным_ 

Эйнштейн пытался представить более полное описание, которое устра
нило бы индетерминизм квантовой механики. Теории такого рода называ

ются теориями локальных скрытых переменных. В теории скрытых пере

менных измерение в дейс:rвите.аъности явдяется детерминистским, но вы

глядит верояmостным, поскольку некоmрые степени свободы точно неиз

вестны. Например, возможно, что для описания приrотовленного спинового 

состояния, которое в квантовой теории рассматривается как чисmс состоя

ние 1 r ,}, в действительности существует более глубокая теория, в которой 
оно параметризуется как (2, Л), где Л (О ( Л ( 1)- скрытая переменная. 
Допустим, что при современном уровне :экспериментальной техники мы 
не контролируем .\, следователLно, когда мы готовим спиновое состояние, 
,\ может принять любое значение - распреде:тение вероятностей, управля

ющее ее значениями, яааяется О[{Нородным на единичном интервале. 

Теперь предположим, что при измерении спина вдо.dЬ оси ii) поверну
той на угол В оnюсительно оси Z, буnет получен результат 

\lz} при О (Л ( cos2 ~' 

\12 } при cos2 ~ <Л ( 1. 
(4.14) 

Еспи мы знаем .\, то резу;zътат является детерминистским, но ecJПf ,\ пол
ностью неизвестна, тогда управляющее измерением распределение веро

ятностей будет соrласоваться с предсказаниями кванrовой теории. В тео

рии скрытых неременных случайность результата измерения не является 

ее :внутренним свойством; скорее она яапяется следствием невежества -
наше описание системы не является максимально возможным пmшым 

описанием. 

Теперь как насчет запутанных состояний? Когда мы говорим. чrо тео

рия скрытых. персменных является локальной, мы подразумеваем, что она 

удоалетворяет зйнштейновскому требованию лОI<а.J"JЬности. Измерение А пе 

lfзменяет значения переменных, опреде.1Яющих измерения В. Когда Алиса 

измеряет свою половину запутанноrо состояния, которое ОFШ делит с Бо

бом, она получаст информацию о значениях скрытых переменных, уве,1и
чивая возможность предсказать, чrо получит Боб после измерения своей 

половины. Эrо :кажется похожим на то, что имел в виду Эйнштейн, говоря 

о более noJmoм описании. 
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4.2. Неравенство Белла 

4.2.1. Трм кваотовые мо11еты 

ЯIIПЯстся пи теория скрытых переме11ных просто нсреформу:шроокой 
квантовой теории, или она представляет собой лапуекающую проверку ,-и

нотезу? Плодотворная идея Джона Беша coc·roя;Ja 8 том, чтобы прове

рить зйнштейновскую локальность, рассматривая ко:шчсственные свойства 

корре~IЯций между рсзу.nыатами, полученными двуМЯ 1ксперимента1орами, 

Алисой и Бобом, И'3мерявшими разные части систе\fы, находящейся в '!аnу
таююм сосюянии. Рассмотрим пример корреляr(ий, которые А;rиса и Боб 

хотели бы оm.яснить. 

И1учасмая А:1исой и Бобом система мог;ш бЪI бытh описана слс;,ую

щим образом: Аниса в Насадсне имеет 8 своем расrюряжении три RЫЛО

жсuныс на стол монеты, nомеченные как 1, 2: 3. Каждая монета выпадает 
<<орлом» (О) или <<решкой» (Р), но они 3акрыrы непрозрачными крышками, 

так что Ллиса не может сказать, что на них выпало. Она может открыть ша

бую одну из трех ыонет и таки" образом узнать ее :шаченис (О или Р). Но 
как то;.тько одна монета оказывается. открытой~ две другие закрытые моне

ты мгновенно исче.заюr облачко?vf дыма и Алиса у-же не имеет ПОЗ\южности 
открыть их. В ее расnоряжении множество копий трехмонетпшо набора и в 

конце концов она нонимае'l~ LJTO, независимо от rot·o, какая монета открыва
ется. вероятности обнаружить О или Р одинаковы. Ьоб в Чикаrо имеет ана

логичный набор монет, также nомеченных 1, 2 и 3. Он тоже обнар}"жиоае1; 
что кажл:а.н из его монс1~ когда открывается, с олинакооой вероятностыо 

показывает или О, ИJПJ Р. 

Фактически А~шса и Боб имеют мпожестоо идентичных копий поде

ленных между ними наборов монет; они проводят обширную серию :жс

неримснrов, чтобы исследовать, как их наборы монет корре.1ируют меж
ду собой. Они быстро делают замечательное открытие: всякий раз, когда 
АJшса и Боб открывают монеты с Оi\mrаковыми метками (l ,2 или 3 ), они 
всегда находят их н одинаковом сос1'0ЯIIии - обе пока.1ывают или О, или Р. 
Они проводят MИJLi'IИOH исuытаний, чтобы быть точно уnерснпыми, что это 
nроисходит всегда! Их наборы монет идеально скорре:тированы 

Алиса и Боб догадываются, что обнаружили нечто важное, и часто 
раз!Uваривают по телефону, обсуждая внезапные и,1еи о с:м:ыснс сяоих ре
зультатоn. Однажды А.iтиса находиласr~ n особенно за.'{)'МЧиоом настроении. 

Алиса: Ты знаешь, Боб, мне иногда тру,1rю решиТh, какую из трех мо11ет 
открыть. Я знаю, что если я открою, скажем, монеrу 1, то монеты 2 
и 3 исчезнут, и у меня не будет возможности узнать, что вьшало на 
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них. Хотя бы ра3 мне удалось открыть две и3 трех монет и узнать, что 

на них выпало: <<Оре.ю> (О) или ((решка>> (Р). Я пыталаст~. но эm дсй

ствителыю невО~!vlожно -- нет сnособа увидеть одну монету и не дать 

исчеЗJiуть другим! 

Боб: [Долгая пауза]. Эй! ... подожди минутку, Алиса, у меня появилась 
идея. Смотри, я думаю, что у тебя есть способ в конце концов 
УJIШть, что выпало на двух твоих монетах! Допустим, ты хотела бы от
крыть монеты 1 и 2. Ну, тогда я открою свою моиеrу 2 здесь, в Чикаго, 
и сообщу тебе, чш я обнаружи.1, пусть, к примеру, на ней выпало О. 
Тогда мы знаем, что есJШ ты тоже откроешь монету 2, ro наверняка 
найдешь О. В этом нет НИЮ!КИХ сомнений~ так как мы проверяли это 

миллион раз. Верно'' · 

Алиса: Верно . 

Боб: Но теперь тебе пи к чему открывать твою монеrу 2; ты же точно 
знаешь, что на ней обнаружишь. Вместо Э1UГО ты можешь открыть 

монеrу 1. Тогда ты узнаешь, чm вылало па обеих монетах. 

Алиса: Гмм ... , ;..ta, может быть. Да, я имею н RИJIY, что раныuе, когда мы 
открывали одни и те же монеты, это всегда срабатьша~10. но теперь ты 

откртд свою мопеrу 2 и твои монеты 1 и 3 исчеЗJГИ, а я открыла свою 
монету 1, и мои монеты 2 и 3 исчсз;ш. Нет возможности даже попы
таться еще ра.1 пронсрить, что случилось бы, если бы мы оба откры:ш 

монеrу 2. 

Боб: Не надо проверять это еще раз, Алиса; мы уже милmюн раз проверя

ли это. Смотри, твои монеты в Пасадене, а мои- в Чикаго. Очени.;::що, 

что просто нет способа, которым мое решение открыть мою монету 2 
может повлиять на то, что ты обнаружишь, когда откроешь свою м:оне-

1)' 2. То есть это невозможно. Просто когда я открываю мою монеrу 2, 
мы получаем информацию, необходимую нам, чтобы с уверенностью 
нредсказать, что произойдет, когда ты откроешь свою монету 2. Так 
как мы уже уверены в этом, зачем заботиться о проверке! 

Алиса: Хорошо, Боб, я понимаю, что ты имеешь в виду. Поч:ему мы не мо
жем выполнить эксперимент, чтобы увидстrз, что действительно про

исходит, когда ты и я открываем разные монеты? 

Боб: Я не знаю, Ао1Иса. Бьшо бы невероятно J ю;тучить хоть какое-ш финан
сирование такоm ((r.;ryпom» эксперимента. Я имею в виду, интересует 
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ли кого-нибудь на самом деле, что происходи1~ когда я открываю мо
нету 2, а ты -- монету 1? 

Алиса: Я не уверена. Но я слышала о теоретике по имени БеСiл. Говорят, 

что у него интересные идеи относительно монет. Возможно, у него 

есть теория, которая делает предсказанис опюсительно того, что мы 

обнаружим. Может быть, нам стоит поговорить с пим? 

Боб: Хорошая мысль! И даже неважно, имеет его теория смысл или нет. 

Мы можем тем не менее пре.шюжить эксперимент, чтобы nроверитi~ 
его предсказание, и тогда нас, возможно, спонсируют. 

Итак, Алиса и Боб ошравляются в ЦЕРН1 , чтобы побсседоватr, с Бел
лом. Они рассказывают ему об экспери.".ентс, который они предлагают вы

IЮJшить. Белл внимательно слушает их, но некоторое время с отрешенным 

видом хранит молчание. А.;шсу и Боба не очень э-rо беспокоит, так как они 
не много понимают из того, что говорят теоретики. Но наконец Белл го

ворит: 

Белл: Я думаю, что у меня есть идея .... Когда Боб открывает свою моне
ту в Чикаго, он не может оказать никакого влияния на монету Атtсы 

в Пасмснс. Вместо этого то, что обнаруживает Боб, открывая свою 

монету, дает некоторую ииформацию о том, что случится, когда АJшса 

откроет свою монету. 

Боб: Ну, то есть что я и говорил .... 

Бе.Jш: Правильно. Звучит разумно. Итак, допустим, что Боб в этом прав. 
Теперь Боб может открыть любую одну из его монет и уJпать навер

няка, что найдет Алиса, когда она откроет соответстпующую монс1у, 

Он никак ие затронул ее монеты; он просто получил информацию 
о пей. Нам придется сделать вывод, что должны существовать некото

рые скрытые пере.менные, которые определяют состояние монет Али

сы. И есШI эти персменные полностыо известны, тогда сос1uянис каж

дой из монет Алисы может быть однозначно предсказано. 

Боб: [Раздраженный всей этой абстрактной чепу.хой]. Да, ну и что? 

Белл: Когда ваши коррелированные наборы монет были приготовлены, 

значения скрытых переменных не бьши полностыо опреде.1ены, вот 

1CER.t'\i' -Европейский центр ядерных иuыедований. - Прим. перев. 
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почему на любой одной монете с равной вероятностыо может вы
пасть О, а может и Р. Однако должно существовать некоторое рас
пределение вероятностей P(x,y,z) (с x,y,z Е {О,Р}), которое харак
теризует приготовление и управляет -rремя монетами Алисы. Этн ве

роятности должны быть неотрицательны и в сумме равны едmшце: 

P(x,y,z)=!. (4.15) 

.x,y,z( {0,Р} 

Алиса не может открыть все три ее монеты, следовательно, она не 

может непосредственно измерить P(x,y,z). Однако с помощью Боба 
она в действительности может открыть любые две монеты из свое1о 

набора. Обозначим как PsameC i, j) ·вероятность того, что монеты i и j 
( i, j = 1, 2, 3) показывают одно и то же: ипн обе О, или обе Р. Тогда мы 
видим, что 

P,ame(i, 2) = Р(ООО) + Р(ООР) + Р(РРО) + Р(РРР), 
P,.me(2, 3) = Р(ООО) + Р(РОО) +Г( ОРР) t Г(РРР), 

P,ame(I, 3) ~ Р(ООО) + Р(ОРО) + Р(РОР) + Р(РРР). 
Из уравнения (4.15) неносредственно следует, что 

P,ame(1, 2) + P,.me(2, 3) + P,.me(l, 3) = 

(4.16) 

= 1 + 2?(000) + 2Р(РРР) )о 1. (4.17) 

Jто и есть мое предсказание: ~<;ame должны подчиняться перавенству1 

(4.18) 

Вы можете проверить мой вывод в вашем эксперименте, в котором 

«открываются» две монеты сразу. 

Боб: Ну, я доnускаю, что математика выmядит правильной. Но на самом 

деле я не понимаю этого. Почему это работает? 

Алиса: Мне кажется, что я поняла ... Беют говорит, что если на столе ле
жат три монеты и на каждой и..1 них либо О, ШlбО Р, тогда по крайней 

мере на ;:rвух из трех выпадает одно и то же: или на обеих О, или на 

обеих Р. Не так ли, Белл? 

1 Неравенства таково типа получены в работе J.S. Ве11, Оп the Einstein-Podolsky-Rosen 
Paradox, Physics, 1, 195-200 (1964); см. также J.S. Bell, Оп the Prohlem ofHidrien VariaЬles in 
Quantum Mechanic:;, Rev. Mod. Phy.s., 38,447--452 (1966).- Прим. ред. 



164 ГЛАВА 4 

Бс;ш с изумлением смотрит на Алису. Его глаза блестят, на нскотuрое 

время он теряет дар речи. Наконец он говорит: 

Бслд: Да. 

Итак, Алиса и Боб были счастливы узнать, что БeJUI, как редкий 
зверь, - теоретик, от которого есть толк. Благодаря Бел.'I)', их нрс;цоже

ние получило одобрение и они выnоJПIЯют :жсперимепт, получая обсекура

живающий результат. После множества тщательных проверок они с очень 

высокой статистической надежностью делают вывод, что 

(4.19) 

и, следоватетельно, 

(4.20) 

Обнаруженные Алисой и Бобом корре;ищии вопиюще нарущают неравсп

ство Бешrа! 

А1Иса и Боб - хорошие экспериментаторы, но они не решаются пуб

ликовап. столь возмутительный резуньтат до тех пор, пока не смогут найти 

ему правдаподобное теоретическое исmлкование. Наконец, дойдя до нол~ 

наго отчаяния, они идут в библиотеку, чтобы узнать, может ли принести 

хоть какое-то утешение квантовая механика .. 

4.2.2. Квантовое запутывание против эйнштейновской ~юка.rrышсти 

Там АJшса и Боб читают о квантоном запутывании. В конце концов, 

они узнают, что их волшебные монеты управляются максимально запутан

ным состоянием двух кубитои. Ллиса и Боб в действительности :~елят мно

жестве копий состояния IV> -) .1 Коща Ашса открывает монету, она измеря
ет свой кубит вдоль одной из трех возможных осей, не перпенлику.:rярных 

между собой. Поскопьку измерения не коммутируют, Алиса может открыть 

только одну из ее трех монет. Аналоt·ично, когда Боб открывает свою мо

неrу, он измеряет свою часть запутанной пары ВДОJIЬ любой одной из трех 

осей, следовательно, он тоже имеет возможность открыть то:rько о;щу из 

1 С...'удя по rому, что, открывая м.онtпы с одинаковыми номерами, Алиса а Боб всегда u(iна
руживали их в одинаковом состоя.иии (см. § 4.2.1 ), их тре~-монетные наборы должны ун}Уdв
.ъны.:я маkСималъно запуrанным состоянием ЭПР-типа !Ф-'-) ЛВ (см. уршшение (4.3)). ОднаiЮ 
дальнейшие вьгтис.rщния в этом параграфе выполнякпся: д.'IЯ состояния: ltf-}. -При:и. ред. 
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ero трех монет. Но поскольку измерения Алисы коммутируют с измерения
ми Боба, каждый из них может открыть одну монеrу и исследовать, как их 

монеты коррелируют между собой. 

Чтобы помочь Алисе и Бобу интерпретировать их эксперимент, по

смотрим, что mворит кнанrовая механика об зтих корреляциях. Состояние 

IФ -) обладает по.'lсзным свойсТвом: оно остается неизменным, если Алиса 
и Боб нримеияют одно и то же унитарное преобразование (2.27) 

(4.21) 

В случае бесконечно малого унитарного преобразования оно 1тревращается 

в свойство 

(4.22) 

(состояние с ранным нуто полным моментом импульса, в чем вы можете 

легко убсднться с помощью явных вычислений). Рассмотрим ожидаемое 

значение 

( Ф -1 (ил . и) (ив . ь) l>v- ) , (4.23) 

г;~е а и Ь- единичные трехмерные нектары. Действуя на I~P-). мы можем 
за"\!енитъ iJ8 на -dA; следовательно. ожидаемое значение (4.23) может 
быть представлено как свойство системы Алисы, которая имеет оператор 

IUIOTIIOCTИ РА -- ~1: 

-(Ф l(ал а)(dл Ь)IФ )-
= -a,ЬJtr(p_.u~uj) ~ -а,Ь,б.J = -а·Ь= -cosO, (4.24) 

где 8 - yro:1 между осями а и Ь. Таким образом. мы наnши, что результаты 
кзмерсния всегда идеально аптикоррелированы, когда оба спина измеря

ются вдодь одной и той же оси а, но мы также получили и более общий 

ре3ультат, применимый к случаю, когда две оси ра.ЗJIИЧНЫ. 

Проекционный оператор на состояние спин-вверх (спин-нпиз) вдоль 

оси i> ~rnceт вид E(n, ±) = ~(1 ± n · if); следовательно, мы получаем 

1'(+ 1) = (Ф-IЕА(а, +)Е8 (Ь, +)lw-) ~ ~(1- cosO), 

Г(--)= (Ф IEA(a, -)Е8 (Ь, -JIФ-) = ~(1-cosO), 

Р( 1-) ~ (Ф-IЕА(а, 1 )Е8 (Ь, -)lw-) = ~(1 +cosO), 

Р(-+) = (Ф-IEA(ii,-)E8 (b,+JI,p-) ~ ~(1 +cosO); 

(4.25) 
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здесь Р( ++) - вероятность того, что Алиса и Боб, оба получают в резуль
тате спин-вверх, когда Алиса выпОJrnяет измерение вдоль оси а, а Боб -
вдо.1ь оси Ь, и так далее. Верояrnостъ ТОIО, что их результаты совпа,дают, 
равна 

1 P,ame = P(-t-+)+ Р(--) = 2(1-cosfl), (4.26) 

а верояпюсть тоrо, что их результаты различны, · 

1 
f'oppoaite = Р(+-) 1 Р(--1-) = 2(1 -t-cosfl). (4.27) 

Теперь предположим, что Алиса измеряет сваи спины вдо.-ть ол;ной из 
трех, симметрично ориентированных в шюскости ОХ Z, осей 

(4.28) 

так ЧТО 

(4.29) 

Предположим также, что Боб выполняет измерение вдоль одной из трех 
осей, диаметрально противоположных осям А.Jшсьс 

(4.30) 

Если Аiшса и Боб выбирают противоположные оси, то О = 180° и Р..,атпе = 
= 1. В противном случае 8 = ,!:60°, так что cos 8 ~ 112 и P,.me = 114. 
Это именно то нарушающее предсказание Белла поведение, которое Алиса 
и Боб обнаружили в своем эксперименте. 

Логика Белла выглядит безупречной, но кое-что вста.1о с ног на rоло

ву, ПОЭ1Qму мы вынуждены пересмотреть модчалива подрюумеваемые им 

предположения. Во-первых, Белл предполагает, что существует совместное 

распределение вероятностей, управляющее возможными исходами всех и.з

мерений, которые могут выполнить Алиса и Боб. Это является гипотезой 

о скрытых персменпых. Белл представ:IЯет, что если .значения скрытых пе
ременных 1uчно известны, ro можно с уверенностью предсказать результат 
любого измерения - результаты измерения описываются вероятностным: 

образом, поскольку значения скрытых персменных извлекаются из иско
торого ансамбля возможных значений. Во-вторых, Белл полагает, что ре

шение Боба. какое выполнять измерение в Чикаго, не вJШЯет на скрытые 
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nеременные, управляющие измерением Алисы в Пасадене. Эrо представ

ляет собой нредположение о лока,.;tьности скрытых переменных. Если мы 
принимаем эти два предположения, ro с неизбежностью приходим к вы
воду БeJUia. Мы обнаружили, чrо корреляции, предсказываемые кванrовой 
теорией, несовместимы с этими пред11ОJJОжспиями. 

Что отсюда следует? Вероятно, урок этой истории в том, что может 

быть опасно рассуждать о том, чrо моmо бы случиться, но на самом де
.'lе не происходит - чw иногда называют контрфактом. Конечно, в на

шей повседневной жи3ни м·ы постоянно зтим занимаемся и обычно выхо

дим сухими из воды; рассуждения о контрфактах выглядят приемлемыми 
в классическом мире, но в квантовом мире с ними иноrда можно попасть 

впросак. Мы утверждали, что, поскольку Боб выполнил измерение вдоль 

оси й. 1 , А'Iиса зна.:ш, что произошло бы. если бы она провела измерение 
ВДОЛЬ ОСИ fi 1, И СКОЛЬКО бы МЫ НИ проверяли, ИХ результаты всеrда иде

алЬНО скоррелированы. Однако Алиса не стала измерять вдоль й.1 ; вместо 

этого она выпо;rшша измерение вдоль &2 . Мы столкнутrсь с трудНОС1J:I.Ми, 

пытаясь приписать вероятности результатам измерений вдо.л. &1, &2 и &3 , 

несмотря на то, что Алиса может выполнить только одно из них. Предполо

жение о существовании распределения вероятностей, унрашrяющего исхо

дами Rcex трех из.мерений, каждое из коrорых, но только одно, Armca моша 
бы nыnо"шить, в квантовой теории веi~ет к математическим противоречиям, 

так что нам лучше его не делать. Мы подтвердили принцип дополнительно

сти Бора - запрещено одновременно рассматривать исходы двух взаимно 
исключающих экспериментов. 

Тот, кто отвергает принцип дополнительности, может, предпочтет ска

затъ, что (экспериментально подтаерженные) нарушения перавенсто Белла 
продемонстрировали существенную нело:кальность, присущую квантовому 

описанию Природы. Если мы действительно настаиваем на законности об

суждения результатов взаимно иск.:почающих эксперименmв, то неизбеж

но приходим к вывол.у, что выбор измерения Боба действитель.но оказывает 

топкое влияние на результат измерения Алисы. Таким образом, сrоронники 

этой точки зрения говорят о «квантовой нелокальности». 

Искточив локальные скрытые нерсменные, БeJUI разбiL1 мечту Эйн

штейна о том, 4ТО ин;~стермини:~м квантовой теории мог бы быть устранен 

более полным, но все же локальным, описанием: Природы. Если мы прини
маем .1окальность как нерушимый принцип, мы вынуждены принять слу

чайность не как следствие неполного знания, а как неизбежное внутреннее 

свойство кванrовшо измерения. 

Некоторые считают, что раскрытые неравенствами Белла специфиче

ские корреляции требуют более r:ryбoкoro объяснения, чем способна да1ъ 
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квантовая механика. Они рассматривают явление ЭПР кШ<: предтечу ожи

дающей своего открытия новой физики. Но они могут и ошибаться. После 

ЭПР мы жда..-1и больше 65-ти лет, а новой физики так и нет. 
Похоже~ человеческий разум rmoxo подгоrов.п:ен к то~tу. чтобы по

стичь коррелящш, демонстрируемые запутанными К!\антовы:ми состояни

ями, и поэтому мы говорим о таинственности квантовой теории. Но какой 

бы ни бьmа ваша позиция, эксnеримент вынуждает вас согласиться с нали
чием странных корреляций между результатами измерений. Нет большой 

тайны в том, как эти корреляции бьти установлены мы вил,е.~и. что Али
се и Бобу было необходимо вместе в векоторой точке пространства создать 

запутывание мсж,.тw их кубитами. Нсобычность состоит в том, что даже 
ког;щ А и В пространственно разделены, мы не можем строго рассма1ри
вать А и В как два отдельных кубита и использовать классическую ин
формацию i\ЛЯ характеристики того, как они корре;:щрую·с Они более, чем 

щюсrо коррелированы, они представ.аяют собой нечто единое и неделшюе. 

Они запутаны. 

4.3. Еще неравенства Белла 

4.3.1. Неравепство КГШХ 

Эксперимента.:Jьпые проверки эйнштейновекай лока.;-тыюсти обычно 

основываются на другой форме неравенства J;елла, применяемого к ситу

ации, в которой Алиса может измерить одну из двух наблюдаемых а и а', 

в то время как Боб может измери1ь или Ь, или Ь'. Предположим, ч·ю на

блюдаемые а, а'. Ь, Ь' принимают значения { ±1} и яв.-,яются фу~IКJ~иями 
скрытых случайных неременных. 

Если а. а' = ±1, то отсюда следует, что шш а+ а'= О, тогда а- а' ~ 
= ±2, И.rlИ же а- а1 

= 0, ТОI:ЦЗ а+ а1 
--:: ±2; СЛСJ{ОВЗТСJIЬНО: 

С= (а+ а')Ь t- (а- а')Ь'- ±2. (4.31) 

(Здесь тайком введено пре11.положснис о локальных скрытых пере:менных -
мы представили, что значения { ±1} могут быть приписаны одновременно 
всем четырем наблюдаемы~. rщже ес.'Ти невозможно одновременное изме
рение а и а' или Ь и Ь'.) Очевидно 

I(C)I,:; (ICI) = 2, (432) 

так что 

l(ab) + (а'Ь) + (аЬ')- (аЪ')I,:; 2. (433) 
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Этот результат на1ывастся н еравенетвам КГШХ (Клаузер- Горн- Шимо

ни Хольт). Оно справед.rшво мя любых С.'lучайных персменных а, а', Ь, Ь', 
принимающих 1пачспия { ± 1}, которые унравшпотся совместным распреде
:тснисм вероятностей. 

Чюбы уви.;::J;еть, что квантовая механика нарушаст нсравенство КГШХ, 
.1огrустим, что а, а' обозначают зрмитовы онера·mры 

·(А) • 
А.=~ ·а, 

/ •(А) л/ 
а _--", сг ·а: (4.34) 

действующие на кубит Алисы, где а, О,' - трехмерные единичные некrоры. 
Аналогично Ь, Ь' обозначают операторы 

Ь' ~ cf(B) · // • (4.35) 

J\Сйствующие на кубит Боба. Каждая наблюдаемая имеет собственные зна

чения ± 1, m есть результатами их и.змерспия являются значения ± 1. 
Наnомним, что если Алиса и Боб делят максима:п.но запутанное со

стояние 1~·-), то 

(4.36) 

где 8- уrо;т мсж;~у а и Ь. Расс:!.ютрим случай, когда &/ 1 Ь, а, i/ компланарвы 
и располагаю1·ся IЮслетtовательно через 45°, так ч1u квантовая механика 
претtска1ывает: 

(аЬ) = (а'Ь) ~ (аЬ') · - cos ~ · 

(а'Ь') - - слs З71' - - 1-
4 v'2' 

Тогда неравенство Кl'lliX 

очевидно нарушается прсдска:~апием квантовой механики. 

4.3.2. Максимальвое нарушение 

(4.37) 

(4.38) 

Фактически, как мы уви;щм из сле/1,ующих аргументов, только "''lU рас
смотренный с.1учай предстак.;1яст максимально ло:Jможное квантово-меха

ническое нарушение неранспства КГUТХ. Предположим, что а, а'~ Ь, Ь' 
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эрмитовы операторы с собственными значениями ±1, так чm 

а2 =а" = Ь2 = Ь'2 = 1; (4.39) 

допустим также, что <<Набтодасмые А..'1исьш а, а' коммушруют с «наблю
даемыми Боба» Ь, Ь': 

[а, Ь] = [а, Ь'] = [а', Ь) [а', b'J =О. 

Определяя 

С = аЬ + а'Ь + аЬ' - а'Ь' 

и учитывая ( 4.39), вычислим 

1 +-аа' +ЬЬ' 

С2= +а' а +1 +а'аЬЬ' 
+Ь'Ь +аа'Ь'Ь +1 

-а'аЬ'Ь -ЪЪ -а' а 

-аа'ЬЬ' 
-ЬЬ' 
-аа' 

+1 

(4.40) 

(4.41) 

(4.42) 

Все ква.цратичные члены попарно сокращаются. так что мы остаемся с 

С2 = 4 · 1 - аа'ЬЪ' j- а' аЬЬ' -1- аа'Ь'Ь -· а' аЬ'Ь . 
= 4 1- [а, a'J[b, Ь']. (4.43) 

Теперь вспомним, что норма IIMII ограниченного оператора М опре
деляется как1 

( IIМ!oPIII) 
IIMII = ~~j III,P)II ; (4.44) 

то есть нормой М является максима:IЬное собственное значение оператора 

JM!M. Иструдно проверить, что норма оператора обла.пает свойствами 

IIMNII .:; IIMII ·IINII, 
IlM + Nll.; IIМII + IINII-

(4.45) 

1 В оригинале используется обозначение 11·11 Aup и термин sup мrm, который можно было 
бы nеревести как супремум-нор.ма, или верхняя норма. На самом деле (4.44) дает опреде
ление обычной вормъt оrраниченноrо опер<ПОра, которая в русской литературе обо~нач:ается 

как Н · [[. См., наnример, .М. Рид, Б. Саймон, Методы совремею/Qй математической физики. 
Т. 1. Фумкциоиальный анализ, Мир, М., 1977, стр. 21. -- ЛptL-.t. ред. 
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Эрмитовский оператор с собственными значениями ±1 имеет единичную 
норму, так Ч1О 

JIC2 JI.;; 4 + 1llaii·Jia'II·IIЬII·IIЬ'II = 8. (4.46) 

Поскольку оператор С эрмиюв, 

(4.47) 

и, следовательно, 

IICII .;; 2J2, (4.48) 

что известно как иеравеиство Цирельсона. 

Неравенство КГШХ утверждает, чтq I(C)I ( 2. В квантовой механике 
абсолЮПiая величина ожидаемого значения эрмитонекого оператора С не 

может быть больше его максимального собственного значения 

I(C)I < IICJI < 2v'2 (4.49) 

Мы видим, чrо верхняя 1-рань достигается в случае, когда&', Ь, а, f/ ком
IL"Iанарны и располагаются последонательна через углы 45°. Таким обра
зом, найденное на..\1и нарушение нсравенства КГШХ яв..'IЯется наибольшим 
допустимым в квантовой теории. 

4.3.3. Квантовые стратегии действуют лучше ю•ассичес.:их 

Неравеиство КГШХ представляет собой ограничение на величину кор
реляций между двумя частями бинарной :к.rтассической системы, а нера

венс-r-во Цирельсона -~- ограничение на веШfЧину корреляций между дву

мя часJЯми бинарной квантовой системы. Мы можем углубить наше по
нимание того, чем квантовые корреляции отличаются от :классических, 

расематрев игру, в коюрой кваиювые стратегии работают лучше класси

ческих. 

AJrnca и Боб играют с Чарли. Чарли готовит два бита х, у Е {0, 1 }; 
затем он посьшает х Алисе, а у Бобу. Получив входящий бит х, Алиса 
произнодит выходящий бит а Е {О, 1}, mчно так же, получив у, Боб произ
ВОi1ИТ выходящий битЬ Е {0, 1}. Но им запрещено общаться друг с друтом, 
так что Алиса не знает у, а Боб не знает х. 

Алиса и Боб побеждают в игре, если их выходящие биты окажутся 

связанными с входящими соотношением 

а 6J Ь = х 11 у, (4.50) 
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где Е9 обозначает с.1ожение по модулю два (вснтил. XOR), а 1\ обознача
ет произведение (вентиль ~~D). Моrут шi Алиса и Боб найти стратегию, 
позволяющую им всегда выигрывать, независи~ю от того, какие входящие 

биты выбирает Чарли? 

Нет, очевидно, что такой страгии здесь нет. Пусть а0 _, а 1 обозначают 
значения выходящих битов Алисы, если входящими были х =О, 1, и пусть 
Ь0 , Ь1 -выходящие биты Боба, соответствующие его входящим битам у = 
= О, 1. Чтобы Алиса и Боб выиграли при всех 1Юзможных вхо,:tах, их выхо
дящие биты до.;пкны удовлетворять 

(4.51) 

Однако это невозможно, так как, СЮЩlJ,Ывая эти четыре равенства, мы по

дучим о= 1. 
Предположим, что Чарли 1·енсрирует входящие биты случайным обра

зом. Тогда существует очень простая стратегия, позволяющая Алисе и Бобу 

выюрыоать в трех случаях из четырех: они всегда иыбирают выходящие 

биты а ..,-- Ь = О, так чm они проигрывают, если только вхолящие биты х = 
= у :;.:..;. 1. Перавеяство КГШХ может рассматриваться как утверждение того, 
что ccJrn Алиса и Боб де:~ят не кванmвое запутанное состояние, то ;Jучшей 
стратеmи нет. 

Ч"t1Jбы связать Э11J утверждение с нашей предыдущей формулировwй 

неравенства KI 'ШХ, определим случайные переменные, примимающие зна
чения ±1: 

а~(-1)"', 

Ь=(-l)ь', 

а'= {-1)"', 

Ь'~(-1)ь'. 
(4.52) 

Torna неравенстuо KГIIIX говорит, что при любом сов~естном распределе
нии вероятностей, управляющем нсременными а, а', Ь, Ь' Е {0, 1 }, ожи;щ
емые значения у;,оилетворяют неравенству 

(аЬ) + (аЬ') 1 (а'Ь) - (аЪ') <;; 2. (4.53) 

Более того, сели мы обозначим Рху вероятность того, чrо уравнения (4.51) 
удовлетворяются, wгда входящле биты равны (х,у), ro 

(аЬ) ~ 2р0о- 1, 

(а'Ь) = 2р10 - 1, 

(аЬ') ~ 2Ро1 - 1, 

(а'Ь') ~~ J - 2pll ; 
(4.54) 

Например, (аЬ) = р00 - (1 - р00 ) = 2р00 - 1, посw.1ы<у значение аЬ 
равно + 1, когда Алиса и Боб выигрываюt; и -1, wгда они проиrрываю1: 
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Неравенство КГШХ (4.53) приобретает вид 

2(Роо -t Р01 + Р1о + Рн) - 4 ( 2 (4.55) 

ИJШ 

- 1 ( ) 3 lp) = 4 Роо + Pm 1-Р,о +Р11 ( 4' (4.56) 

где (р) обозначает вероятность выигрыша, усредненную по однородному 
ансамблю входящих битов. Таким образом, если входящие биты сучай

ны,. то Алиса и Боб не мОгут достичь вероятности выигрыша, превосхо
дящей 3/4. 

Имеет смысл рассмотреть, как предпо~южение о том, чrо Алиса и Боб 

действуют нод управлением <<локальпых скрытых неременныю>, ограничи

вает их успех в игре. Несмотря на ro, Ч:1u Алиса и Боб пс делят кваН'Iuвое 
запутанное состояние, им разрешено разде.1ить таблипу случайных чиссJJ, 

в соответствии с которой они могут генерировать их выходящие биты. Та

ким образом, мы можем представить, что Алиса и lioб принимают коррели
рованные решения, руководствуясь скрытыми персмспными, и3влекаемыми 

из ансамбля воз~южных значений. Эти корреляJ~ии ограничены локально

стью - Алиса не знает входящих битов Боба, а Боб - вхо;J,Ящих битов 
Алисы. 

Но ecJJИ А.1иса и Rоб ,цеJlЯТ квантовое запутанное сос·юяние, ·ш они 

мшуг изобрести стратегию по;Jучше. В зависимости от значения своетu 

входящеrо бита, Алиса решает измерить одну из двух зрмитовых набто

даемых с собственными значениями ±1: а, если х = О, и а', если х = 1. 
Аналогично, Боб измеряет Ь, если у = О, и Ь', если у = 1. Тогда I<ван
тово-механические ожидаемые значения этих наб.1юдаемых удовлетворяют 

неравенству Цирсльсона 

(аЬ) + (аЬ') t- (н'Ь)- (а'Ь') ( 2v'2, (4.57) 

а вероятно сп. того, что Алиса и Боб выиграют гейм, ограничена условием 

2(роо + Ро1" Pio +Рн)- 4 ( 2v'2 (4.58) 

или 

lp) ""~(Роо + Р01 + Р10 + Рн) ( ~ 1 2~ "'0,853. (4.59) 

Более того, мы пи;tсли, чrо это неравенство может перейти н. равенство, 

если Алиса и D<Jб ,це."'!Ят .максимально запутанное состояние двух кубиrов~ 

а наблюдаемые а, а', Ь, Ь' выбраны тюдхо;(ящим образом. 
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Итак, мы обнаружили, что Аписа и Боб могут играть более успеш

но при наличии квантового запутывания, чем в его отсутствие. По край

ней мере для этих целей, разде:rенное квантовое запутывание является бо

.1ес мощным средством, чем разделенная классическая случайность. Но да

же ресурс квантоного запутывания имеет свои пределы, устанавливаемые 

неравенством Цирельсона. 

4.3.4. Все запутанные чистые состояния нарушают яеравенства БеJша 

Сепарабельные состояния не нарушают неравества Белла. Например, 

если а является набпюласмой, лействующей на кубит Алисы, а Ь- наблю
даемой, действующей на кубит Боба, ro в случае сепарабельного чистого 
состояния 

(аЬ) = (а)(Ь). (4.60) 

Никакого нарушения неравеств Бема не может бьпъ, поско,-тьку, как мы 

уже видели, действительно существует (;юкальпая) теория скрытых пе

ременных, которая корректно воспроизводит предсказания квантовой тео

рии д;lЯ чистою состояния одного кубита. Общее сепарабельное состояние 

представляет просrо вероятностную смесь ссnарабс;Jьных чистых сосrоя
ний, так что корреляции между подснетемами являются Iюлностью класси

ческими и псравепства Бешrа применимы_ 

С друrой стороны, мы видели, что максимально запутанное состоя

ние, такое как j,p-), нарушает неравенства Белла. Но что можно сказать 
относительно чистого состояния, запутанного лишь частично, ташн-о как 

IФ) = ajOO) + ;3111)? (4.61) 

Любое чистое состояние двух кубитов может быть выражено таким спо
собом в базисе Шмидта; при подходящем соглашеюm относительно фаз о: 
и (3 вещественные и неотрицательные_ 

Предположим, что Amtca и Боб выполняют измерение вдоль оси, ле
жащей в ШIОСкости OXZ, так что их наблюдаемыми являются 

а= <Т~А) COS е А -t- u\A) Sill е А• 

Ь =".~в) cose8 + и\8 ) sinB8 . 

Состояние IФ) обладает свойствами 

(Фiиз ® <ТзiФ) = 1, (Фi<Тl ® и1IФ) = 2ai3, 

(Фiиз ®иМ)= (фjul 0 изiФ) =О, 

(4.62) 

(4.63) 
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так что квантово-механическое ожи;щемое значение nеременной аЬ равно 

(al>) = (фjаЬjф) = соsел соsев + 2a/1sineлsin0в (4.64) 

[и мы воспроизводим cos( е А -:- е в) в максимально запутанном случае а ~ 

= /1 = 1/ J2J. Теперь д.'IЯ простоты рассмотрим чаС111ый (не оптимальный!) 
случай 

04 =О, еА_ = ~· О~ = -О в, (4.65) 

так чrо квантовые nредсказания равны 

(аЬ) = саsОв = (аЬ'), 
(а'Ь) ~ 2af'sin0в = -(а'Ь'). 

(4.66) 

Подставляя в неравенство КГШХ, получаем 

jcosllв -2a/1sin8вl<::: 1, (4.67) 

чrо очевидно нарушается при значениях В в, бJШЗ:ких к О и 1r. Разлагая ле
вую часть в линейном порядке по В 8 , имеем 

(4.68) 

что, конечно же, nревосходит единицу при а/1 > О и малом отрицатель
ном В в. 

Мы показали, что любое запутанное чистое состояние двух кубитов 

нарушает некоторое неравенство Белла. Это доказательство нетрудно обоб

щить на произвольвое бинарное чистое сосrояние. То есть ДJ1Я бинарных 

чистых сос·rояний «запутывание» эквивалентно <mарушению неравенства 

Белла». Однако, как мы увидим ниже, для бинарных смешанных состояний 

ситуация более тонкая. 

4.3.5. Фотоны 

Эксперименты по проверке перавеяства Бещш обычно выполняются на 

запутанных фотонах, а не на объектах со сшmом-1/2. Каконы кванrово-ме
ханические предсказания для фотонов? 

Всnомним из § 2.2.2, что в случае фотонов, распространяющихся в на
правлении 2, мы используем обозначения jx}, jy) д,'IЯ состояний, линейно 
поляризованных вдоль осей ОХ и ОУ соотаетственио. На языке этих ба1ис

ных состояний, поляризованных вдоль <(rоризонтальноЙ>> и «вертикальнОЙ>> 
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осей, состояния, повернутые на угол е относитеньно ОХ и ОУ осей, моrуг 

быть выражены как 

IH(Ii)) -~ (cosli), 
sшli 

IV(O\) = (- siнO) _ 
' cos (} 

(4.69) 

Мы можем построить 2 х 2-матрю\}', собственны"и состояния"и ко1орой 
являются fH(Ii)) и fV(O)) с соответствующими собственными значения
ми ±1; она имеет вид 

т( О) s; fH(Ii)}(H(O)f-fV(Ii))(V(Ii)f = ( ~~:~~ __"~~?~li). (4.70) 

Генератором повороmв вокруг оси Z Я8.J1Яется J = о-2 , а собстненными 

состояниями оператора J с собственными значениями ± 1 - - циркулярпо 
по.1яризованные состояния 

H=~(J (4.71) 

Предположим, что возбужденный атом излучает два фотона, которые вьше

тают в противоположных направлениях в состоянии с равным нулю сум

марным утловым моментом и положитеаыюй четностью. Двухфотонные 

состояния 

Нлf+)в (4.72) 
инвариантны относитедьно поворотов вокруг оси z. Фотоны имеют лроти
вопо.:южные значения Jz• но одинаковые спиральности (у1ловые моменты 
вдоль направСiения распространения), так как они распространяются в про

тивоположных направлениях. При отражении в плоскоt--ти OYZ поляризо
ванные состояния прсобразуются согласно 

fx) ~ -lx), fy) ~ fy) (4.73) 

или 

I+J _, +if-), н~ -if+); (4.74) 

с.Jедовате.:1ьно, собственными состояниями четности яв.1яются запутанные 
состояния 

~(1+ )АН в± Нлl+>в)- (4.75) 

Тогда состояние с Jz :.__::: О и положителыюй четностью, выраженное через 
линейно поляри:юванные состояния) имеет вид 
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Всле;::~.ствие инвариантности относительно повороrов вокруг оси Z, оно име
ет такой вИ)l. независимо от того, как мы ориентируем ОХ и ОУ оси. 

А;1ИСа и Боб могут использовать анализатор по.;mризации, чтобы cnpo
elщpona:п, состояния поляризации фоrона на базис {IH(O)}, jV(O)}} и, с.,е
;щвательно, измерить т(В). Для двух фотонов в сосюянии IФ" }, еслн Алиса 
ориентирует свой ана..1Изатор tюд уиrо:м О А• а Боб --- под уr:~1ом fJ в• тогда 
корреляции рсзулыа:rов их измерений закодированы в ожидаемом значении 

С учетом вращате;n.ной симметрии: 

~ (фi jт(АJ(О)тСВ)(Вв- Вл)IФ+} = 

= ~(хjт(В)(Ов- О л)\х}- ~(yjт(B)(Ov- Вл)\у} ~ 

= соs2(Вя- е л)· 

(4.77) 

(4.78) 

Наnомним, ч10 в случае измерения кубиюв на сфере Блоха мы находили 

подобное иыражение cos О, Г/LС В- YJ-0.'1 между направлениями поляризации 
у Алисы и Боба. Здесь вместо зroro мы имеем соо 28, поскольку фотоны 
имеют свин-1, а не снип-1/2. 

Если А1иса измеряет оюrу из 1\ВУХ наб.1юдаемых а ~ т(А)(ОА) 
шш а'= тC·4J(eAJ, а Боб измеряет или Ь = тС8)(Вв), и.ти Ь' = тС 8 )(6~), 
то в предположении о существовании локальных скрытых nеременных при

менимонеравенство КГШХ. Ec;m мы подставлясм квантовые предсказания 
дЛЯ ожидаемых значений, 1"0 подучим 

Максимw--rьнос нарушение этого нераnенства, нри котором не.Равенство Ци

рельсона превращается в равенство, -- левая часть равна 2-v'2 -- возникает, 

когда В~, О в, О А и Вfз последовательно разделены углами 22~ 
0

, так чw 

- 1- = cos2(08 - е А)= соs2(0в- 8~) = 
у'2 

= cos2(0~ -О л)= -cos2(8~ -ОА_). (4.80) 

4.3.6. Эtесrrеримев·r-ы и лазейки 

Лазейтш лока.лыюсти. Jксперимснтами с запуrанными nарами фото
нов бьшо проверсна неравенство Ю~1!1Х в форме (4.79). Эксперименты 
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подтвердили квантовые предсказания и убедительно продемонстрировали, 
что неравенство :КГШХ нарушается. Следовательно~ зти эксперименты, по 
всей видимости, показывают, чrо Природа не может корректно описываться 

теорией лока.т>ных скрытых переменпых. 

Но так ли это? Скептик может выдnинуть оозражения. Напри'lер, при 

выводе неравенства КГШХ мы предполагали, что пос;Iе того как Алиса ре
шит, что измерять: а и.~и а', Боб не подучает информации о ее решении 
прежде, чем он выполнит свои измерения (а также, ес~ш первым из...\fерения 

выполняет Боб, то мы предполатаем, что информация о его решении не до
ходит до Алисы прежде. чем она выполнит свои измерения). С друrой сrо

роны, маргипЭJ~ыiОС расnределение вероятностей д:ля результатов измере

ний Боба может быть дополнено nосле измерений Алисы, но до измерений 

Боба, так что веравеяство :КГШХ становится ненрименимым. Предположе

ние о невозможности такого дополнения подтверждается ре.:IЯтивистской 

причинностью, если решение и измерение Алисы, как события, отде;Iены 

от решения и измерения Боба пространственно-nодобными интерв:L~ами. 
Скептик упорно настаивает, чтобы эксперимент удов.петнорял этому усло

вию, которое называется лазейкой локшыюсти. 
В 1982 г. Аспек с сотрудниками выполнили эксперимент с целью про

всрки дазейки докальностн. Два запуганных фотона рождаются в резуль
тате расnада возбужденного состояния атома кальция и поляризация каж

дого фотона ориентируется включением одного из двух псевдо-случайно 

выбранного анализатора поляризации. Фотоны регистряруются на уд:L"е
нии около 12 м от источника, что соответствует времени распространения 
света около 40 не. Это время гораздо больше времени включения или раз
ности времен прибытия обоих фотонов. Следовательно, «решение>> о том, 
какую наблюдаемую измерять. принимается, когда фоrоны уже находятся 
в нолете, а события, состоящие в выборе осей для измерения поляризации 

фотонов А и В, разделены пространственно-подобным интервалом. Резуль
таты согласуются с квантовыми предсказаниями и нарушают неравенство 

КГШХ на nять стющартных опшонений. После Аспека этот результат был 

подтвержден в других экспериментах, включая те, в которых детекторы А 

и В были удалены на километры. 

JlaзeйТ<fl детектирования. Другое оозраженне, которое может выдви
нуть скептик, называется лазейкой детектирования. В экспериментах с фо
тонами эффективность детектирования исюночителыю низкая. Большин

стоо задутаиных фотонных пар не регйстрируются обоимй детекторами А 
и В. Среди собы1ий, ведущих к ошибке: фотон может быть поr.1ощен, 
!lрежде чем он достигнет детектора, фотон может пролететь мимо детек

тора, и.1и фошн может достичь детектора, но не быть им зарегистрирован-
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ным. В ~жсперименте примимаются тоvько те данные, ко1uрые nоJlуч:ены 

при совна.цении регистрации двух фотонов, поскольку, про.в.сряя неравен
ство KГIIIX, мы должны предполагать, чrо полученные данные представ

~тяют объективную выборку из всех запутанных пар. 

Но ч1u если локальные скрытые персменные управляют не только тем, 

1<а1<:.ое состояние nоляризации дете:ктируется, но также и тем, сработает ли 

вообще детсюор? Тогда полученные нами данные могут быть необьектl!в

ной (смещенной) выборкой, анеравенство КГШХ --- непримснимым_ 
В упражнении 4.2 мы покажем, что лазейку детектирования можно за

крьm., сели фо1оны регистрируются с эффективностью около 82, 84 %_ Со
временные эксперименты с фотонами далеК!! от требуемой эффективности. 

В экспериментах с ионными ловушками неравснство КГШХ было провере

но с эффективностыо детектирования, близкой к 100%, однако в этих :экспе
риментах открыта (для скры1ъrх персменных (перев.)) лазейка локальности. 

До сих пор не наставлено эксперимента, в котором одновременно бшrn бы 

3акрыты обе Шl3СЙК1! - локальности и детектирования. 

Лазейтш свободы воли. Предположим, что выполнен эксперимент, в ко
тором фотоны регис-rрируются с идеальной эффективностью, а реше

ния, принимаемые Алисой и Бобом, выг.1Ядят разделенными простран

стненн()-ПОдобным интервалом. Но скептик может продолжать сопроrnв

ляться выводу о том, что теории локальных скрытых переменных исключе

ны, обращаясь к ла.'jейке свободы воли. Предполагается, что принимаемые 
Алисой и Бобом решения о том, что измерять, сами управляются скрыrъrми 

переменными. Тогда их решения могут коррелировать со значениями скры

тых nеременных, которые определяют результаты измерения, следователь

но, они не в состоянии nолучить обьеКТI!вную выборку нз распределения 
скрьпътх nеремснных, а нераненство КГШХ может быть нарушено. 

Каждый из нас сам решает для себя, насколько серье.зно относиться 
к :этому возражению. 

4.4. Использование запутывания 

После работы БeJma квантовое запутывание стадо предметом интен
сивных исследований среди тех, кто интересуется основаниями кванто

вой теории. Постепенно сформировалась новая точка зрения: запутывание 
не только упикаJiьный инструмент для демонстрации странностей кванта· 

вой мех юшки, по и nотенциа:Iьпо полезный ресурс. Используя заrЕуты.вапие 

квантовых состояний, мы можем решить задачи, сложные или неразреши

мые при других подходах. 
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4.4.1. Плотнос кодирование 

liШШJM ПСрНЫМ примсрОМ ЯRЛЯСТСЯ ИСJJО.Н>ЮВСШИС Зai'Iy IЪIНЮiИЯ .JЛЯ 

сnя:ш. Ллиса хочет послап) сообщение Ьuбу_ Она "v1ожет нослать кдасси

ч<:скис биты (тюш 1очек и тирс азбуки MupJe), но предположим, ч·ю Алиса 
и J)об связаны !{вантовы:н кана:юм свя1и. Например, А.1иса может нри1 о

товитr. кубиты (фотоны) в любом состuянни 110~1Ярн:шции, в каком по:же

.1аст, и пос.шть их Бобу, который Iпмеряет поляри1шшю вдо:rь выбранной 

и~I оси. Сущ<:ствует .·1и какос-нибудь ареимущество в опrrав:lСнии кубитов 

I01CCTU 1\."tаССИЧССКИХ битон? 

В 11ринципе. если их квантовый: канал имеет Iщешп.пую точтюсп. вос

произве....rсния, а Алиса н Боб выноJтняют нриготов.1ение и измерение с иде

альной 1ффектинностыо, то1·;щ они ue будут испытываmh щтрvднений, 
исполиуя кубиты Н\fССТО классических битов. Скажем, Ашса может при

rотоннть ИЮ! 1 1 ,). И.IИ IJ,), а Jioб \!ОЖСТ и·шерИТЬ RЩ)Jib Z, ЧТОбЫ ОП])е.1е
;IИ'JЪ с;(сJшнный ей выбор. Таким образом, с ка:жцы:м куби·гом Алиса \1Ожст 
послать 0/\ИН К.lасснчсский бит. Но фактически :по ~шксимум ТОН), что она 

чожсс1 сдсJJаТТ>. Посьшая но оцному кубиту НС'Шiшсимо от того, как она 
их готови·1~ и не'3ависимо от того, как Боб их и·~меряет, с каждЫ:\.1 кубитом 

:можно пере,,щть не более одноJ·о К..lассичсского бита (.1.аже ecJIИ кубиты 

·шнутаны :меж;~у собпй)_ ~-1то утвеrж;\снис, часл1ый случай преле:·ш Xo;Ic
rю способности квантового кана:Iа пронускать к.:шсс~Jческую информацию, 

будет ,1окюано в r:1аве 5. 
Теперь печн01u И.З\fCIIHM нравила нредпо.1ожим, что Алиса и J)об 

дСJIЯТ ·ыnутаrrную вару кубнто в в состоянии IФ+) АВ· Пара бы~ш JJрнготов
:Jепа н нрошло\1 пцу; один кубит бы.1 отправ.:1сн А.1исс, а ,т~ругой Бобу 
в на.tсж.Jе, что ра~ще~1снное запутывание о;::щаж:tы вrиrонится. Исrюль~ю

ванне квантовот кана.ш вссь:\:tа ,!Юрою, так что Ллиса может но:шо;1ить 

себе послать Бобу то;п,ко O/HIH кубит. Тем не менее д.1я нес крайне важно 

сообп--\ИlЪ Бofiy Ufia к:шссических бита информат,ии. 
К счастью, Ллиса IЮ\.1НИТ о :JaПY'Iai-ШO:o.-1 сос1оянии IФ+) АЯ• которое 

она делит с l)обшл, и выпо.тняет nротокол, который они с Бобом пришто

вили как ра~ л; т тако1·о с:Jучая. На своей час ги ·шпутанной JJЩ.11I она можс·1 

выполнит!. OJ:HO н·~ четырех во'3можных унитарных нрсобра:юнаний: 

1) 1 {ОIШ ничс1·о не л,с:rаст). 

2) о- 1 (поворот на 1~11" вокру1 оси}). 

3) о-2 (поворот на 180" вокру1 оси у), 

4) о-3 (11оноро1 на 180 вокруг оси i). 
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Как мы ви;;СJJИ, ;(с:шя тю, она преобразует jф+ 1 л в к одному из четырех 
юаи:-.-шо ортогональных состояний: 

1) I<Р+)ля, 

2) j,;,+)AR, 

3) j-J,-),;в (С ПJЧI!ОСТЬЮ ДО фазы), 

4) IФ-)лв-

Теперь она посы:тает свой кубит Бобу, который получаст его и выполняет 

ортогона.1ьное коллективное и3мсрснис на паре~ проецируя ее на макси

малыю занутапный базис. Результат измерения недвусмысленпо различает 

четыре возможных действия, которые АJ!иса могла выrroJmи·rъ. Сле;щва

телыю, о;tип кубtп; пос:шнный Алисой Бобу, успешно переносит два бита 

классической инфор:мации! Поэтому такая процедра наэывается «п:ютным 
кодированием». 

Приятной особенностью этого протоко.ш является то, что если сооб

щение cтporu конфиденциrurыюс, то Ллиса может не бсснокоюъся о том, 
что нересылаемый кубит перехваiЯт враги и расшифруют ее сообщение, 

Псрехn.аченный кубит имеет матрицу ILtотности Рл = ~ 1 А и пс несет ин
формации вообше. l!ся информация в корреляциях между кубитами А и В, 

а она недосrупна, до тех нор нока врш· не 3Шю::rучит обе части запутанной 

пары. (llo, конечно, он может «перекрыть» канал, препятствуя получению 
информации !iобом,) 

С о;tной точки зрения Алисе и Бобу н ;tсйствитслыюсти НJ'ЖНО дважды 
носпользоватr.ся кана.юм д.lЯ обмена ,авумя битами информации. Например, 

мы можем представить, что Алиса сама приrотовюш состояние IФ-) АВ· 

R rrporн;ю..., юлу она послала Ьобу по.tовину состояния, а теперь посылает 
вторую. То есть на самом деле Алиса посьmала два кубита Бобу в одном из 
четырех взаимно орrогональных состояний, чтобы переда·п. ему дна клас

сических бита информации, что допускает npcitC.1 Холсво. 

II"1отное кодирование является странным 110 ряду причин. Во-первых, 

А.Н1са !ЮС.Iа.Ш Бобу 11срвый ... .-убит :~алошu до 1uro, как узна:Jа, каким бу
цет ее сообщение. Во-вторых, каждый кубит сам по себе не несет никакой 
информации; она це.'Iиком 3акодирована в корреляциях меж;tу кубитами. 

В-1рстып .. 1то сработало бы с тем же уснехом, ес:ш бы запуганную пару 
приго·ювил Боб и по.tовину ее посла:~ Алисе~ т01:;щ два к..lассичсских би

та передаются от Алисы к Бобу путем пересы.жи одного кубита от Боба 

к Аютсе и обратно. 
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Так ЮIИ иначе, если бы возникла необходимость и попадобилось 
немедленно послать два бита, в ro время как каналом связи можно вос
подьзоваться только один раз, Алиса и Боб могли бы использовать предва
рительно приготовленное запутывание для более эффективной связи. Они 

использовали бы запутывание как ресурс. 

4.4.2. Квантовая телевортации 

В илотнам :кодироиании квантовая информация может быть использо
ванаиляувеличения передачи ютассичес:кой информации. В часnюстн, ес
ли Алиса и Боб делят запутанное состояние, то дЛЯ передачи двух классиче

ских битов достаточно послать один кубит. Интересно обратное уrвержде
ние. ЕсJш Алиса и Боб делят запутанное состояние, то достаточно JШ по

слать два классических бита, чтобы передать один к:убит? 

Представнм, что Чарди приготовн~ 1\ЛЯ Алисы кубит в состоянии l?!;), 
но Алиса ничего не знает о том, какое состояние притотовил Чарли. Бобу 

отчаянно нужен этот кубю; и Алиса хочет помочь ему. Но прок.1Ятый кван

товый канал снова закрыт! Алиса может нослать Бобу то.1Ъко классическую 

информацию. 
Она могла бы попытаться измерить d · n, проецируя свой кубит :И.iiИ 

на 1 Т п), шти на 1 !п), и послать однобитовый результат измерения Бобу, 
коюрый югда мог бы приступить к приготовлению обнаруженнота Алисой 
состояния. Но, как вы nокажете в упражнении 4.7, сосюяние Боба не будет 
идеа.ш,ной копией состояния Алисы; в среднем он будет соответствовать 

кубпту Алисы с 1\Jчностью воспроизведения 

(4.81) 

Эта точность воспроизведения выше той, которой Боб мог бы добиться 

просто случайным образом выбирая состояние ( F = ~), но она далека от 
той, чю ему требуется. Более тоrо, как мы увиднм в главе 5, не существует 
алюритма, позволяющеrо таким способом (Ааиса измеряет кубит и посы
лает к,1ассическую информацию Бобу) достичь ючности воспроизведения 

выще, чем 2/3. 
К счастью, Алиса и Боб помнят, что они делят максимально запутанное 

состояние IФ+) АВ• которое они притотовили в прошлом rоду. Почему бы им 
не использовать запутывание как ресурс? Если они rотовы израсходовать 
разделенное запутанное состояние и общаться юшссическим образом, то 

может ли Алиса послать свой кубит Бобу с ючностью воспроизведения 

выше, чем 2/3? 
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Ila самом деле они могут добиться точности воспроизведения Р -= 1, 
выiюлняя следующий протокол: Алиса соединяет незвестный кубит IФ) 0 , 
который она хочет послать Бобу, с ее половиной jф+} ли-пары, которую она 
делит с Бобом. Она измеряет две коммутирующие наблюдаемые 

u\0
) 0 и\А), <Т~ С) 0 <Т~ А), (4.82) 

выполняя таким образом U3Мерение Белла - проекцию двух кубитов на од

но нз четьrрех максимально. запутанных состояний /Ф±)сл• /Ф±)сл- Затем 
она посылает результаты своих измерений (два бита классической инфор

мации) Бобу по классичесmму I<аналу. Получив зту информацию, Боб вы
полняет одну из ЧСТЬ!рСХ операций над своим кубитом: 

Алиса измеряет /Ф+}сл __,Боб применяет 1 (В), 

Алиса измеряет IФ t·}сл--> Боб применяет и\8 ), 
Алиса измеряет IФ-}сл--> Боб применяет u~8), 
Алиса измеряет IФ-}сл--> Боб применяет <Т~В). 

(4.83) 

Это ,1сйствне преобра1ует кубит Боба (его часть запутанной нары, предва
рительно! Юделенной с Алисой) в идеальную копию IФ} 0 . Этот матячеекий 
трюк называется квантовой телепортацией. 

Как она работает? Заметим, что для /Ф} = а/0} + Ь/1} мы можем запи-
сать 

l1/1}сiФ+)лв = (а/О}с t-Ь/1}с)-1 (/ОО}лв+/11}лв) = . v'2 

= )z(а/ООО}слв + а/ОЩслв + Ь/100}слв + Ь/11l}слв) = 

= ~(IФ+}сл + IФ-}сл)IО}в + ~(IФ+)сл + IФ-}сл)/1)в + 

1- ~(j.р+)сл -IФ-)сл)/О}в + ~(IФ+)сл -IФ-)сл)/1/в = 

= ~IФ+)сл(а/О)в +Ь/1)в) + ~j,р+)сл(а/1}в + Ь/0} 8 ) + 

+ ~~Ф-}сл(а/1)в- Ь/О}в) + ~~Ф-)сл(а/О}в- Ь/1}в) = 

= ~IФ 4 }слiФ)в + ~IФ+)слиJIФ}в + 

(4.84) 
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Таким образом, мы видим, ч·rо, когда Алиса пыполняст измерение Бстш на 

кубптах С и А, все четыре исхода равновероятпы. Как только Боб узнает 
результат ее измерения, он получает в свое распоряжение чистое состо

яние <Тiф), где <Т-· известный оператор Пау:rи, один из {1, u 1, u 2 , u 3 }. 

Дейсткис, предписываемое уравненнем {4.83), воестапашшваст кубит Ьоба 
в начальном состоянии 11/,). 

Квантовая телепортация - mобопытная процедура. Псрноначально ку

бит Боба потюстью некоррелирован с неизвестным кубитом IФ)с, по ны
полненное А.iшсой измерение Белла устанав;швает корре.:-тяпию между А 
и С. РезуJ1ьтат ее измерения фактически совершенно случаен, следователь

но, выполняя это измерение, Алиса (и Боб) н действительности не полу
чают никатrой ин формапни отиосите;п,но 1•/J). Это особенно приятно. Ведь 
как изнсстно, если бы они получили любую информацию о состоянии, то 

исизбежnо внесли бы в него возмущение. 

Как же в таком с~1учас ква11товому состоянию удается нсрсйти от Али

сы к Бобу? :Ло доно.1ыю .~агадочно. С одной стороны, мы едва ли мо
жем уверенно сказать, что два отправленых классических бита несли 1ту 

информацию. посl({)льку они были случайными. Следовательно, невош.нu 

хочется сказать, что разделенная запутанная пара сделала возможной те

лепортацию. Dспомни.м, однако. что запутанная нара в действитслыrости 

бЬJ.;'Jа приготовлена еще в пропитом году, когда Лдисс даже не снилось, что 
она будет посылать кубит Бобу ... 

Следует также заметить, чm нроцесс телепортации по:nюстью corJia
cyeтcя с принцилом невозможности клоиирования. В самом деле, в руках 

Dоба oкa3arJaci. КОIJия состояния 11);} в. Но прежде, чем она мor:ra возник
нуть, оригина;I 11/>)с был разрушен измерением Алисы. 

Наши сведения о н:ютном кодировании и квантоной телепортадни 
можно щщытожить как утверЖ/(ения о том, как ресурс одною ти11З мо

жет моде;шровать другой. Введем термины .забит для разделеиной на ДRС 

части :за11утаююй пары :куби1ов 1 и с-бит для классического бита (с от сло
ва classical классический). Мы телепортируем 0,1ни кубит от Алисы к 
Ьобу, расходуя один забит и посылая два с-бита, а с помощью п:ютнош ко

дирования мы посылаем два с-бита от Алисы к Бобу, расходуя один забит 
и транспортируя одни кубит. Таким образом, можно сказать, что 

1 забm 1· 2 с-бита-+ 1 кубит, 
1 забит 1 1 кубит -+ 2 с-бита (4.85) 

озпачас1~ что ресурсов левых частей достаточно для копирования лравых 

частей. В этих алгоритмах существенпо запутывание. Без забитов кубит 

1 В оригинале ef>it (е. от слова enrangled - запутrжныii). - При.м. пере в. 
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L'тоит не больше одного с-бита и без них же «тслепортируемый» кубит 

имеет точность воспроизведения F,;; 2/3. 

4.4.3. Ква~повая теJiепортация и максимальное запутывание 

Идея телепортации пыrnядит довольно таинственно. Хотелось бы глуб
же разобраться, почему она работает. Полезным ключом к разгадке является 

то, что для телепортаони с точностью воспроизведения F = 1 расходус
\юе запутанное состояние согласно протоколу должно быть максималыш 
запутанным. А основной особенностью бинарных максимально запутан

ных состояний является то, что или Алиса, w1u Боб моrут прообразовывать 
оюю такое состояние в другое, применяя локальное унитарное преобразо
папие. 

Чтобы лучше увщ~сn., как работает квантовая телепортш~ия, рассмот
ри~r телепортированис N -мерной системы, испо."'ЬЗуя максима.аьно запу
танное N х N -состояние вида 

}\Г -1 

IФ) = )н ~ li) & li). (4.86) 

Полезным свойством этого состояния является 

'·' 
(4.87) 

Здесь мы ОIIРСI\елили трансфер-оператор (или оператор переноса) Т IJC• 

который обладает свойством 

(4.88) 

он отображает состояние из С на идентичное состояние в R. Эш свойство 
не имеет иннариантн01о смысла, независимо10 от выбора базиса в В и С; 
скорее Т в с просю описывает произвольный способ связать ортанормиро

ванные базисы двух систем. Конечно, Алисе и Бобу придется определен

ным образом ориентировать свои базисы, чтобы проверить, что телепорта
ция действите;.rьно состоя.пась. 
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Тенерь вспомним, чw любое другое максимально запутанное N х 
N -состояние имеет разложение IПмидта вида 

N·~1 

- 1- 'Е li') ® li) 
,fN i=O 

и может быть выражено как 

где 

Записывая 

IФ(U)) "'u ® liФ), 

Uli) ~ li') = 2::: IЛ uj, 
j 

можно легко нроверить, что 

г 1 ( -l) сл(Ф(U)IФ(V ))Ав= N VU 8 Твс. 

(4.89) 

(4.90) 

(4.91) 

(4.92) 

(4.93) 

ще ут обозначает транспонированную матрицу V в стан;щJУпюм бази
се (V,f = J,j, ); тоща, в частности, ддя любой унитарной матрицы U трапс
фер-оператор может быть представлен в виде 

(494) 

Предположим теперь, что Алиса и Боб делят IФ) .4в, а Чарли пригото
вил состояние l'f;) с и оставил ею на хранение в лаборатории Аписы. Аниса 
выполняет измерс1ше, кошрое проецирует С А на базис максимально запу
танных состояний, получая резую.т:п IФ(U.))cA для некошрого унитар
ного иреобразования U а· Тогда нз уравнения (4.94) известно, что если бы 
Аниса и Боб вмесш IФ} АВ подели:ш состояние IФ(UrJ>cA• то измерение 
Алисы приготовило бы в лаборатории Боба идеальную копию (реплику) 
сос1uяния !Ф). К сожалению, они не догадались с самшо начала поде.т.mть 
подходящее состояние. Но еще не все потеряно! Боб nонимает, чrо 

(4.95) 
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и, конечно, (U 
0

) в коммутирует с измерением Алисы. Следовательно, когда 

Боб узнает у Алисы, что результатом ее измерения было IФ(U~')) АВ• он 
примснит (Vа)в к своей половине поделенного с Алисой состояния. Тогда 
протокол станет ~жвивалентным тому, в котором они с самого начала делили 

именно то, какое нужно, макснмалыю запутанное состояние, а состояние 

Боба иреобразуется в IФ} 8 ! 
Этот подход к телепортации имеет некоторые концептуальные преиму

щества. Во-первых, можно Легко убедиться в том, что Алисе не требу
ется выполнять ортогональное измерение. Чтобы осуществить телепорта

цию с точностью воспроизведения F = 1, ей достаточно выпоШiить ПОЗМ 
с операrор~ми Ма, Гi1е каждый Ма обладает свойством 

(4.96) 

для не которого унитарного иреобразования U а· Так же легко можно уви
деть, как должен быть модифицирован протокол телепортап.ии, если на

ча.Тhным максимально запутанным состоянием, которое делят Алиса и Боб, 

является не IФ} АВ• а 

ЕсШI резу;n,татом юмерения Алисы является IФ(U.)) 0л, то уравне
ние (4.93) говорит нам, Ч1\J сuстояние Боба принимает вид 

vu" 1 IФJв- (4.98) 

Чтобы воспроизвести IФJ 8 , Боб должен применять прообразование U 0 v- 1 

Порядок следования операторов в уравнении (4.98) на первый взmяд 
может показаться интуитивно непонятным ~ он выглядит так, как если 

бы измерение Алисы (U а) предшествовало приготовлеиию разделяемо
го запутанного состояния (V). Однако это <<Обраmенис временю> имеет 
непосрсдственное то:1кование. Если результатом юмерения Алисы является 

IФ(U.J)oл• то Боб получил бы идеальную копию 1·>/1), если бы начальным 
состоянием было lA@ (U.JвiФ} АВ· Чтобы смодеШiровать ситуацию, в ко
торой сразу было подходящим образом выбрано запутанное СОС1uяние, Боб 

сначала применяет v-1, чтобы скомпенсировать <<повороТ>> в IФ(VТ))лв 
и восстановить IФ} АВ• а затем применяет U 0 , чтобы иреобразовать запу
таннос состояние к ·1ребуемому виду. 
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Существуст бо::Iее фантастическая интерпретация уравнения (4.98), ко
торая хотя и необязатсльна, но тем не менее неопронержима. Мы можем 
«объяснить», как квантовая информация переносится от Ллисы к Бобу, сле

дуя 1\Вижению кубита вдоль мировой линии в пространстве-времени. Ку

бит движется вперед во времени от его приrотовления Чарли до измерения 
Алисой, затем - назад от измереuия ;ю лервонача:1ьною прюо1uвления 

запутанной пары н, наконец, снова вперед во времени от nриштов::rення 

пары до лаборатории Боба. Поскольку эта мировая линия посещает изме

рение Алисы прежде чем добирается до приготовдення запутанной пары, 
U~-l действует «ПерВЫМ)), а V ·-«ПОЗднее». 

4.4.4. Квантовый пр01·раммныii продукт 

Телепортапия имеет некоторые интересные при:Iожения. Г!ре)(ставим, 

например, ч1u Алиса и Боб xorяl' применять «квантовый вентиль>> V 
к неизвестному состоянию 11/·) 0 . Но примсненис V требует с;южного обо
рудовани•, которое они себе не моrут nозволить. 

Более 1кономичная альтернашва - приобрести кванmо11ый програ.м .. и-
1/ЫЙ продукт · · бинарное состояние, которы", как упсряст продавец, яв:rя-
ется т 

1
. 

IФ(V ))Ав= lA Q<: V в Ф)Ап· (4.99) 

Аппаратное обеспечение Алисы 11.0статочно мощное, ч·юбы .выnо.;:шить из

мерение, проецирующее на базис {IФ(U.))cA}; коль скоро резупы'п а из

вестен, состояние VU~ 1 I.P) в-· приrотовлено. То!Да Jioб может завершить 
ВЬШОЛНение V на 1•/J) В• ПрИМе!!RЯ иреобразование VUa V- 1 

Эта пpoцcliY]Ja может показаться перазумной - почему "ы с<ппаем, 
чтu Боб может применять прсобразование VU а V · 1, яо не сnособен при
мснить. V? В действительности это не так ГЛУJ.JО, а и~сет важные нримеве
ния к отказоустойчиным квапrовым вычислениям. которые мы будем и..1у
чать позднее в mаве 81 В некuторых случаях вьшолнет<е vu. v-1 в дей
ствительности несколько проще, нежели применевне V. Бонсе тшо, вместо 
того, чтобы приобретать квантuвос прОI'j)аммное обеспечение, Алиса и Боб 

м01ут сами пригоrовитъ его, даже несмотря на ro, ч1о они не могут на
дежно применить V. Это возможно, поскольку проще проверить, что было 
должным образом пригошвлено ювестное квантовое состояние, чем про
веряп~, что известное унитарное нрсобразование быно уснешнu nрименсна 

1 Н _'YfO издание воm:IИ первые mecn. ша н лехций ilрескИJыа. Редакция PX;:J, прсдпоJiаа
ет издание tпОроЙ части, которая буде1· nосвнщена теории квантовых ко;~оR, нсrrравлиющю. 
ощибхи, от~тзоустойчивых вычислений, тшюлоги•tсских квантовых ны•tиснепий и другим Rо
нросам. - Iipuм ред. 



4.5. КВАНТОВАЯ КРИПТОl'РЛФИЯ IR9 

к неизвестному состоянию. Если нельзя положиться на применяющее V ап
паратное обеспечение, то мы nредпочтем использовать его автономно ;r.пя 
подготовки компьютерной про граммы, чтобы применип. ее с гарантирован
ной надежностью, нежели рисковать нанести неустранимос новреждение 

нашему неизвестному состоянию nеледетвне ошибочного выполнения V. 
С каждым примепепием V расходуется одна копия квантового про

граммнО/о обеспечения. Таким образом, нротокол выполнения преобр<13о

нания V с его номощью использует запутывание как ресурс. 

4.5. Квантовая криптография 
4.5.1. Распределе11ие квантовоrо ЭПР-ключа 

У каждого есть свои секреты, Алиса и l:Joб не исключение. Алисе нуж

но передать Бобу очень пичное сообщение, но у них ес1ъ очень тобопытная 
подружка, F:ва, которая наверняка попытается их подслушать. Моrут ли они 

связаться, будучи уверенными, что Ене это не удастся? 

Очсвиюю, им нужно воспользоваться каким-то кодом. Но беда в том, 
чrо Ева не только очснr. любопытна. по и весьма. лапка. Алиса и Боб не 

уверены, что им х1~атит ума придума1ь такой код, который Ева не сможет 

взломать, за исключением одной схемы кодирования, которая абсолютно 

надежна. Ес.1и Amica и Боб поделят тайный ключ, известную только им 
с.1учайную последовательносп. бнтоп, тоtда Аниса может конвертировать 

свое нисьмо в кuдах ASCII (ряд битов не i\ЛИННее ключа), сло:ж:ив (по мо
дулю два) каждый бит своего сообщения с соответствующим битом ключа, 
и поспать результат Бобу. Получив этот ряд, Боб может добавить ключ, 

чтобы извлечь сообщение Алисы. 

Эта схема надежна, так как, даже если Ева перехватит сообщение, она 

ничего не сможет узнать, поскольку передавасмая после11.овательность сама 

но себе не несет никакой информации - сообщение закодировано в корре

.1Яции между передаваемой строкой и ключо,и (который Ева не знает). 

Тем не менее пробнема nce еще остается, поскольку Алисе и Бобу 
необхолимо установить общий случайный к.mоч и они должны быть уве
рены, что Ева не сможет его узнать. Они могли бы встретиться, чтобы 
обменяться ключом, но э·ru может оказаться невыполнимо. Они могли бы 

доверить третьему :пщу передать этот ICIIOЧ, но ч·rо если оно сосrоит в тай

ном сговоре с Евой? Они мш~ш бы использовать nротоколы распределе
ния «открытых к.;почей», но их надежносп. опирается на предположения 

относительно вычислите:Jьных ресурсовj ноступных потенциальному про

'fивнику. Дсйствите:Iьно, в главе 6 мы увидим, что протоколы открытых 
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юночей беззащитны перед атакой хакера, располагающего квантовым ком
nьютером. 

Могут ли Алиса и Боб использовать квантовую информапию (и осо
бенно запутывание) для решения проблемы передачи ключа? Могут' Мож
но придумать протоколы распределения квантовых ключей, которые будут 

неуязвимы для любой, допустимой закnнами фw3ики, атаки. 

Предположим, что АJшса и Боб делят запас запутанных пар, приготов

ленных в состоянии 1 ф +). Чтобы приготовить известный только им тайный 
ключ, они должны выполнить следующий протокол. 

Для каждого паходящегося в их распоряжении кубита Алиса и Боб ре

шают измерять или и 1, или и 3 . Эrо решение являе1·ся пссnдо-случайным, 

каждый выбор реализуется с ВС(Юятностью 1/2. Затем, после того как изме
рения выполнены, они открыто обьявляют о 1ом, какие наблюдаемые были 

измерены, но не открывают полученные ими результаты. В тех с.:гтучаях 

(примерно в половине), в которых они измерили свои кубиты вдоль разных 

осей, их результаты отбрасываются (поскольку в них получены нескоррели
рованные результаты). В тех же случаях, в которых они выполнили измере
ния вдоль одних и тех же осей, их результаты хотя и случайны, но идеалыю 

скоррелuрованы. Слсдоватепьно, они установили между собой случайный 

ключ. 

Но действительно ли этот протоко~1 неуязвим перед коварной атакой 

Евы? В частности. еще раньше Ева могла тайком иска·шть пары. Тогда 

пары, которыми располагают Алиса и Боб, могут и не нахо7щться в иде

альных IФ+)-состояниях, а скорее они бmут запутаны с кубнтами Евы (без 
ведома Алисы и Боба). Тогда Ева может подождать до тех пор, пока Али
са и Боб не сделают своего заявления, чтобы соответствующим образом 
выполнить измерение своих кубитов и получить максимальную информа

цию о полученных ими результатах. Алиса и Боб должны .защититт~ся от 

подобной атаки. 
Если Ева дейстнительно исказfL'Iа пары Алисы н Боба, тогда наиболее 

общее возможное состояние АВ-пары и множества Е-кубитов имеет вид 

IT)ABE = IОО}Авlеоо)в + IOl}AвleOl)E+ 

+ llO}AвleJo)в + lll}Aвlell)E, (4.100) 

где состояния кубитов Евы jci1) Е ни нормированы, ни взаимно ортого
налыiы. Вспомним теперь, что онределяющим свойством jф+) является то, 

что оно представляет собой собственное состояние как о-\А) ® о-\8 ), так 
и о-\А) ®и\81 с собственным значением+ 1. Предположим, что Алиса и Боб 
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могут нровсрить, обладают ли этим свойством имеющиеся у них кубиты. 

Чтобы удовлетноря.-тось и~ А) 0 и&В) = 1, мы должны иметь 
IУ/лвв = IОО/лвlеооlв 1 111/лвlен)в, (4.101) 

а чтобы выполнялось а\А) ® а\8 ) = 1, мы должны име1Ъ 

IУ)лвв ~ ~(IОО)лв + lll)лв)le)в = IФ+/лвlс)в· (4.102) 

Мы видим, что АВ-пары могут быть собственными состояниями операто

ров и\А) ®а\8) и u~A) ®и~В); если тольiФ они полностыо незапуrаны с ку
битами Евы. Следовательно, измеряя свои кубиты, она не сможет что· либо 

узнать о результатах измерений Алисы и Боба. Случайный KJIIOЧ надежен. 

Чюбы проверить свойства и\А) ® и\в) ~ 1 = <Т~А) ® а~в), Алиса 
и Боб могут пожертвовать частью своего оощего ключа и открыто ераввить 

результаты своих измерений. Они должны обнаружить, что их результаты 
действительно идеально сЮJррелированы. Если это так, то с высокой стати

стической надежностью Offif будут уверены в том, что Ева не в сосrоянии 

перехватить ключ. Если нет, то они зарегистрирова.JШ гнусную деятеJiь

ность Евы. Тогда они могут выбросить этот ЮIЮЧ и сделать новую попытку 

установить на11:ежный ключ. 

Как я только что это представил, протокол распределения :кванrового 

ключа, казалось бы, требует наличия раз~rtеленных между Алисой и Бобом 

запутанных пар, но на самом деле эrо не так. Мы можем представить, что 

Алиса сама !'ОТОnит пары IФ+), а затем измеряет один кубит в каждой па
ре, прежде чем послать другой Бобу. Это полностью эквивалентно схеме, 
в которой AJrn:ca гоrовит одно из чen.Ipex состояний 

(4.103) 

(выбираемое случайным образом, каждое из них возникает с вероятностью 

1/4) и посылает кубит Бобу. Тогда измерение Боба и проверка выполняют
ся, как и раньше. Эта схема (известная как протокол распределения кван

I'ОВОГО ключа ВВ84 1) так же надежна, как и схема, основанная на запуты
вании2. 
·~~~~~~~ 

1 Предложен Бенпетом и Брассаром в 1984r:: С.Н. Bennett, G. Brassard, in Proc. /ЕЕЕ Int. 
Conf оп Computers, Systems and Signal Processing, IEEE, New York (1984). Эксперименталь
но реализован в экспериментах с поляризованными фОТQнами. Де·rалъное обсуждение можно 
найти в книге фumка н.ва11товой ин.фор.мации, nод ред. Д. Боумейстера, А. Экерта и А Цай

линrера, Постмаркет, М.: (2002). - При:w. ред. 
2 За исключением ТОJо, <rro в ЭПР...;.;хеме Алиса и hоб мoryr подоЖдап. с созданием ключа 

до тех пор, пока им не понадобится поговорить, сокращая таким обра.~ом риск тоrо, чrо в ка· 
кой-то моменх· ~ва может совершить в.> .. i"JOM, чтобы узна"IЪ, какие сосrояния: приготовила Алиса 
(и таким обра·3оМ извлечь ключ). 
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Другой интригующий вариант называется <щбращенной во времени 
ЭПР» схемой. Здесr~ и Ашlса и Боб плавят по олиому из четырех состоя

ний (4.103) и отсылают свои куtiиты Чарли. Тота Чарли выполняет измере
ние Беша на паре то есть он И'!М""Яет u(A) ~ О"(В) и О"(А) о ".(в) совершая ' -~~- l'<YJ зvз. 

ортоюпальную проекцию на одно из состояний IФ"'), lw±), и открыто обь
являет о результате. Поскольку все четыре из зтих состояний одновременно 

являются собственными состояниями операторов <Т\41 @<Т\81 и ".~А) с&<Тi8\ 
когда Алиса и Боб приrотовИШI свои спины ориентированными вдо.1ь од

ной и той же оси (что они л:слают примерно в половине случаев), они делят 
один бит1 . Конечно, Чар.1и может оказаться в союзе с Евой, по, как и прсж· 
де, путем сравнения части своих юцов, Алиса и Боб моrут проверить, что 
те не имели дос1упа к ипформап:ии. Эта схема имеет то преимущества, '(_по 

Чарли мог бы заведовать центральной коммуrаторной стющией, храня ку

биты, полученные от многих людей, и выполняя измерение БеJШа, к01ла 
двое из абонентов запросят установить безопасную связь. (Здесь мы пред
полагаем, что Чар;m имеет усrойчиnую квантовую память, в которой кубит 

может храниться надежно и сколь угодно долго.) Безопасный ключ может 
быть установлен даже nри временно закрытой :тин и и квантовой связи, ec.illl 
оба абонента догадались послать свои кубиты Чарли раю.ше (когла кванто
вый канал был открыт). 

[J.o сих пор мы делалинереалистичное предположение о том, что кван
товый канал связи и;:J.еален, но, конечно, в реальном мире будут возника·п, 

ошибки. Следовательно, даже есни Ева не причинила никакого ущерба, 

Алиса и Боб иногда будут обнаруживать, что их проверочный тест терпит 

неудачу. Но как им отJШЧить ошибки, возникающие из-за дефектов канала, 

от ошибок, возникающих в результате вторжения Евы? 
Обращаясь к этой проблеме, Алиса и Боб могут усовершенствовать 

их протокол в двух отношениях. Во-первых, они могут осуществить (клас

сическую) коррекцию ошибок. чrобы сократить эффективную частоту их 
появления. Например, чтобы устаншштъ каждый бит их общего ключа, они 

могут в действителыюсти заменить его блоком трех случайных битов. Ес

ли среди трех битов не вес одинаковые, то Arrnca может сообщить Бобу, 
какой из них отличается от двух других; Боб может инвертировать этот 

бит в своем блоке, а затем использовать подсчет большинства го;юсон для 
определения значения бита дтrя блока. Таким способом Алиса и Боб раз
делят О11,ИНаковый бит К..'IЮЧа, даже ес.:ш для О/(НОГО бита в б.·юке из трех 
возникла ошибка. 

1 Пока Чар..1и не выполнил свое измерение, состояния, nриготовленные Ашсой н Бобом, 
полнос'!Ъю некорре.аированы. Определенная rюрре:nщия (или антикорреляция) устанавлиRает
ск после тоrо, ка.к Чарли выпо.'lннт свое и:~мерение. 



4.5. КВАIПОВАЯ КРlШТОI'РАФИЯ 193 

Однако одной нишь коррекции ошибок недостаточно для уверенности 

в том, что Ева не получила информацию о юпоче - коррекция ошибок 

должна бьпъ ,1ополпена (классическим) секретным усилением. Например, 
после выполнения коррекции ошибок, когда Алиса и Боб уже уверены, что 
располагают одинаковыми ключами, они могут выделить бит «суперiСЛЮ
ча>>, наnример, четность n битов ключа. Чтобы узнать что-нибудь о четно
сти n битов, Еве нужно хотя бы что-нибудь узнать о каждом бите. Следо
вательно, бит четности в среднем существенно более надежен, чем каждый 
из отдельных битов ключа. · 

Если частота ошибок в канале достаточно низка, то можно показать, 

что распределение квантового ключа, ;щполнснное коррекпией ошибок 
и секретным усилением, неуя:~вимо для любой атаки, которую может пре!l,

принять Ева (в том смысле, что можно J:арантироватъ, что полученная ею 
информапия будет скот, угодно мала). Мы вернемся к проблеме о(>еспече

ния безопасности распределения квантового ключа в rлаве 7. 

4.5.2. Невозможпость ююнировании 

Безопасность распределения квантового юiюча основана на существен
ном ра1личии межпу кваптnвой и К)Jассической информаrщей. Неоо1можно 

получить информацию, определяющую различие между нсорrогональными 
квантовыми состояниями, не внося воз.«ущение в эти состояния. 

Например, в протоколе НВ84 Алиса посьmает Бобу шобое и-1 четырех 

состояний, 1 r z), llz), 1 r х), llx): и они имеют возможность проверить, 
что ни одно из этих состояний не возмущено попыткой подслушивания 

со стороны Евы. В более общем виде предположим, что I'P) и 11/о) два 
неортогонаJн,ных состояния в 7t ( ('~'>I'P) i О) и что в 7t 0 7t5 (где 'Н.JS -
доступное Еве rнпьбертово пространство) применяется унитарное иреоб
разование И. не возмушающее I'P) и 11/о). Тогда 

а унитарносn, предполагает, что 

1'1'>) Ole) "' 
I'P) Olf)E, 

(1/oi'P) = (E(OI® (ФI)(I'P) ®IO) в) = 

= (ЕН о (ФI)(I'P) Olf)т;) ~ (V'I'P)(elf). 

(4.104) 

(4.105) 

Таким обра:юм, при (wi'P) f О мы имеем (elf) = 1 и, поскольку состоя
ния нормированы, le) ос 1!). Это означает, что ни одно измерение в 7t5 не 
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может дать информацию, отJШЧающую I<P) от 11"). В cJIYЧae ВВ~4 это до
казательство показывает, чrо если Ева не вносит возмущения в состояния, 

посланные Алисой, то состояния в 'Н в остаются неизменными, независимо 

от того, какое из четырех состояний 1 Т z), llz), 1 Т z), llz) бЫJIО посла
но, и, следовательно, Ева ничего не узнает о разделенном Алисой и Бобом 

ключе. С другой стороны, если Алиса посЫJiает Бобу одно из двух ортого
нальных состояний 1 Т z> или llz), то ничто не мешает Еве получить копию 
информации (как в с.пучае с классическими битами). 

Ранее мы отмеча.Jш, что если у нас есть множество идентичных копий 

кубита, то можно измерить средние значения некоммутирующих наблю

даемых типа ст 1, и 2 и и 3 , чтобы полностью определить матрицу плотно

сти кубита. Неотъемлемым в выводе о том, что неортогонаньные сОС'IОЯ

ния нельзя разтrчить не возмуrив их, является неявнос утверждение, что 

невозможно сделать идеальную копию кубита. (ЕсШI бы мы моrли, мы еде

лани бы стодько копий, сколько их необходимо для оnределения (и 1 ), (и2 ) 
и (и 3 ) с любой наперед заданной точностью.) Сформудируем это в явном 
виде: не существует квантового ксерокса. 

Ортогональные квантовые состояния (подобные классической инфор

мации) могут надежно копироваться. Например, унитарное преобразова

ние, действующее как 

(4.106) 

копирует первый кубит на вrорой, есди первый яв..11Яется одним из двух 

состояний: IO) А или ll) ,1 . Но если вмесrо зrого первый кубит находится 
в состоянии I<P) = а/0) А+ Ь/1) А• "fO 

U: (a/O}A+blliA)IO)в ___, a/O)AIO)E+b/1)Ail)E. (4.107) 

Это не состояние I.P) ® IФ} (тензорное произведение исходною сосrояния 
и ero копии); скорее это нечто совершенно отличное - запутанное состоя

ние двух кубнтов. 

Чтобы рассмотреть наиболее общий кванrовый ксерокс, ilOllycтим, что 
полное гильбертоно пространство шире тензорного произведения исходно
го пространства и пространства копий. Тогда наиболее общее «кошtрую

щее>> унитарное иреобразование действует как 

И· { I<P)AIO)вiO)p ___, l.,fbl<P)вie)p, 
. ii")A/O)EIO)p ___, ii")Aii")Eif)F. 

(4.108) 
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Тогда унитарность предполагает, что 

(4.109) 

следона:rелыю, есди А (.PI'P} А # О, то 

1 = в(.РI'Р} Е p(elf} F· (4.110) 

Поско;~ьку состояния нормИJЮваны, мы приходим к выводу. что 

1 (ФI'Р} 1 = 1, (4.lll) 

то есть I.P} и I'P} в действительности представляют один и тот же луч. 
Ни одна унитарная машина не может сделать копии I'P} и IФ}, если они 
являюrся различными неортогоналыtыми cocmoянtlflA..fU. Этот результат на

зывается теоремой о невозможности к.1оllнровання. 

4.6. Многокомпонентное заnутывание 

4.6.1. Три квантовых ящика 

llocлe бе3умно уснепшоrо эксперимента с тремя монетами на столе 
A;rnca и Боб стали всемирно извеС111Ыми. Они стали профессорами, Алиса 
в КА.lТЕХе, а lioб в Чикаi"О. Они слишком занятые, чтобы проводить много 

времени в лабораториях, но у них достаточно аспирантов и они продолжа
ют активно заниматься наукой. 

Их Jlучший С'JУдент, Чарли, который выпоШIЯЛ всю черновую рабо

ту в эксперименте с монетами, закончJШ образование и теперь он доцент 
в Принстоне. Алиса и lioб хотели бы содействовать карьере Чарли и по

мочr~ ему зашпъ пос·rоянную должность. Однажды они болтали по теле

фону. 

Алиса: Знаешь, Боб, мы, конечно, должны помочь Чарли. Ты можешь при

думать подходящий :эксперимент, который мы можем выпоШiить втро

ем? 

Боб: Ну, я не знаю, Аниса. Есть множество экспериментов, которые я хотел 

бы выполнить с нашими запутанными парами кубитов. Но в каждом 
эксперименте есть одип кубит для меня, а другой- для тебя. Похоже, 

что Чарли- третий лишний. 

Алиса: [Длинная пауза]. Боб ... Л ты когда-нибудь думал о постановке экс
перимента с тремя кубитами? 
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У Боба отвисла челюсть и подскочил пульс. Во в~1езюшом прозрении он 

словно увиде:1 неред собой всю свою будущую карьеру. llo правде говоря, 
Боб уже начинал задумываться о том, чm их зксперименты с двумя куби

тами порядком устарели. Теперь он знает, что в б.1ижайшие 1mть лет он 

весцело носnятит себя выполнению полного трсхкубитовоrо эксперимента. 

К тому времени он, Алиса и Чарош обучат другого бJiеС"IЯщеrп студента 
и будут готовы подетуnиться к четырем кубита_\1. Затем еще один студент 

и еще ОJ(ИН кубит. И так ;щ самой пенсии. 

Вот как выглядит эксперимент с тремя кубитами, который Аниса и Боб 

решини попробовать осуществить: Алиса nоручает сотруднику своей Оiа

бора-юрии в КАЛТЕХе тщательно припппвить состояние трех кваНТОJIЫХ 
ящиков. (Но Алиса не знает точно, как он это сдслае·1:) Она оставляет один 

ящик у себя, а два друтих отправляет срочной квантоnой nоч-юй lioбy и Чар
ли. В каждом ящике находится шар, который может быть и:~и чер•1ым, ипи 

белым, но ящик п.1отно закрыт. Единственная оозможность узнать, что на
ходится Rнутри, ··-это открыть ящИIС, но открыть его можно двумя различ

ным и снособами -ящик имеет две дверцы, промаркированные как Х и У 

Опрс;\елит1~ цвет шара можно~ когда открывается одна из двух ;1всрок. Но 
uевозможно открыть обе днерцы ера:!)'. 

Алиса, Боб и Чарли собираются исследовать, как скоррелированы ящи

ки. Они нршюдят множество тщатедьно контролируемых ш:пытапий. Каж

дый раз один из них, выбранный жребием, открывает дверцу Х, тогда как 
двое других открывают дверцу У. У,щчлю•ые, как всегда. А.1иса, lioб и Чар
.'IИ J~С~Iают удивите.т.ное открытие. Они обпаруживаю1~ что всякий раз, ко
гда они открыва10т ящики в таком порядке, они находят нечетнос количе

ство черных шаров. 

То есть А.1Иса, Боб и Чарли обнаружили, чю ко1да они открывают 
дверцу Х на одном ящиi<е и днерцы У на двух 1\РУI"ИХ, П) гарантированно 
наб.-по,;щют одно из сочетаний цветов: 

(4.112) 

(О обо:шачает белый, 1 - черный). Они ни разу не на~нща:II! ни одного 
сочетания из 

(4.113) 

независимо от того~ у какоi'О из трех ящиком была открыта дверца Х. 

Некоторое время спустя А.шса, Боб и Чарли понимаю1; ч-ю после от
крытия двух ящиков они всегда могут прсдсказаrъ, что щ:юизойдет, коrда 
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будет открыт третий ящик. Rсли первые два шара одного цвета, то тре

тий шар, разумеется, будет черным, а если первые два - разных цветов, 

то последний шар обязательно будет белым. Они нроверяли это несметное 

количество ра1, но так происходило всеrла! 
Даже после нризнапия эксперимента с тремя монетами Алиса, Боб 

и Чарли не усо:мнидись в своей приверженнести к 1йншrейновской локаль

ности. Однажды между тmми состоя.11ся трехсторонний ра1rовор. 

Алиса: Знаете, парни, иногда я просто не могу решиться открыть ли двер

цу Х шш дверцу У своего яшика. Я знаю, я должна выбирать аккурат

но .... Если я открою двсрпу Х, то я несомненно внесу возмущение 
в ящик; следовательно, я никогда не узнаю, что случи.1ось бы, если бы 
вместо этого я открыла дверцу У . .А если я открою дверi'У У, я никогда 
не узнаю, что пanma бы, ес:rи бы открыла )l,Верцу Х. Это так огорчает! 

Боб: Алиса, ты не права! Наш эксперимеН'!· показывает, ч·1о ты можешь 

знать оба эти случая. Неужели ты не видишь? )l,опустим, что ты хо

чешf, знап., что произойдет, кш-да ты откроешь дверцу Х _ Тогда ты 
просто просишь Чарли и :меня открыть дверцы У наших ящикон и со

обшить тебе, что мы обнаружили. Ты будешь знать абсототно точно, 

без сомнения, что случится, еши ты откроешь дверцу Х. Мы прове

ряли это много ра:~, и это всегда работает. Так зачем же беспокоиться 
и открывать дверцу Х? Ты можешь пойти .J;a.in.шe и вместо этого от

крыть дверцу У и узнать, что ты най;(ешь. Таким образом ты рса.:тьно 

уJнаешь резу.::rьтатьJ о·rкрывания обеих дверок! 

Чa().Jm: Но как можно быть в этом уверенным? Еспи Алиса открывает 

д11ерцу У, она теряет возможность открыть дверцу Х. Она же не мо

жет реально получить оба зтих случая. После того, как она открывает 
дисрцу У, мы не можем проверить, прои3ойдет ли ожидаемый резуm.

тат при открывании дверцы Х. 

Боб: Да ну, как может с."учиться другое? Смтри, ты же на самом деле не 
думаеш1., что ты со своим ящикьм в Принстоне, а я со своим - в Чи

ка:о можем оказать какое-то RJШЯние па то, что найдет Алиса, когда 

она открост свой ящик в Паса.цене, не так ;ш? КоГJtа мы открываем 

паши ящики, мы ничего не можем изменить в ящике Алисы; мы тот~

ко узнаем информацию, необходимую ддя того, ч1обы с уверенностью 
предскюать, что обнаружит А;шса. 

Чарли: Ну, может быть, нам слеJtовало бы выnолнить псско.'Iько больше 
экспериментов, чтобы выяснить, что вы в это:м нравы. 
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Действительно, оnqэытие корреляции трех ящиков сделало Алису 

и Боба даже более знаменитыми, чем раньше, но Чарли еще не получил 
той репутации, которой заслуживает, - он все еще без дошкности. Не уди

вительно, что он хочет ньшолнить больше экснеримептоn! Он продолжает: 

Чар..тrи: Здесь есть нечто такое, что мы можем провсрить. Во всех иыпол
ненных до сих пор экспериментах мы всегда открывали дверцу У на 

двух яшиках и дверцу Х на одном. Может быть, нам нужно проверить 
неч1Q другое. Например, может быть, нам стоит посмотреть, что про

изойдет, если мы откроем одни и те же дверцы на всех трех ящиках. 

Мы могли бы нроверить открытие ЧJСХ Х -дверок. 

Боб: Да ну! Мне надоели зw три яшика. Мы уже все о них знаем. Пора 
двигаться дальше, и, я думаю, Диана уже rотова нам помогать. Давайте 

перейдем к четырем ящикам) 

Алиса: Нет, я считаю, что Чарли прав. Мы действитедьно не можем ска

зать, что мы все знаем о трех ящиках, пока не поэкспериментируем 

с другими способами открывания 1\Верок. 

Боб: Забудьте об этом! Нас ни за что не финансируют. После того как мы 
вложили столько усилий в открывание двух У -ов и одной Х, мы ска

жем, что теперь мы хотим открывать три Х. Нам скажут, что снача .. r:rа 
вы занимались ерундой, а теперь вы предлагаете заняться чепухой. 

Да нас просто поднимут на смех. 

Алиса: Боб прав. Я думаю, что только одним способом мы сможем по

лучить финансирование этого эксперимента, если мы сможем сде

лать предсказание относительно его исхода. Тогда мы сможем ска

зать, что выполняем эксперимент для проверки нрсдсказания. Я слы

шала о неких теоретиках, Гринберrере, Горне, Цайдингере и Мермине 

(ГП~М). Они мноm размышляли о наших экспериментах с тремя ящи
ками; может, они смо•ут что-нибудь предложить. 

Боб: Ну, в этих яшиках вся моя жизнь, а они просто банда теореwков. 
Сомневаюсь, что они скажут что-нибудь интересное или nолезное. 

Но на самом деле не важно, имеет ли их теория какой-нибудь смысл, 

я полдерживаю JТО нрещюжсJJие. Если мы сможем проверить ее, то 

я даже соглашусь с тем, что есть смысл выполнить новый зкспер:и

мент с тремя ящиками. 



4.6. МногокомпонЕнтноЕ ЗАПУтывлпИЕ 199 

Итак, Алиса, Боб и Чарли совершают путешествие, чтобы познако

миться с Г~. И, иссмотря на глубокий скептицизм Боба, IТЦМ дей
ствительно делают очень интересное пред.:tожение. 

ГГЦМ: Боб говорит, что, открывая ящики в Принетоле и в Чикаго, никак 

не возможно повлиять на то, что происходит, когда Алиса открывает 

ящик в Пасадене. Ну, допустим, что он прав. Теперь вы, парни, отправ

Jiяетссь выполнять эксперимент, в котором вы все открываете Х -двер~ 

цы. Никто не может сказать, что из этого получится, но мы можем 

рассуждатr, следуюшим образом: предположим, что если бы вы откры
ди три У -дверцы, то обиаружид и бы три белых шара. Тогда можно 

использовать аргументы Боба, чтобы поиять, что если вместо эroro вы 

откроете три Х -дверцы, то найдет,; три черных шара. Это апапогпч
но такому рассуждению: если Алиса открывает Х, а Бuб и Чарли от
крывают У, тогда вы знаете наверняка, что количество черных шаров 

будет нечетным. Следовательно, если вы знаете, что Боб и Чарли, от

крыв дверны У, нашли по белому шару, то Алиса найдет черный, когда 

откроет дверцу Х. Аналогпчно, если Алиса и Чарли, открыв дверцы 
У, нашли по белому шару, то Боб найдет черный, коща откроет двер

цу Х. Наконец, если Алиса и Боб, открыв дверцы У, нашли по белому 
шару, то Чарли дшжен найти черный, коща откроет дверцу Х. Итак, 
мы видим, что 1 

(4. j J4) 

Не так ли? 

Боб: Ну, возможtю, это достаточно логично, но насколько это полезно? 

Мы не знаем, что обнаружим внутри ящика, пока не откроем его. Вы 
предположи.ан, что УлУ8У0 = 000, но мы никогда не знаем это зара~ 
нее. 

ГГЦМ: Безусловно, но подождите. Да, вы правы, что мы не можем знать 

заранее, что мы найдем, если откроем дверцу У на каждом ящике. 

Но для трех ящиков имеется rолько восемь возможностей, и .мы можем 

легко их все перечислить. А для каждой из этих восьми возможностей 

для УлУв Ус мы можем использовать те же рассуждения, что и рань
ше, чтобы сделать вывод о значении Х А-Х 8Х 0 _ Мы получаем таблицу 

1 Здесь О обозначает белый шар, а 1- черный; УА ознаttает то, что на.ходит Алиса, когда 
открывает дверцу У на своем яищке, и так далее. 



200 

типа эwй: 

ГЛАВА 4 

УлУ8 У0 = 000 __, ХлХ8Х0 = 111 

УАУвУс = 001 __, ХАХвХс = 001 

}А.У8 У0 ~~ 010 __, ХАХ8 Х0 = 010 

УлУ8 У0 = 100--> ХАХ8 Х0 = 100 

УАУ8У0 ~ 011-+ ХлХ8Х0 .~ 100 

УлУвУс ~ 101 ___, X 4 XnXo = 010 

УлУ8У0 = 110 ___, ХлХ8Х0 = 001 

УлУ8У0 ~- 111 ___, ХлХ8Х0 ~ 111 

Боб: Хорошо, ну и что? 

(4~115) 

ГГЦМ: Есть нечто замечаrею~tюе в этой таблице, Боб! Взшяни на значе

ния ХлХвХс···Каждое из них имеет нечетнос количество единиц. 
Это и есть наше предскюанис. Когда вы все будете открывать двер

цу Х на ваших ящиках, вы всегда будете находить нсчепюе кшrичество 
черных шаров! Может бьпь один, может быть три, но всеr;щ нечепиюе 

количество. 

Конечно же. Алиса, Боб и Чар;rи восхищены проницательностыо 
ГГЦМ. Они предложи..1и продшJжить эксrrсримент, который бьш одобрен 

и щедро профинансирован. Наконец, нас-тупает дошож,цаплый день, когда 
они в первый раз выпо:пrяют эксперимент. И когда А:шса, Боб и Чарли, 

каждый, открывает дверr~у Х па СRОем ящике, можете JJИ ны угщщ·1ъ, что 

они обнаруживают'' Три белых шара. Бах!!! 

Подозревая ошибку, Алиса, Боб и Чарли очсш~ тщательно повторяют 

эксперимент, снова и снова, и снова ... Но в каж;юм испытании, всякий раз, 
они находят чernoe кшшчество черных шаров, когда они открывают двер

цу Х на всех трех ящиках. Иногда - ни одного, иногда - два, но нико
гда - один, и никогда -- три. То, чrо они обнаруживали, всегца бьпо нрямо 

щ:ютивоположно тому, что нредска:зьшаJIИ ГЩМ, исхо;tя из 11ринципа эйн

штейнавекой :юка.'lьности! 

Снова отчаяние приводит жаждущих проевещении Алису, Боба и Чар

ли в библиотеку. После векоторого изучения учебника по квантовой меха

нике и основательного допроса сотрудника лабораrории Алисы они пони
мают, что их три ящика были приготовлены в квантовом ГГЦМ-состоянии: 

(4.116) 
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ЯIJ.JIЯЮщемся одновременно собственным состоянием трех набmодаемых 

(4.117) 

с единичным собственным значением. А так как ZX = iY, они нанимают, 
что это состояние обладает снойствами: 1 

Ул®Ув ®Хс ~ -1, 

Хл ®У в @Ус~ ~1, 

У4 ®Хв®У0 --1, 

Хл ® Хв ® Хс = 1. 

(4.118) 

Открывая ящик с помощыо дверцы Х или дверцы У, Алиса, Боб и Чар

ли ныполняют измерение наблюдаемых Х· И.."'И У, результат которого + 1 
означает белый шар, а рсзу.1ьтат -1 - черный шар. Таким образо:м, если 

нригопшлено трех.-убитовое состояние (4.116), то уравнение (4.118) гово
рит, ч10 нечстоое I«Хiичество черных шаров бу;~ст обнаруживаться, если 

дверца У открывается на двух ящиках, а дверца Х - на третьем, в то вре

мя как четное количество черных шаров будет обнаруживаться, ecJrn па 
всех трех ящиках открывается дверца Х. Эrо поведение, недвусмыслен

но нредсказывасмое квантоной механикой, именно то, что казалосi) таким 

обескураживающим Алисе, Бобу и Чарли и их консервативным собрап~ям, 

привержс1вщм эйнштейнавекой локальности. 

После до11олнителы-юго с1убокоrо изучения учебника по квантовой ме

ханике А-тиса, Боб и Чарли ностспепно приходят к nониманию изъяна в их 

рассуждениях. Они знакомятся с 11ринциnом дополнительпасти Бора~ прин

ЦИIЮМ ненримиримой песовместимости некоммутирующнх наб .. 1юдаемых. 
Они поняли, что для тm·о чтобы прийти к своему предсказанию, шrn долж
ны бьши постулировать результат измерения УУУ, а затем делать заклю

чение о резулт.татах измерения ХХХ. Пренебреrая Iрсбующими серьезно

го отношения предостережениями НиJ:rьса Бора, они пали жертвой самого 

паrубного заблуждения. 
Как они и на;~еялись, ~жсперимент с тремя ящиками припес дальней

шее вризнание Алисе и Бобу, а также дОJIЖНОсп,. Чарли. Конечно, экспе
римент с тремя монетами уже убедительно опроверt· эйнштейновскую ло
ка.1ьность; несмотря на тю, эксперимент с тремя ящиками имел другой 

характер. В эксперименте с монетами А.1Иса и Боб моши открыть только 

1 Здесь используются обозначении Хл = ст~А), У в = ст~R) и так далее. Равенства 
н уравнении (4.118) слс~ует понимать ках символические. Они обозначают, что (4.116) яв
:rяется собственным состоянием соответствующих наблюдаемых с собственными значенИJI

ми т:l.- Прим. ред. 
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две из трех монет, обнаруживая любую из четырех возможных конфигу

раций: 00, ОР, РО, РР. Лишь выполнив множество испытаний, они смо1ли 
накопить убедительные статистические доказате~1ьства нарушения неравсн

ства liелла. В противоположность этому в эксперименте с тремя ящиками 

Алиса, Боб и Чарли нашли результат, не согласующийся с эйнштейновской 
локальностью в каждом отдельном испытании, в котором они открыва.тн 

11верцу Х на всех трех ящиках! 

4.7. Упражнения 

4.1. Теорема Харди. Ьоб (в Бостоне) и Клер (в Чикаго) делят множество 
идентично приготовленных копий двухкубитовоrо состояния 

IФ) ~ vf1- 2х IOO) + vfX 101) + vfXIJO), (4.119) 

где х- вещественное число, лежащее между О и 1/2. Они проводят 
множеспю иснытаний, н которых каждый измеряет свой кубит в ба

зисе { IO), 11)}, и узнают, что если резуныатом Боба является 11), то 
результат Клер всег;щ IO), а есни результатом Клер явняется 11), тогда 
у Боба всегда IO). 

Боб и Клер проводят дальнейшие эксперимеиты, в которых Боб вы

полняет измереиие в базисе { IO), Щ}, а Kqep - в ортонормироваином 
ба.1исе {lp), I'Pj_) }. Они обнаруживают, что если результат Боба IO), 
то резрьтатом Клер нсегда является I'P) и ншrогда -I'PL ). Анадогичпо, 
если Клер измеряет в базисе {10), 11)}, а Боб ·в базисе {I'P), I'P"-)}, 
тогда если результат Клер IO), то резрогатом Боба всегда является I'P) 
и никогда- I'Pj_). 

а) Выразить базис {l<p), I'Pj_)} через {10), 11) }. 
Теперь Боб н Клер интересуются, что произойдет, ecJrи они оба бу

дут измерять в базисе {l<p), I'Pj_) }. Их друг Лдьбер·t; ярый сторонник 
локального реашrзма, предсказывает, что невозможно обоим получить 

результат IPj_) ( предсказание известное как теорема Харди). Альберт 
аргументирует это следующим образом. 

Ктда Боб и Клер выполняют измерение в базисе {llf'), I'Pj_) }, 
имеет смысн рассмотреть, что могло бы случиться, есJШ бы 

в~1есто эroro К10-то один из них выпоШIИЛ измерение в ба:!и-

се {10), 11) }. 
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Итак, предположим, что Боб и Клер оба измеряют в базисе 

{1'1'), 1'1'"-)} и что они оба пюучают результат l'l'j_). Теперь, 
если бы Боб вместо этого измерял в базисе {IO), ll) }, то мы 
могли бы быть уверены в том, что его результат - 11), так 
как эксперимент показывает, что если бы Боб подучил IO), то 
Клер не могла бы получить 1'1'" ) . Аналогично, если бы Клер 
измеряла в базисе {fO), 11) }, то она наверняка подучила бы 
результат 11). Мы приходим к выводу, что если бы Боб и Клер 
оба измеряли в базисе {10), 11) }, то они оба подучили бы ре
зультат ll). Но зто nротиворечит эксперименту, который пока
зывает, что если Боб и Клер оба выполняют измерение в бази
се {10), 11) }, то невозможно им обоим получить результат Jl). 
СледоватеJiьно, мы вынуждены сделать выво~ чrо если Боб 

и Клер измеряют в б:висе {1'1'); l'l'j_) }, то онн не могут одно
временно подучить резулыш l'l'j_). 
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Несмотря на впечатляющую аргументацию Альберта, Боб н Клер ре

шают исследовать, какое предсказание может быть получено из :кван

товой механики. 

а) Если Ьоб и Клер оба измеряют в бюисе {l'f'), I'Pj_) }, каково кван
тово-механическое предсказанис для вероятности Р(х) тоrо, что 
они оба подучат результат l'l'j_)? 

Ь) Найдите «максимальное нарушение» теоремы Харди: покажите, 
что максимальным значением Р(х) является Р[(З - v'S)/2] = 
= (5у'5- 11)/2 "'0,0902. 

с) Боб и Клер проводят эксперимет; подтверждающий предсказание 

квантовой механики. Что ошибочно в рассуждениях Альберта? 

4.2. Закрытие лазейки детекmрования. Напомним, что н.еравеиство 

IOWX 

1 (аЬ) + (а'Ь) + (аЬ') - (а'Ь') 1 ,;; 2 (4.120) 

справедливо, если случайные перемеimые а, Ь, а', Ь' принимают зна
чения ±1 и подчиняются совместному распределению вероятностей. 
Максима.."'Ьное нарушение этого неравенства квантово-механическими 

предсказаниями имеет место, когда левая часть равна 2V'2, чrо до
стигается, когда Алиса и Боб делят максимально запутанное состоя

ние !Ф+), а, а' - результаты измерения кубита Алисы вдоль осей .i: 



204 Г.1AIJA 4 

и 2, а Ь, 1/ -- результаты измерения кубита Боба в;юль осей ( i: t i) / v'2 
и (х- z)/v'2. 
Алиса и Боб выпоJШ.или замечатеJiьный :жсперимент~ и:Jмерин по.lя
ризацию занутанпой фотонной пары и подшерпили предсказываемое 

квантовой механикой нарушение неравснс11!а КГШХ. Альберт настро

ен с.кептическл. Он обращает внимание на то, что и.сnоль..'\уемые в их 
эксперименте детекторы не очень эффективны. По боныпей части, ес

ли Аписа регистрирует фотон, то Ьоб - нет, а ес.1и ооб регистри

рует фотон. то Алиса - нет. С;1едоватс..Jыю, они отбрасывают дан
ные )\ЛЯ большинства фотонных пар и остав.;lяiОТ результаты 1ОЛЬ
ко при совпадении детсi<Тировання двух фотонов. В своем ана:1изе 

данных A.rrnca и Боб предполагаю-1~ что их резулътюн осноканы на 
рспрезентати1шой выборке измеряемых наблкщаемых. полчиняюJцих
ся пекоторому распределению 11ероятностей. Однако Альберт дока.1ы

вает, что их выводы могут оказюъся нс.:хостонерпыми~ сели состоя

ние ;~етектируемого фотона скорреднровано с рсзуе~ьтатом измерен11>1 
поляризации. 

Алиса и Боб интересуются, насколько им необходu'.!о rщ~иять эффек

тивность дстекrоров, чтобы вьшо;шить :жсnсримею~ который убедит 
Альберта. 

AriИca может ориентировать свой детектор вдоль любой оси, и если 

она направила еп) вдош~ оси а, то в идеале ее детектор бу..J:ет щсл

кат1., КОJЛа снин ее кубита направ;Jен вверх вдош. оси &., но ввиJ.у 
незффектиnности детектора иншда он не срабатывает, даже если ку
бит ориентирован вверх. Пусть тенерь для каждого номера i фотон
ной пары: х, Е {0, 1} - переменная, обозначающая сработал ли де
тектор Алисы, ориентированный в;юш. оси а, а именно. CCJIИ ще;rчок 

6ЬL'I, то xi =- 1. а если нет, то xi = О. Поскольку детектор неидеаль
ный, то х, может быть равно нулю, даже ес.1и •-убит ориентирован 

вверх вдо;Jь а. Аналогично х: Е {0, 1} обозначает, сработал ли де
тектор Аписы, ориентированный вдо.ть оси i/, 'Yi Е (0, 1} обтначает, 
сработал зи детектор Боба, ориентированный ндош. Ь, а у; Е {О, 1} 
обозначает, сработал JIИ детектор Боба, ориеншрованный в;tо:н, h'
B прсщюложении лока..1ы10rо реа.1И3Ма каж.1ой наре можно сопоста
вить значения х, Х11 у, у', оnрс}(еля:емые Jюкальными скрытыми пере
менными. 

А;шса и nоб свободны в выборе ориентации своих детекторов в каж

дом и..терении; СJJе)~оватспыю. их выборка .знаLiений х, х', ',IJ, у' рспре-
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зснтативна и они выво.цят и3 своих измерений следующие значения: 

N 

Р0 .,(аЬ) ~ ~ I.:x,y,, 
i=l 

N 

У.+(а'Ь) = .~ I.:x:y,, 
~=1 

. N 

Р1 1 (пЬ') = ~ '2:.: х,у;, 
i --1 

N 

р ( 'Ь') 1 "\"'.-' ' -r+ а =- ]\1 ~ XiYi, 
i=1 

(4.121) 

где JV нош-юс количество испытанных пар. Здесь, наrrример, 

Р" + ( аЬ) - верояпюстt, того, что оба 11етекюра сработают, когда Alm
ca и Боб ориентируюr их идо:~ь осей а и Ь, схютвстственно (с учеrом 
влияния несовсршснстяа детекrороn ). 

а) Накажите, чш если х, х', у, у' Е {0, 1}, то 
ху+ху1 +х'у- х'у' ~ х +у. 

Ь) Накажите, что 

Рч(аЬ) + Р_+(а.'Ь) + Р_,, (аЬ')-

(4.122) 

-Р,0(а'Ь') <;; Р1 .(а)+Р+(Ь); (4.123) 

Зilесь Р+. (а) обозначает вероятно"rь того, что дстекrор А;шсы 
щелкнет. если он ориентирован: вдоль оси ii, а Р.+(Ь) обозначает 
вероятность TOL'O, что детектор J)Оба щелкнет, если он ориентиро

ван вдоль оси Ь. 
с) Тенерь сравним это с предсказаниями квантовой механики, где де

тектор АJшсы имеет эффективность 'lA• а детекrор Боба - Т/в· 
Это о:щачаст, что детектор Алисы щелкает с вероятностью Р = 

,-" 1/л Pperf• где Pperf - верояmость щелчка идеа.,т:Iьноrо дeretcro
pa, и аналогично для детектора Боба. Выбирая а, Ь, а', Ь' макси
Мil-lЫ/0 нарушающими неравенство КГШХ, покажите, что nред

сказания квапrовой механики нарушаюr неравенство (4.123), если 
только 

Т/л'lв > 1 
'lл -11]в 1 + J2 

(4.124) 
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Таким образом, если 'lл = 'lв• ro Алисе и Бобу необходимы де
текторы с эффективностью выше 82,84%, чтобы преодолеть воз
ражения Альберта. 

4.3. Телепортацая с помощLю пепрерывиых перемевных. Один полный 
ортонормированный базис в гильберrовом пространстве двух частиц 
на вещественной прямой представляет собой базис (сепарабет.ных) 
собственных сосrояний операrора положения {lq1) 0lq2 ) }. Другой
запутанный базис { Q, Р) }, где 

IQ, Р) = ~ j dq e'Pqlq) ® lч + Q); (4.125) 

они яв.~IЯются одновременными собственными состояниями операmра 

относительного положения Q = q 2 - q 1 и операюра полного имnу;zь

са Р = Р1 1 Р2· 

а) Проверые, что 

(Q', P'IQ, Р) = 6( Q' - Q)o(P' - Р). (4.126) 

Ь) Поскольку сосrояния {IQ, Г)} образуют базис, мы "ожем разло
жить собственные сосrояния положений как 

(4.127) 

Вычислите коэффициенты разложения (Q, Pl(lq1) 0lq2) ). 

с) Алиса и Боб приготовили запутанное состояние IQ, Р) АВ двух ча
стиц А и В; Алиса оставила себе частицу А, а Боб- частицу В. 
Алиса поцучила неизвестный волновой пакет 11/J)c = f dq lq)c 
c(ql.f)c, который она намерена телепортировать Бобу. Составь
те протокол, который они могут вьпюлнить, чтобы осуществить 

телепортацию. Чrо должна измерить Алиса? Какую информа
в.ию она должна nослать Бобу? Что должен с;tелать Боб, пО.'I)'чив 

эту информацию, чrобы частица В бьта пригоrовлена в состоя

нии 1Ф) 8 ? 

4.4. Телепортация со смешанными состояниями. Операn.иона."1ыiый спо
соб определения запутанного состояния заключается в mм, что оно мо

жет быть исnользовано для телепортации неизвестного квантового со
стояния с лучшей точностью воспроизведения, чем зтого можно бьшо 

бы добиться с помощью одних rолько локальных операций и классиче

ской связи. В этом упражнении вы покажете, что существуют смешан

ные состояния, в этом смысле запутанные, но тем не менее не нару

шающие никакого неравенства Белла. Следовательно, для смешанных 
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состояний (в противоположвость чистым состояниям) понятия <<Запу

таннЫЙ>> и «нарушающий нсравенство Беллю> не эквивалентны. 

Рассмотрите «ШУМЯП\)'10>> заnутанную пару с матрицей IШотности 

р(Л) ~ (1- Л)I,Р-)(,Р 1 + ~1. (4.128) 

а) Найдите точность восщюизведения F, которой можно достичь, ес
ли состояние р(Л) используется дпя. телепортадни одного кубита 
от Алисы к Бобу.'[Указапие. Вспомните, что вы показали в од
ном из предыдущих уnражнений, что <<случайное гадание» имеет 

точность воспроизведения F = 1/2.] 

Ь) При каких значениях Л найденная в (а) точность воеползведе
ния лучше той, которой можно добиться, если Алиса измеряет 

свой кубит и посылает Бобу классическое сообщение? [Указа

ние. Раньше вы показали, что можно достичь значения F = 2/3, 
если Алиса измеряет свой кубит. Фактически это наюrучшсе воз

можное :шачение F, достижимое в классической связи.] 

с) Вычислите 

Prob( iпiт) o=tr(Eл(n)E8 (m)p(Л)), (4.129) 

где Ел(n) - проекция кубита Алисы на состояние 1 j"), 
а Е 8 ( m) - проекция кубита Боба на состояние 1 i ,п). 

d) Рассмотрите случай Л = 1/2. Накажите, что в этом случае состоя
ние р(Л) не нарушает неравенства Беш1а. [Указание. Достаточно 
построить модель локальных скрытых переменных, которая нри 

Л= 1/2 корректно воспроизводитнайденные в (с) спиновые кор
реляции.] Предположите, что скрытая переменпая & однородно 
распределена на единичной сфере и что сушествуют фуТiкции f л 
и f в такие, что 

РrоЬв( iт) ~ ! 8 (& rn). (4.130) 

Задача состоит в том, чтобы найти f л и f в (где О .;; f л. в .;; 1), 
обладающие свойствами 

j fл(&·n)=~, j fв(& m) = ~· 
d & 

J fл(& · fi)fв(& · m) = Prob( iпlт ). (4.131) 

d 
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4.5. Распределевне квантового ключа. Алиса и Боб хотят выпо;mить 
протокол распределенi!Я квантового кточа. Алиса имеет все Jtеобходи

мое, чтобы приготовить JПОбое и1 двух состояний: lи.) юш lv). В под
ХО.i].Ящем базисе эти два состояния моrут бытъ лредставлсны как 

lи) ·~ (COSct), lv) = (НiП<>), (4.132) 
SШQ CQS(); 

где О < а < rr /4. Алиса выбирает наугад, что послат1, Г>Обу, !и) или lv), 
а Боб допжен выполнить измерение, чтобы опреде;тть, что она посла

ла. Так как эти два состошпm не ортогонадны, Боб не может ра:щи
чить их с абсодютной точностью. 

а) Dоб пони~ает, что он не может рассчИ1 ывать на то, что всякий раз 

он сможет идентифицировать кубит Аписы, поэтому он довояь~ 
ствуется процедурой, J<Оторая лишь иногда обесnечивает успех. 

Он выполняет ПОЗМ с тремя возможными исходами: ~lи), •lv), 
юш НЕ ЗНАЮ. Если он получает результат •1»), он уверен, что 
бЫJю послано lv), а ес;ш он получает результат ~111), он уверен, 
что было nослано lи). Ес;ш получен результаг HF. ЗНАЮ, тота 
его измерение неубеднте;IЪНо (не нозво.тяст сдслатJ, определенно
го вывода). Эта ПОЗМ опреде;~Яется оператора,\lи 

F •u = A(l-lu)(иl), F .v ·= A(l-lv)(vl), 

FDк = (1- 2A)l + A(lv.)(иl + lv)(t~l) 
(4.133) 

(DK - Don't Кnow -· НЕ ЗНАЮ), где А - · положительное ве
щественное число. Какое значение А должен выбрать Боб, чтобы 
минимизировать вероятность результата НЕ ЗНАЮ, и чему равна 

эта минимальная вероятность IШ ЗНАЮ (при условии, что A.rntca 
выбирает lи) или lv) с равной вероятностью)? [Указание. ЕсJШ А 
C.:IИUIК0\1: веnико. то F о к будет иметь отрицательные собственные 
зпаченi!Я, а уравнения (4.133) не будут нрсдстандять ПОЗУ!.] 

Ь) Разработайте протокол распределения кванmвого к:поча, 11спользуя 
11сходиые данные Алисы и ПОЗМ Боба. 

с) Конечно, Ева тоже хочет знать, чm Алиса посылает Бобу. Надеясь 

на то, что А"'!Иса и Боб не за:~етят, она перехватыпаст каждый 

посы.ыемый Алисой кубит, выполняя орто[оналъное измерение. 

проецирующее его на базис {( 6) , ( ~)}. Еслн она по:Jучает ре
зультат (6). то она nересы;шст 1>ofiy )и), а есJш ·- (~).то пересы
лает ему lv). Gтедоватеilьно, всякий раз, когда ПОЗМ Боба имеет 
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убедительный результат, Rва знает, каков он. Но вмеmательство 

иызывает обнаруживаемые ошибки; иногда Боб получает «убеди
телыiЬJЙ)> ре:JУт~тат, который на самом: деле отличается от того, 

чw посылала л~шса. Какова вероятность такой ошибки? 

4.6. :\'lивимадьвое возмущенИе. В упражнении 2.1 вы нееледовали игру, 
в которой Алиса решает наудачу (равно вероятно), какое чистое сос1о

ЯIШС одного кубита прш-оrовить из двух возможных: 

(4.134) 

и посылает зто состояние Бобу. Выполняя орrошнальное и..1мерсние 

в базнее { JO). 11)}, Боб может идетифнцнроватr. состояние с мини
мальной вероятностью ошибки 

(4.135) 

где мы опреде:ш;т 8 сооnюшением 

(,Pj,J.) = cosO = sin(2a). (4 136) 

Но допустим теперь, чrо Ева хочет перехватить зто состояние, пока 

оно движется от А.11исы к Бобу. Как и Боб, она же~1аст извлечь опти

мальную информацию, отличающую JФ) от J,P), и при этом мниими
зировать вносимое ее вмешате;тьстио\f возмущение, так чтобы Алисе 

и Бобу бьсю невозможно заметить, что здесь что-то не так. 

Ева понимает, что оптимальную ПОЗМ можно осуществить с по~ю

щью оперюорав измерений 

М о = IФо) (OJ, (4.137) 

с произвольными 1\Скторами Jф0 ) и IФ 1 ). Если Ева выполняет зто из>tе
рение, то Боб волучает состояние 

р' = cos2 аlф0 )(ф0 J + siп 2 аJф 1 ) (Ф 1 J, (4.138) 

если А lИСа послала IФ), и состояние 

j"/ = siп2 <>IФo>IФol + cos2 <>IФ 1 )(ф 1 J, (4.1 39) 

если Алиса послала J-<'~). 
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Нва хочет, чтобы средняя точность воспроизведения nолучаемого Ьо
бом состояния была как можно больше. Веnичина, коrорую она хочет 
минимизировать, называемая в дальнейшем «возмущением)> D, изме
ряет, насколько близка к единице эта средняя точность воспроизведе-

ния 1 -D = 1- 2(F + F), (4.140) 

F = <ФIР'IФ}, F = (ф[р'["f,}. 
IДе 

(4.141) 

Целью этого упражнения является проверить, насколько эффективно 

Ева можеть сократить возмущение с помощью подходящего выбора 

своих измерителы1ых операторов. 

а) Покажите, Ч'П! Р + F может быть представлено в виде 

(4. 142) 

где 

А..:..::: ( 1- 2cos2 а sin
2 о: coso: sin~ ) 

cos о: sin о: 2 cos2 а sin2 (). ' 

В~ ( 2cos2
o: sin

2
a cosa sina ) 

со .. 'нх sin et 1 - 2 cos2 о: sin2 а · 

(4.143) 

Ь) Покажите, что если [Ф0 } и [Ф1 } выбраны оптимально, то минималь
ное возмущение, коrорое может быть достигнуrо, равно 

(4.144) 

[Указание. Мы можем ныбрать [ф0 } и [ф1 }, чтобы независимо 
максимизировать два слагаемых в уравнении (4.142). Максималь
ным значением является максиМаJIЬНое собственное значение опе

ратора А, которое может быть выражено как .\шах = ~ ( 1 1 

+ v'1- 4det А), поскольку сумма собственных значений равна 
единице.] Конечно, Ева могла бы сделать возмущение еще мень

шим, если ее устроит меньшая, чем оптимальная, вероятность 

правильного определения сообщения Алисы. 

с) Изобразите график функции Dmin(cos2 В). Исто;IКуйте ее значения 
при cos е = 1 н cos е = О. При каком значении е D min максималь
на? Найдите Drnin и (Peгror)optimal для этого значения В. 
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4.7. Приближенное клоиироваиие. Теорема о невозможности клонирова· 
ния показывает, что невозможно nостроить унитарную машину, кото

рая будет делать идеальные конин неизвестного квантового состояния. 
Но допустим, что пас устроит неидеалышя копия - :какой 1uчности 
воспроизведения мы можем ТJ.Обиться? 

Рассмотрим машину, действующую на трехкубитовое состояние в со· 
ответетвин с 

IООО)Авс -f{IOO)AвiO)c + /fiФ+)Aвll)c, 

IJOO)Aвc- /jlll)лвl1)c + /fiФ~)лвiО)с-
(4.145) 

а) Я влястся ли такой прибор в принцвне физически реализуемым? 

Если машина действует на начальное состояние IФ) А IOO) во• 
то она производит чистое запутанное сосrояние трех куби

rоn 1\fr) Аве· По ссJш мы наблюдаем оцин только кубит А, 
то его конечным состоянием является oneparop шюпюсти РА = 
= tr80 (1\fr) Ане лв0 (\frl). Аналоrwшо конечным состоянием от
дельно наблюдаемого кубнта В является р~. Иструдно видеть, 
что РА. 7' Р'я --- идентичные, но не идеальные копии исходного 
чистого С{)С10ЯНИЯ IФ) А-

Ь) Оrображение начального состояния IФ) А А (1/JI кубита А на конеч
ное сосrояние Р'л определяет супероператор $.Найдите cm нрсд
ставление операrорной суммы. 

с) Найдите Р'л для IФ) А = aiO) А+ Ьl!)л и вычислите его точность 
воспроизведения F : А (ФIР'лiФ) л-

4.8. Прости нас, дядюшка Альберт. Рассмотрим п-кубиювое <<кот-состо
яние» 

IФ)n · · 4(1000 О)+ /111 ... 1)). (4.146) 

Это сосюяние можно охарактеризовать как одновременное собствен
ное сосюяние (с единичным собственным значением) nопераюров 

и3 ® <Т3 ® 1 ® 1 ® · · · 0101 ® 1, 

1 ® и3 ®<Тз :19 10 · · · 0 10 10 1, 

10 1 ® 1 0 1 ® · · · ® 1 ® и3 0 и3 , 

<Т 1 ®<Т 1 ®<Т1 0 ···®<Т 1 ®<Т 1 ®<Т 1 . 

(4.147) 
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а) Ilокажите, ч1о l'l/'}n является собственным состоянием операюра 

(0'1 + i0'2}09n ~ (171 - iu,)"'n, (4.148) 

и вычислите его собственнос значение. 

Ь) EcJJИ мы верим в лока.Тhные скрытые переменные, тогда :мы ве

рим, что для каждого из n-куби·П)в cr 1 и О' 2 имеюt о вределенные 
значения. коль скоро скрытые персменные опрсл;елены. Если это 

так, то чrо можнu сказа1ъ оrnосителыю миду:1ей (0"1 + iu2)5<;n 
и.1и ( cr 1 - iu 2)®n, предполагая опредеJiенныс значения скрытых 
переменных? 

с) Из (Ь) выведите верхнюю 1рапицу д.1я 

~~(171 1 i172)'ilm -i (rт 1 -i0'2)"'nJ, (4.149) 

сле;\ующую из I'ИПотезы о нокальных скрытых неременпых. 

d) Сравните эш с (а). Что сказал бы Эйншrейн? 

4.9. МавипуJ•ировапве '3аnу1ыванисм. а) Двадцюъ nять игроков коман
ды Янки из Н•~ю-Йорка и два;щать пять иrроков комады Святых 
Отцов из Сав-)(неrо хотят раз.~елип. пят1.десят кубишв <<кот-со

стояния». Янки rоrонят 26-кубитовос <<кот-состояние» и дают 
один из кубитов А;-шсе~ то же делают и Святые Отцы. Тепеrь 

Алиса должна соединить эти и прюотовить 50-кубиlовос сосюя
ние. Как ей это сделать? [Указание. Поii}'Майте о стабюиза:юрс.] 

Ь) Присоединившись к Янки, Алиса принял на хранение ОI!ИН и:1 ку

битоn их 25-кубишвого <<кот-сосшянию>. Но се подуnюи! Алисе 
норучено изв.1ечь имеющийся у ней кубит из «кот-состояния», со

хранив непuврежденным 24-кубитовое состояние оста..""IЬных иг

роков. Как ей •ш с;:щJJатъ? [Указание. Подумайте о стабилизато
ре.] 

4.1 О. Критерий Переса - Городе11КИ в d измерениях. Наномпи'l<, что со
стояние Вернера пары куби·юв может бы1ь представлено как 

(4.150) 

и что частичное транспонирование р~~ нарного опера·юра IL!omo
cти р AJJ опредепяется как 

(4.151) 
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r,тс Т -операция транспонирования, действующая в базисе {li)} как 

T(li) (.il) = ij)(il (4.152) 

На лекции мы видеJШ, что частичное транспонирование состояния 

Верпера р(Л) отрипаrельно при Л > 1/3; слсфвательио, сашас
но критерию Переса-Городецки состояние Верпера несепарабельно 

при Л> 1/3 

а) Естественный способ обобщения состояния Вернера на пару d-мер
ных систем - рассмотреть 

РФ(Л) ~ ЛIФ)(ФI + ~J (1- Л)l, 

где IФ) - максимапьно запутанное состояние 

Покажите, что 

d 

IФ) - -
1 L li) 0li). 

-jd i cl 

(4.153) 

(4.154) 

(4.155) 

где Eantisym - проектор на пространство, антисимметричное от
носительно перестановки двух систем: А и В. 

Ь) При каких значениях Л частичное транспонирование рФ(Л) отрица

тельно? 

с) Если состояние Вернера двух кубитов выбрано в виде 

(4.156) 

тоrда другой естественный способ обобщить состояние Вернера 
па пару d-мерных систем- рассмотреть 

(4.157) 

При каких значениях Л qастичное транспонирование Panti(Л) от
рицательно? 
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Теория квантовой информации 

Теория квантовой информации настолько обширный предмео; что 

вполне могла бы занимать пас весь семестр. Но вследствие недостатка 
времени (мне не терпится перейти к квантовым вычисаениям) я не смогу 
осветить этот предмет так глубоко, как мне бы этого хоте.1ось. Мы уJщвош.

ствуемся отрывочным введением в некоторые основные идеи и результа

ты. Возможно, лекции будут носить более описательный характер, нежели 
в первом семестре, с более частыми рассуждениями на пальцах и с боль
шим количеством деталей, оставленных для домашних упражнений. Веро

ятно, эту шаву следовало бы назва:rь: «Теория квантовой информации для 

нетерпеливых» 1. 

Теория квантовой информацШI имеет дело с четырьмя главными тема-

ми. 

(1) Передача юшссической mrформации по квантовым кавалам связи (бу
дет обсуждаться). 

(2) Компромисс между нолучением информации о квантовом состоянии 
и его возмущением (этот вопрос мы кратко обсуждали в главе 4 в свя.1и 
с квантовой кршшпрафией, но здесь разберемся с ним основательно). 

(3) Количественная характеристика квантового заnутывания (которой мы 
кратко коснемся). 

(4) Передача квантовой информации по квантовым кава.1ам связи. (Мы об
судим случай канала без помех, отложив обсуждение капа.на с номеха

ми ,цо тех пор, пока не познакомимся с квантовыми корректирующими 

кодами.) 

Эти темы объединяет часто повторяющийся .~ейтмотив: интерпретация 

и примспения энтропии фон Неймана. 

1 Читателю, интересующемуся более сrроrим математическим изложением основных ре
зультатов :квантовой теории информации, можно пореkОмендоваrь :книrу А.С Холс1ю, Введе

мие fi кваптовую теорию информации, МЦНМО, М.: 2002; более подробное из.:южение rеории 
:классической и квантовой ивформаuии на фи..·шческом уровне строrости можно найти и к.ннrс 

М.А Nielsen, l.L. Chuang, Quantum Computation and Quantum Information, Cambridge University 
Prei:is, 2001; перевод на русс:кий язык М. НИJlЬСен, И. Чанr, Квинтовые вычисления и кваюповая 
ииформация, М.: Мир, 2006.- Пpu.'\t. реа. 
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5.1. Шеинон для «чайников» 

Прежде чем мы сможем: понять энчюпию фон Неймэна и ее значение 
для квантовой информации, мы должны обсудить энтропию Шеииона и ее 
значение д.Jiя информации классической. 

В своей основополагающей стаiЪе 1948 г. Клод Шеинон установил два 
основных результата теории классической информации. Им были решены 
две центральных пробл<:><ы. 

(1) Насколько можно сжать сообщение, то есть насконько избыточна ин
формация? («Теорема кодирования без помех>>). 

(2) С какой скоростью мы можем 1Iаде-ж1ю передавать сообщения по ка
налу с помехами; то есть насколько избыточным должно бып. содер
жание сообщения, чтобы быть защищенным от ошибок? (<<Теорема ко

дирования для капала с помехами (шумом)>>.) 

Оба вопроса касаются избыточности - насколько, в среднем, неожи

даина С."'едующая буква сообщения. Сопшсно одной из кточевых идей 
Шеннона, удобную количественную меру избыточности предоставляет эн

тропия. 

Я назвал эrот раздел «Шеннон для чайников», поскольку я попьпаюсь 

быстро объяснить основные идеи Шеинона с минимальным ко.шчеством 

Е-ов и д. Таким образом, я смогу втиснуть теорию классической информа

ции примерно в 1\ВСнадцать страниц. 

5.1.1. Энтропия Шеинона и сжатие данных 

Сообщеннем называется строка нз букв, выбранных из содержащего k 
букв алфавита 

(5.1) 

Предположим. что буквы ах в сообщении статистически независимы 

и каждая из них появляется с заданной а priori вероятностью р( ах), где 

I:~~ 1 р( ах) = 1. нростейшим пр им ером служит двоичный алфавит, в 
котором О появляется с вероятностью 1 - р, а 1 - с вероятностью р 

(где О,;; р,;; 1). 
Рассмо1рим длинные, содержащие n букв (n » 1), сообщения. Нас 

интересует, можно ли сжать сообщение до более короткой строки, несущей, 

по существу, ту же информацию? 
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Соr.1асно закону больших чисел при очень больших n типичные стро
ки содержат (в двоичном случае) примерно n(J - р) нулей и нримсрно пр 
единиц. Ко;mчество различных строк такого типа (типичных строк) по по

рядку величины равно биномиальному коэффициенту ( ,;'р) и из формулы 
Стирлинга logn! = nlogn- n + O(logп) мы нонучаем 

( n) ( п' ) ~ log = log , )'[ )]' - nlogn- п-
пр \пр .n(1-p . 

[nplognp- пр+ п(1- р) logn(1- р)- n(1- р)] = 

пН(р), (5.2) 

ще 

Н(р) = -plogp- (l- р) log(1- р) (5.3) 

- функция, называемая энтропией. С:~едонательно, ко.JJичество типичных 

строк имеет порядок znH(p) (Лоrарифмы здесь понимаются по основанию 
два, если не оговаривается иное.) 

Чтобы передюъ, по существу, всю информацию, переносимую стро

кой И3 n битов, достаrочно выбрать блоковый код, приспаивающий ноло
жительнос целое число каждой типичной строке. Этот блоковый код имеет 

около 2nH(p) слов (появляющихся с а priori одинаковой вероятностью). так 
что любое из них мы можем идентифицировать, используя двокчную стро
ку длиной nH(p). Поско;lькуО.;:Н(р)(\п:риО ( р ( 1 и Н(р) = 1 только 
при р = 1/2, блоковый код сокращает сообщение при любом pf 1/2 (когда 
О и 1 не равновероятны). ')то результат Шеннона. Главная идея за:кшоча
ется в том, что нам не нужно кодовое с;юво для каждой последовательно

сти букв, а только для типичных последовательностей. ВеJЮятность то1о, 
что действительное сообщение атипично, асимптотwiески (то есть в преде
ле n -)о оо) мала. 

Это рассуждение очеви;щым образом обобщается на случай k букв, 
коща буква х появляется с вероятностью р( х) 1 В строке, содержащей n 
букв, х обычно возникает приблкзительно np(x) раз, а количество типич
ных строк имеет порядок 

n! ~ znH(X) 

П, (пр(х))! - ' 
(5.4) 

1 Ансамбль, в котором каждая из n бylffi извлекается из распределенш Х, будет обозиа
чаrься как Х ч. 
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где мы вновь воспользовааись асимпwrnческой формулой Стирrошга, а 

Н(Х) =- L:>(x)logp(x) (5.5) 
х 

Jнmponuя Пlеннона (или просто эшропия) апсамбо'Я Х = {х,р(х)}. Вы
бирая б.:юковьтй код, присваинающий целые чис.1а типичным последова

тельностям, можно сжать до nH(X) битов информацию, содержащуюся 
в строке из n букв. В этом смысле выбранная из анса"бля буква х несет 
в среднем Н(Х) битов информации. 

Это рассуждение полезно переформулировать на несколько ином язы
ке. Оrдельное п-буквснное сообщение 

(5.6) 

возникает с вероятностыо, а pn·ori равной 

(5.7) 

" 
logP(x1 х2 ... xn) = Llogp(x,). (5.8) 

i=1 

Применяя к этой сумме центральную предельную теорему, мы приходим 

к nыооду, что для «большинства последовательностей)> 

1-де угловые скобки обозначают среднее значение по распределению веро

ятностей, упраиляющему с;rучайпой переменной х. 

Конечно, на языке t-ов и д можно дать точную формулировку этого 

утвержденЮI. Для любых Е: б > О и для достаточно больших n каждая 
<<Типичная последовательность» имеет вероятность Р, удовлетворяющую 

неравенству 

1 lf(X)- б< -п log Р(х1 х2 ... xn) < Н(Х) 1 б, (5.10) 

а суммарная вероятность всех типичных последователr.ностей превышает 

1 ~ s .1 И.Тiи, другими словами, каждая из последовательностей букв, воз
никающих с превосходящей 1 - Е суммарной вероятностью («типичные 

lФактически это один из варианwв закооо больших •щсел. Его с1]Х>rую математиче
скую форму:IИроtнсу можно найш н любом У'Iсбнике 110 теории верокrностей или н книtс 
Л. С. Хо."'ево, Введение в кванmоfl)!ю теорию инфорJКацuи, МЦНМО, М.: 2002. - Прим. ред. 



218 ГЛАВА 5 

последовательности»), появляется с вероятностью Р такой, что 

2 - n(H+J) ":; р ":; 2 -n(H-o) (5.11) 

Из уравнения (5.11) можно вывести верхнюю н нижнюю грани для количе
ства N(E, б) типичных последовательностей (так как сумма вероятностей 
всех типичных последовательностей должна лежать между 1 - Е и едини
цей): 

( 1 - e)2n(H-o) ":; N(t:, J) ":; 2n(HH)_ (5.12) 

С помощью блокового кода дпиной n( Н t J) битов мы можем зако
дировать все типичные последовательности. Тогда, независимо от того, как 

закодированы атипичные последовательности, вероятность ошибки (деко
дирования) будет меньше, чем е:. 

И наоборо1~ если мы попытаемен сжать сообщение до меньшего, 
чем Н -!51

, количества битов на одну букву, w не сможем добиться малой 
частоты опmбок ври n _.. оо, так как будем не в состоянии олнозначно при
своитъ кодовые слова всем типичным последовательностям. Вероятность 

успешного декодирования сообщения Psuccess будет ограничена сверху 

(5.13) 

Мы можем корректно декодировать только 2n(H -О') типичных сообщений, 
каждое из которых возникает с вероя11ЮС1ъю, меньшей чем 2--n(H-O) (с:' 
добавлена, чwбы учесть вероятность wro, чw нам удается корректно де
кодировать атипичные сообщения). А так как о может быть выбрана скозь 
уrодно малой, то нри n ----... оо мадой становится и эта вероятность успеха. 

Таким образом, оптимальный код асимптотически сжимает каждую 

букву до Н(Х) биwв. Эw и есть теорема Шеинона о кодировании в от
сутствии щума. 

5.1.2. Взаимная информация 

Эюропия Шеинона Н(Х) количественно онределяет, ско.тько в сред
нем информации нередается буквой, извлеченной из ансамбля Х. То есть 

сообщает, сколько (асимптотически при n ----4 оо, 1дс n- количество извле

ченных букв) необходимо битов, чwбы закодировать эту информацию. 
Взаимная информация I(X; У) количественно определяет степень кор

реляции двух сообщений. Как много мы узнаем о сообщении, извлеченном 
из xn, проiШтав сообщеiШе, извлеченное из уп7 

ДопуС'IИм, например, что мы хотим послать сообщение от отправите

ля к получателю. Однако в канале связи имеется шум, так чrо полученное 
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сообщение (у) может отличаться от посланного (х). Канал с шумом мож
но характеризовать условной вероятностью p(yjx) ·- верояшостью того, 
что будет получено у, если послано х. Предположим, что буква х посы
лается с а priori извесшой вероятностью р( х). Мы хотим количественно 
определить, что мы узнаем об х, получив у; какой объем информации мы 

приобретаем? 
Как уже говорнлось, зюропия Н(Х) дает отнесенную к одной букве 

количественную меру моего априорного незнаиия сообщения до его по
лучения; то есть вам необходимо передать мне (без искажений) nH би
тов, чтобы (аснмнтотическн) точно определить конкретное сообщение из n 
букв. Но после ознакомления с сообщением у, я мо1у использовать теорему 

Бейеса, чтобы скорректировать распределение вероятностей для х: 

( 1 ) 

__ p(yjx)p(x) 
р х у -- р(у) . (5.14) 

[Мне известны p(yjx), если я знаком со свойствами канала, и р(х), ес
ли я знаю априорные вероятности появления букв; таким образом, я могу 
вычислить р(у) = l:p(yjx)p(x).] Благодаря приобретенному новому зна-

.т 

нию я стал бо.пее осведомлен относительно х, чем ранее. С нолученными 

мной у-ми, используя оптимальный код, вы можете полностью определить 

конкретную строку из n букв, посылая мне 

ll(XJY) оо (-Jogp(xjy)} (5.15) 

битов на каждую букву'. H(XJY) называется <<условной энтропией». 
Из p(xjy) = р(х, y)jp(y) мы видим, что 

Н(ХIУ) = (-!ogp(x,y) +logp(y)} 

= ll(X, У) - Н(У) (5.16) 
-----:-------

1 Вряд ли следуст поняматъ эrо утверждение в буквальном смысле. Для того, чтобы от
правитель мог ВОС(..'11!Нонить посылаемую им с1року из n букв Х, он должен получать по 
пара.rтельному каналу без шума информацию о каждой букве выходящего сообщенш У 

и по нему же отправлять исправления, если произошла ощибка nередачи. [См. С. Shannon, 
А mathemathical theory of communication, ВеН System Techn. J., 27, .N"~ 3, 379 423; N!!4, 623-
656 (1948). Русский перевод: К. Шеннон, Математическая теориИ" связи, в kНиге К. Шеннон, 
Работы по теории ин.формации и кибернетике, ИЛ, Москва (1063), стр. 243-332.] Скорее 
усо10вную энтропию Jl(XIY) следует интерпретировать как :количество информации, теряе
мой при передаче сообщения Х через канал с шумом. 
Кроме этого, обратим внимание на то, что в (5.15), а такжt': в уравнеRШiх (5.16), (5.17) 

и (5.19), уrлоные сJ<:Обки обозначают усреднение по совмесrному распределению вероятно
сrей р(х, у). Следовательно все 'JТИ величины определяют информационные характеристики 
пе J<Ошq:юmых n-буквенных строк, а всего совместого ансамбля входящих и выходящих со

обшений. - Прим. ред. 
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и аналогично 

H(YIX) = (-logp(yfx)) = 

j р(х,у)) 
\ -log р(х) ~H(X,Y)-II(X). (5.17) 

Таким образом, Н(Х[}') можно интсрпретироnать как коJrичество дополни
тельных бишв на одну букву, необходимых ДJШ полного онределения :r и у 
при известном у. Очевидно, что эта величина не может быть отрицатель
ной. 

Информапия об Х, приобретаемая при знакомстве с У, измеряется тем, 
насколько сокращается отнесенное к одной букве количество битов, необ

ходимое ;uш иденшфикации Х при известном У. Таким образом: 

Т(Х; У)= Н(Х)- H(XIY) 

~ Н(Х) + Н(У) - Н(Х, У) = 

= Н(У)- Н(У[Х). (5.18) 

I(X; У) называется взаимной информацией. Она, очевидно, симметрична 
относителыю перестапопки Х и У; количество информации об Х, нолу
чаемое при знакомстве с У, равно количеству информации об У, получае
мому при знакомстве с Х. Знакомство с У не может у.,.,еньшить мое зна

ние об Х, следовательно, J(X; У) очевидно неотрицательна. (Неравенстна 
Н(Х) ;? Н(Х[У) ;? О легко докащваются с учешм свойства ньшуклости 
.1оrарифмической функции 1 .) 

Конечно, ес.·ш Х и У IЮJJНостью некорре;шрованы, то мы имеем 
р(х.у) =р(х)р(у) и 

( 
р(х,у) ) 

1 (Х; У) = log ( . ( ) = О; 
р х)р У 

(5.19) 

естественно, чrо, знакомяс1~ с У, мы ничего не можем у:шатт. об Х, если 
межлуними нет коррсляпии! 

5.1.3. Теорема о кодировв11ни для ка11ала с шумом 

Ec.ilи мы хотим установить связf .. через канал с шумом, то мы, оче
видно, можем повысить надежность передачи посредством и~-~быточности 

1 См., например, Т. М. Co\'er, and J. А. Thomas, Element.~ о[ Injunnation Тheory, J. Wiley & 
Soнs, New York, 1991. 
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информации. Например, я м01у мноi'Ократно посылать каждый бю~ а по
:тучатсm> -- присJJушиваться к голосу большинства, чтобы его декодиро
вать. 

Но всегда ли д .. """IЯ данного капала можно найти :кол, гарантирующий 
сколь угодно высокую надежность (при п ~ оо)? Л что можно сказать 
о быстродействии таких кодов; сколько битов nотребуется для каждой бук

вы сообщения? 

Фактически Шеинон показал, ч·то любой канал может быть использо

ван для сколь угодно надежной связи с конечной (ненулевой) скоростью, 

нока существует хоть КilКая-нибудь корреляция между его входом и выхо

лом. Бо;Jсе того, оп паше .. 1 полезное выражение для оптимальной скорости 

коммуникации, которая может быть ,r~остигнута. Эти резу;[ьтаты составляют 

со~~ержание <<теоремы о кодировании для канала связи с шумом». 

Прещюложим для определенности, что мы пользуемся двоичным ал

фшштом, каждая буква которою (О и l) появляется с априорной Rероятпо
стью 1/2. Предположим также, что канал янляется «двоичным симметрич
ным кана.~юм»- он J\сйствует на каждый бит нсзависимо, с вероятнос1ъю р 

иннсртируя его значение и оставляя невредимым с вероятнос1ъю 1 - р. То 

сс1ъ условные вероятности равны 

p(OIO) = 1- р, p(OI1) ~- р, 

p(JIO) = р, p(lll). 1- р. 
(5.20) 

Мы хотим построить семейство кодов растущего блочного разме

ра n такого, чтобы всроятноС'П> ошибки декодирования стремилась к нулю 
при n ~ оо. Если количество закодированных в блоке битов равно k, то код 
,~ак..mчается в выборе 2k «кодовых С .. 1ОВ» из 2n возможных п-битовых 
строк. Определим быстродействие кода R (число битов информации, при
ходящихся на один передаваемый бит) как 

(5.21) 

Нам нужно разработать такой .1<011, чтобы кодовые строки находюись 
как можно щщ.1ьще друr от друга>>. 1\ругими словами, щ1я дшшого быстро

.:\ейсттшя R мы хотим максимизировать количество битов, которые должны 
ип.вертироватъся, ч1обы о;~но кодовое с;юво заменилось J\ругим (это коли
чество называется «расстоянием Хэмминга» между двумя кодовыми слова

ми). 

71J1я любой вхолящей с1роки дmпюй n битов, ошибки, как правило, 
бут~ут вызывать инвертирование примерно пр битов - следоватеш.но, вход 
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обычно рассеивается в одну из примерно 2nH (р) типичных выходящих 
с1рок (заполняющих «сферу радиуса Хэмминrю> пр, окружающую вхо
дящую строку). Для надежного декодврования, входящие кодовые слова 

с.гrедует выбирать таким образом, чтобы было маловсрояпrым перекрытие 

сфер ошибок двух разных кодовых слов. В противном случае два ра.1ных 

входа иногда будут давать один и тот же выход, чrо с неизбежностью при

ведет к опrnбкам декодирования. Если мы хотим избавиться от таких дву

смысленностей декодирования, полное число строк, содержащихся во всех 

2nR сферах ошибок, не должно лревышать поJшого количества битов 2n 
в выходящем сообщении; мы требуем выполнения 

(5.22) 

ШIИ 
R ":; 1- Н(р) = С(р). (5.23) 

Если надежность nередачи достаrочно высока, мы не можем ожидать, чrо 

быстродействие кода лревзойлет С(р ). Но достижимо ли на самом деле 
быстродействие R = С(р) (асимптотически)? 

Фактически возможна передача с R, сколь угодно близким к С(р) 
и сколь угодно малой верояпюстью ошибки. По-видимому, самой остро
умной из идей Шеинона бьmа демонстрация того, что С(р) может быть 
достигнуто учетом среднего по «случайным кодам». [Очевидно, ч-ю слу

чайный выбор кода - не самый разумный способ, но, возможно зто по

кажется удивительным, оказывается, что случайное кодирование достигает 

такого же высокого быстродействия (асимптотически при больших n), как 
и шобая друтая схема кодирования.] Поскольку С nредставляет собой оп

тимальное быстродействие при надежной передаче даннЫх по каналу с шу
мом, она называется емкпстью канала С6ЯЗИ ЮIИ пропускной способностью 
капала связи. 

Предположим. ЧТО znR кодовых слов представляют собой С.l}'Чайную 
выборку из а.нсамбпя Х". Сообщение (одно из коrювых слов) послано. 

Чтобы его декодировать, изобразим вокруг нопученного сообщения <<сферу 

Хэмминrю>, содержащую 

(5.24) 

строк. Сообщение декодируется содержащимся в этой сфере кодовым сло

вом в предположении, что оно существует и единственно. Если такое ко

довое слово не существует ИШ1 оно не единственно, то будем считать, что 

произошла ошибка декодврования. 

Насколько вероятна ошибка декодврования? Мы выбрали сферу деко
дирования достаточно большой, так чrо отсутствие достоверного кодового 
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слова внуrри сферы атипично, следовательно, мы должны беспокоиться 

лишь о том. что ее займуr более одного достоверного кодового слова. По
скольку всего имеется zn возможных строк, 10 окружающая выходящую 

строку сфера Хэммипга содержит дото 

2n[H(p)+дi 

2
n = 2-n[С(р)-д] (5.25) 

от общего количества строк. Таким образом, пероятиость того, что одно 
из 2nR случайно выбранных кодовых слов «ПО несчастью» займет зrу сфе
ру, равна 

(5.26) 

А так как 6 мы можем выбрать сколь угодно малым, ro R можно взять 
настолько бJШзкнм к С(р) [но все же меньшим, чем С(р)], насколько это 
необходимо) чтобы вероятность такой ошибки оставалась Эf\:споненциально 
малой при n.........). оо. 

Пока мы показаJШ, что мала средliЯЯ верояnюсть ошибки, которую 

мы усреi\НЯем по выбору снучайного кода, а для каждого конкреnюто ко
да - еще и по всем кодовым словам. Таким образом) должен существовать 

один частиый код со средней (усредненной по кодовым словам) аероятио

стью ошибки, меньшей чем Е. Но нам хотелось бы иметь более сильный 

результат - пероятиость ошибки мала дl\Я каждого КОI\Ового слова. 

Чтобы установить зтот более сильный результат, обозначим через 

Р, верояnюеп, ошибки декодирования i-го пославною кодового спова. 
Мы продемонстрировали существование кода такого, что 

2"" 
_J_~p <Е. 
2nR L..,; t 

i=1 

(5.27) 

Пусть N2E обозначает количество кодовых слов с Pi > 2Е. Тогда мы прихо
дим к выводу, что 

(5.28) 

то сеть можно отбросить максимум половину кодовых слов, чтобы добить
ся Pi < 2Е д.-;:~я каждого кодового с:rова. Быстродействие сконструирован
ного нами новmu кода равно 

1 
Rate = R- n' 

что стремится к R при n ___,. ос. 

(5.29) 
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Таким образом, С(р) = 1 - П(р) пре11стаюяет собой максимальное 
быстродействие, которое может быть достигнуто а сим нтотически со сколь 

угодно малой вероятностью ошибки. 
Рассмотрим теперь, как обобщить эти доказательства на бо:1ее общие 

алфавюы и каналы. Пусть имеется канал связи, характери.зуемый набо

ром p(ylx ), и определеннос распределение вероятностей Х = { х, р(х)} :ця 
входящих букв. Мы посылаем строки из n букв и прсююлаr·аем, что канал 
действует на каждую букву независимо. (О действующем таким образом ка
нале говорят как о ((Канаде без памятю>.) Конечно, как только заданы р(у)з:) 
иХ~ {х,р(х)}, так сразу определены p(xly) и У= {у,р(у) }. 

Чтобы установить достижимое быстродействие, вновь рассмотрим 
усреднение по случайным кодам, где кодоные слова выбираются с anpu~ 

орпой вероятностью, определяемой ансамблем хп. Таким образом, с вы
сокой вероятностью они будут выбраны из типичноm набора строк букв, 
содержащего около 2nH(X) таких типичных строк. 

Дня тиnичного, nрина;I,Jiежащсго yn, получаемого сообщения суще
ствует окоJю 2r~н(Xf}"") сообщений, которые моши бы быть nосланы. Мы 
можем декодировать IIОлученное сообщение, сопоставляя ему <<сферу>>, сtl
,,ержащую zn[H(X[Y)+J] возможных входов. ЕС.1И ВН)'lрИ этой сферы име
ется единственное кодовое слово, то им декодируется полученнос сооб~ 

щение. 

Как и раньше, маловероятно, что инутри сферы не окажется ни о;щого 
кодового слова, однако мы )(0.1ЖIIЫ ИСКJIЮЧ"ить возможность того, что их 

там больше одного. Каждая сфера декодирования содержит долю 

zn[H(X\')Hi 

znH(X) 
z ~n[H(X)--ff(XY) ~о: 

= z-u[l(X;Y)-o] (5.30) 

от общего числа типичных вxO.rtOR. Если имеется 2нn кодовых слов, то 
вероятность того, что одно и3 них с;1учайно окажется внутри сферы деко~ 
дирования, равна 

(5.31) 

Поскольку 6 может быть выбрана ско:ть у1·одно ма."Iой, то R можно взять 
настолько бJш.зким к I (но все же меньшим, чем I), насколько ~то необходи
мо, чтобы пероятнос1ъ ошибки деi«щирования оставанась :жспоненциалыю 
малой при n ~ оо. 
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Зто дока.1ателъство показывает, чrо, когда мы усредняем по случайным 
ко;щм и по кодовы~ словам~ вероятность ошибки остается малой при лю
бом бысiродейстпии R < f. Тогда те же самые рассуждения, чю и выше, 
11оказывают существование особого кода с вероятностью ошибки < g для 
каждого кодового слова. Это приемлсмый результат~ поскольку он сопшсу

ется с пашей интерпретацией 1, как информации, которую мы приобретаем 
о входящем Х, получая сигнал У. То есть J представляет собой отнесен
ную к одной букве информацию, которую мы можем послать по данному 
каналу связи. 

D·•аимная информациЯ 1 (Х; У) зависит не только от условных веро
ятностей p(yix), характеризующих капал связи, но также и от анриорных 
вероятностей р(х) появления букв. Привсl\енное выше доказатеJн.ство слу
чайного кодирования применимо при любом выборе вероятностей р(х), 
следова·а~:Jьпо, мы показали, что безоШибочная передача возможна ври :Iю
бом: быстроnсйСТIJИИ R, меньшем чем 

с~ шах l(X;Y). 
{р(х)) 

(5.32) 

С на.1ывается емкостью канала или пропусююй способностью каиала и за
висит только от усновных вероятностей, определяющих данный канал. 

Мы показали, что ?J:ОСтижимо любое быстродействие Н < С, но мо
жет :ш R аревзойти С (при условии, что по-прежнему вероятность ошибки 
стремится к нулю при n ----+ оо )'?Доказательство 1oro, что С является верх
ней границей быстродействия, в общем случае может по казаться более щн

ким, чем для двоичного симме1ричноrо канала - вероятности ошибок для 

ра·шых букв ра.wичны, и мы свободны в использовании этого при создании 

кода. Булем, однако, рассуждать следующим образом: 

Допустим, что мы выбрали 2nн строк из n букв n качестве кодовых 
слов. Рассмо1рим ансамбль (обозначаемый как Х"), в котором каждое ко
;ювое слово 1юзникаст с одинаковой "сроятностью ( ~ 2 -nR). Тогда очевил;
нu, что 

Н(Х") = nR. (5.33) 

Посы;шя кодовые слова через капа;I связи, мы по.'!j'Чаем ансамбль У" вы
хо;~ящих состояний. 

Поскольку мы прс,1полагаем, что канал действует на каж!{уЮ букву 

нсзависимо, условная вероятность для строки из n 6уkВ факторизуется: 

(5.34) 
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а отсюда следует, что услоnная энтроnия удометооряет услоnию 

H(Y"IXn) = (-logp(ynjx")) = 2:)-logp(y,lx,)) ~ 
i 

(5.35) 

где Х, н У; - частные (марmнальные) распределения вероятностей для i-ой 
буквы, определяемые наnшм распределением по кодоным сJювам. Напом
ним, что нам также известно, что Н(Х, У) ,;; Н(Х) + Н(У) нлн 

(5.36) 

Оrсюда следует, что 

= I;I(Y,;X,),;; пС; (537) 

nзаимная информация посланного и подученного сообщений ограничена 
сверху суммой отнесенных к каждой букве взаимных ипформаций, а вза
имная информация щrя каждой буквы ограничена сверху емкостью канала 

связи [поскольку С определяется как максимум f(X; У)]. 
Вспоминая о симметрии взаимной информации, мы имеем 

I(X"; :Yn) = Н(Хп) - H(Xпi:Yn) = 

~ nR- H(X"IY") ,;; пс. (5.38) 

Теперь если мы в состоянии надежно декодировать при n - оо, то зrо 

означает, что входящее кодовое слово полностью опредеJIЯется получае

мым сигналом нлн чrо условная зитроняя входа (в расчете на одну букву) 

должна стать малой: 

(539) 

Если безошибочность передачи возможна,_ то в преде.1е n .........,. оо уравне
ние (5.38) принимает вид 

R,;; С. (540) 
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Быстродействие не может превзойти емкость канала связи. [Вспомним, ч1.о 

условная энтропия, _в о-ушчие от взаимной информации, fle симметрична. 
Действительно, H(YniXn)/n не становится малым, поскольку канал вно
сит неопределенность в то, какое сообщение будет получено. Но если мы 

можем декодировать точно, то, коль скоро сигнал получен, исчезает неопре

деленность в том, какое кодовое слово бьто послано.] 

Мы показа.;w, что емкость. С предст8.1lirяет собой максимальное дости
жимое быстродействие связи через канад с шумом, при котором вероят

ность ошибки декодирования стремится к нулю при с·rрсмящсмся :к беско
нечности :количестве букв в Сообщении. В этом сосrоит теорема Шеинона 

о кодировании для канала связи с шумом. 

Конечно, использованный нами меrод (усрсдение но случайным ко

цам) доказательства того, что равенство R = С асимптотически достижи
мо, не очень консrруктнвен. Так как случайный КOiJ. не имеет с1руюуры ют 

схемы, то кодирование и декодирование будут довольно rромоздкими (нам 

нужна экспоненциально большая книга кодов). Тем не менее эта теорема 

важна и полезна, поскольку она IОворит о том, что в принципс достижимо 

и, более того, что недостижимо, даже в принципе. К тому же, поскольку 

I(X; У) является вогнутой функцией от Х ~ {х,р(х)} (при фиксирован
ном {p(yl:r)}), ro она имеет единСiвснный локальный максимум, а Г: для 
интересуемого канала связи часто может быть вычислена (по крайней мере 

численно). 

5.2. Энтропия фон Неймаиа 

Б теории классичесЮJй информации мы часто рассматриваем источ

ник, который гоrовит сообщения из n буки (n ~ 1), причем кажl(ая буква 
независимо извлекается из ансамбля Х = { х, р( х)}. Мы видели, чrо ин
формационная эmропия Пlеннона Н(Х) (асимпrотически при n --+ оо) 
представляет собой ко:~ичество приходящихся на одну букву несжимаемых 

битов информации. 

Нас также могут интересовать корреляции между сообщениями. Кор

реляции между двумя ансамблями букв Х и У харак-rеризуются условными 

вероя-пюстями p(yix). Мы видели, чrо взаимная информация 

I(X; У)~ IJ(X)- H(XIY) -~ Н(У)- H(YIX) (5.41) 

представляет собой приходящееся на одну букву количество битов инфор

мации об Х, которую мы можем получить, читая У (и наоборот). Если 

условные вероятности p(-ylx) характеризуют канал с шумом, то I(X; У) -
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приходящсеся на одну букву кодичестно информющи, которое может быть 

передано через канал связи (нри а priori за,цашюм раснределении вероят
ностей для Х -ов). 

Мы хотели бы распространить эти понятия на квaumo(J)Jю информа
IЩЮ. Представим источник, который готовит сообщения из n букв, но тс
нсрr, каждая буква выбирается из ансамбля квантовых состояний. Алфавит 

сю·на:юн представляет собой множество квантовых сосrояний Рх• каждое 
И3 которых появ.:-тяется с определенной априорпой вероятностью р х. 

Как мы уже подробно обсуждали. если набтодателю неи3вестно, какая 

буква приготоnлена, то вероятность любого резудьтата любо1о юмерения 
буквы, выбранной из зтого ансамбля, можно нолносп~ю охарактеризовать 
матрицей JL'IOТIIOCТИ 

Р ,_ L:rxPx; (5.42) 
х 

JUJЯ ПОЗМ {F а} мы имеем 

Prob(a) = tr (Fap). (5.43) 

11Jш этой (или любой другой) матрицы п.1отности можно определить знтро

rшю фон Неймана 

S(p) = -tr (plogp). (5.44) 

Конечно, если мы выберем ортонормированный базис {!а)}, диагонализу
щий р: 

(5.45) 
а 

то 

S(p) = П(А), (5.46) 

г,1е Н (А) · жтропия Шеинона аuсамб!JЯ А ~ {а, Ла}. 
В том случае, КОiда алфавит сигпалов состоит из взаимно ортогональ

ных чистых соС'Юяний, квантовый источник сводится к классическому; все 

сигнальные состояния идеально различимы и S(p) -- Н(А). Более инте
ресен квантовый источник, сигна.пт~ныс состоянин которого р взаимно не 

коммутирукrr. Мы докажем, что ::штропия фон Пеймана является КОilИЧе

ствеююй мерой несжимаемой информации, содержащсйся в юшн1uном ис

точнике (в том случае, когда сm·нальные состояния янляются чистыми), 

почти как энтропия Шеинона является количсС1венной мерой информации, 

содержащейся в классическом ис1ОЧIIИке. 
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На самом деле мы обнаружим, что знтропия фон Неймана играет двой

ственную родь. Она является количественпой мерой не rолько квантовой 

информации, содержащейся в одной букве ансамбля (минимальное кошrче
ство приходящихся на одну букву кубитов, необходимое для надежнОiu ко

;щрования информации), но и содержащейся н ней классической информа
ции (максимальное ко.шrчество приходящейся на од:ну букву ипформации 

в битах, а не в кубитах - которое можно полуtmть с помощью наилучшего 
измерения). Мы увидим, что энтропия фон Неймана вХО!1ИТ в квантовую 

информацию еще одним, третьим способом, количественно определяя за

нутывание бинарного чистого состояния. Таким образом, теория квантовой 

информации в значитеm~пой мере занимается интерпретацией и применс
ниями энтропии фон Неймана, подобно rому как к:тассическая теория ин

формации главным образом занимает~я интерпретацией и применениями 
энтропии Шеннона. 

Фактически необходимый д.LЯ развития кванiuвой теории информа

пии математический аппарат оченr, похож на математику Шеинона (типич

ные rюс.:rедовательности, случайное кодирование, ... ); похож :настолько, чm 
временами скрывается то, что н концептуальном плане они на самом i1С

ле весьма различны. Цсн1ральной проблемой квантовой теории информа
ции является то, что нсор·rоrональные чистые квантовые состонпия нель

зя идеально различить особенность, не имеющая юшссического ана

Jюr·а. 

5-2.1. Математические свойства S(p) 

Имеется несколько часто испо,1ьзуемых свойств 8(р) [мпогие из кото
рых являются близкими апалогами свойств /f(X)]. Ниже я привожу список 
некоторых из этих с1юйств. Большей частью их доказательства не сложны 
(заметвым исключением является доказате:1ьство сильной субаддитивно

сти) и включены в упражнения в конце ПJаRы 1 . 

(l) Чистота. Чистое состояние р = I'P) ('PI имеет 8(р) ~О. 

(2) Инвариантность. Энтропия не изменяется нри унитарных преобразо
ватtиях базиса 

(5.47) 

1 Некоторые доказательства можiю также найти н обзоре А. Wehrl, Genera/ Properties of 
Rntropy, Rev. Mod. Ph.ys. 50,221 (1978); или в главе 9 книги А. Peres, Quantum Тheor/: Concept 
a.nd Melhods, Кlu'-''er Лcademic PuЫishers, New York et al 2002. [Подробное обсуждение ма
тематичсскю.. (.:iJUЙств ·япропии фQн Пеймана можно найти в книге М. IIиJiъccн, И. Чанг, 
КванmоRЫ<' вычисления и квантовая информация, \1.: Мир, 2006. ~ Прим. ред.] 
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Это очевидно, поскольку S(p) зависит только от собственных значе
ний р. 

(3) Максимум. Если р имеет D иенулевых собственных значений, 10 

S(p) "'log D, (5.48) 

где равенство достигается, когда все иенулевые собственные значения 

равны между собой. (Энтропия максимальна, когда квантовые состоя

ния ратювероятны.) 

(4) Вогнутость. Для Л1 , Л2 , .. _ Лп ;:"О и Л1 + Л2 + ... + Лп = J 

S(Л1 р 1 +Л2р2 + .. +ЛпРп)) Л,S(р1 )+Л,S(р2 ) \ ..• .\пS(рп)- (5.49) 

То есть энтропия фон Неймана тем больше, чем нам _;wеньше известно 

о том, как было nриrотовлено состояние. Э1о свойстRо является с:,сд

ствием выпуклости логарифмической фунщии. 

(5) Энтропия измерения. Предпо.1ожим, что в состоянии р измеряется 
набшодаемая 

А= L /ay)a.(ayi, 
у 

так что результат а11 поЯiыяется с вероятностью 

(5.50) 

р(ау) ~ (a.lp/ay)- (5.51) 

Тоща энтропия Шеинона ансамбпя всех исходов измерения У = 

= { а•, р( а•)} удовлетворяет 
Н(У) ) S(p), (5 52) 

где равенство л:остигается для коммутирующих А и р. Математически 

ото утверждение означает, ч-rо " любом базисе S(p) возрастает при 
замене нулями всех недиагональных матричных элеменmв р. Физиче

ски зто означае1~ что случайность результата измерения минимизуется, 

если выбирается измерение наблюдаемой, коммутирующей с матрицей 

плотности. Но если мы измеряем «плохую» наблюдаемую, то результат 
будет менее предсказуем. 

(6) Энтропия приготовления. Если чистое состояние случайным обра
зом извлекается из ансамбля {i'Px), р,}, так что матрица юотности 
равна 

(5.53) 

·" 



5.2. ЭНТРОПИЯ ФОН НЕЙМАНА 231 

то 

Н(У) ;:;, S(p), (5.54) 

где равенстно достигается, ec;m сигнальные состояния /)Ох) взаим

но ортогона.~Iьны. Это утверждение указывает на то, что персмеши

вание неортоrоналъных чистых состояний ведет к потере paзлuчUМfJ

cmu. [Мы не можем полнос1ъю восстановюъ информацию о юм, какое 
состояние бьmо нриrотовлено, поскольку, как мы обсудим позже. до
стижимый при выполнении измерения прирост информации не может 

превзойти S(p).] 

(7) Субаддитивность. Рассмотрим бинарную систему А В в состоянии р АВ. 
Тогда 

(5.55) 

где Рл = tr8 Рлв• Рв ·с trл Рлв• а равенство достигается при Рлв = 
= р А 0 р8 . Таким образом, энтропия аддитu6На для некоррелиро
ванных систем, н. противном случае энтропия всей системы меныuе 

суммы знтроний ее частей. Это соойстоо является аналогом свойства 

энтропии Шеинона 

II(X,Y) ~ ll(X) + II(Y), (5.56) 

(или I(X; У)) О); оно имеет место, поскольку пекоторая информация 
в ХУ (или АВ) закодирована в корреляциях между Х и У (А и R). 

(8) Сильная субаддитивносп •. Для любого состояния р лвс трехкомпо
нентной системы 

S(Рлвс) + S(рв) ~ S(РАв) + S(Рвс). (5.57) 

Это свойство называется «сильной» субаддитивностью, поскольку оно 

сводится к (обычной) субаддитивиости в случае одномерной Н. До

казательство соответствующего свойства энтропии Шеинона довольно 

просто, однако для энтропии фон Неймаиа оно оказывается иа удив

ление трудным 1 . Свойство сильной субающтивпости легче запомнить, 
если интерпретировюъ его следующим образом: АВ и ВС можно рас
сматривать как две перекрывающиеся подсистемы. Энтропия их обь

единения (АВС) плюс зитропия их пересечения (В) не превышает 

1 Набросок доха·~льствu СИ.'!hНОЙ суGа:дднtиБIIОСПl эиrропми фон Нейм:ана приведеи 
в статье А. Wehrl, General Properties of Entropy, Rcv. Mod. Phys. 50, 221 (1978); [На русском 
языке см. М. Ни::~ъсен, И. Чанг, Квантовые вычисления и квантовая информация, М.: Мир, 
2006. ~-Прw.. ред.] 
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сумму энтропий подсистем (АВ и НС). Мы увидим, что сильная суб

аддитивность имеет глубокие и важные следствия. 

(9) Неравенство треуголLнвка (Неравепство Аракн-Лвба), /~ля бинар
ной системы 

(5.58) 

Перавенство треуrольника резко контрастируст с аналогичным сной
ством энтропии Пiеннона 

Н(К У);" Н(Х), Н(У) (5.59) 

ИJIИ 

H(XIY), H(YIX)? О. (5.60) 

Энтропия Шеинона классической бинарной системы прсвосходит эн
тропию Шеинона тобой се части - во всей системе содержится боль
ше информации о ней, нежели в ее части! Но эrо не так для энтро
пии фон Неймана. В предет.ном случае бинарного чистого квантового 

состояния мы имеем S(p.4 ) = S(рв) (не равные нулю, если состоя
ние запутано), в то оремя как S(P.;R) =О. Бинарное состояние опре
цс.il'снпым образом приготовлено, но еспи мы измеряем наблюдаемые 

раз..1ичных подсистем, то результаты и1мерений с неизбежностью ста

новятся случайными и непредсказуемыми . .Мы не можем ра1личить, 
как было 11рш-отовлено состояние, наблюдая две подсистемы отдель
но, поско.'Iьку информация закодирована скорее в вслока.rн,.ных кван

товых коррслятщях. Сопоставление положительности условной энтро

пии lllсннона (н классическом случае) с перавеяством треуrо.1ьника 
(в квантовом случае) за.\fечатенr.но характеризует к.rючсвос различие 

между квантовой и классической информапией. 

5.2.2. Энтропия и термодиоа'dика 

Конечно, понятие энтропии внсрвые было введено в науку в термо
динамике. Здесь я нсналоiП'О отвлекусь на некоторые термодина."\оtические 
при.1ожения математических соойств S(p). 

Существует два различных (но связанных межлу собой) оозможных 

подхода к основаниям кванrовой статистической физики. В первом мы 

рассматриваем эволюцию изо:тированной (замкнутой) квантовой системы, 

но произнодим неко10рое сглаживание (coarse graining), чтобы опрелс
лить термодинамические переменные. Во втором: подходе, который, воз

можно, физически бонее мотивирован, мы рассматриваем открытую систе-
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му, квантовую систему в контакте с окружением, и следим за ее эволюцией, 

не контролируя окружение. 

Дriя открытой системы определяющим математическим свойством эн

тропии фон Неймана яюяется ее субаддитивносто. Если система (А) 

и окружение (Е) первоначально не корредирсваны друт с другом 

(5.61) 

то эн1рония аддитивна 

(5.62) 

Предположим теnерь, что открытая система эвошоционирует в течение 

некотороm времени. Эволюция описывается унитарным опсра·юром U АЕ• 
действующим на комбинироваННУЮ систему А + Е: 

' u u-' РАЕ -----о~- РАЕ::.:.. АЕРАЕ АЕ' (563) 

а поскольку унитарная эвоmоция сохраняет S, то 

(5.64) 

Наконец, применим свойство субаддитивности к состоянию S(pA_E), полу
чая в результате 

(5.65) 

гнс равенство имеет место в случае, когда А и Е остаются некорреШфован
ными. Ес;ш мы опреде;шм «полную» энтропию Вселенной как сумму эн

тропии системы и зитрепин окружения, то придем к выводу, что энтропия 

Вселенной не может убывать. Это одна из формулировок второго закона 
термодинамики. Заметим, однако, чтобы вывести э1uт «закон», мы предпо

,;южили, что в 11ачальном состоянии система и окружение были не:корреди

рсваны. 

Обычно ЕНаимодействие системы и Оkружсния будет генерировать 

корреляции, так чrо (в предположении отсутствия нача.JJЬНых корреляций) 

энтропия действительно будет нарастать. Вспомните из нашеrо обсужде

ния основного уравнения в§ 3.5, что обычно окружение быстрс юабываеn>, 
так что, ес.1и наше время разрешения достаточно велико, то в каждый мо

мент времени систему и окружение (фактически) можно рассматривал> как 
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«первоначально>> неl('()ррелированные (мapi('()BCI('()e приближение). В этом 

предположении ((ПОЛНая» знтропия будет монотонно возрастать, асимпто

тически приб.:шжаясь к своему теоретическому максимуму, максимальному 

достижимому значению, соr:~асующсмуся со всеми законами сохранения 

(энергии, заряда, барионного числа н т. д.). 
Действите.'Iьно, обычное предположение, лежащее в основании кван

товой статистической физики, состоит в rом. что система и окруже

ние находятся в «наиболее вероятной конфигурапии», максимизируюпrей 
S(рл) + S(рв). В эщй l('()нфитурации все «дОС1)'Пные)) состояния равновс
роятны. 

С микроскопической точки зрения первона(rально закодированная в си

стеме информация (наша способность отличать одно начапьное состояние 
от друпн-о, первоначально орrоаша..'1ь.ного, состояния) теряется; она ока

зывается закодированной в квантовом запутывании системы и окружения. 

В принципс эта информация мorna бы быть восстановлена, но па прахтике 
локальным наб.:тюдателям это совершенно нсдоСJУПНО. Следовательно, мь1 
наблюл;аем термодинамическую необратимосп •. 

Конечно, мы можем применить эти рассуж;\ения к большой замкну

той системе (всей Вселенной?). Мы можем раз)tелить систему на малую 
ее часть и остаток (окружение малой части). Тогда сумма .')Птропий 311fX 
частей будет неубывающей. Это частный тип сг;Jаживания. Эта часть за

мкнутой системы ведет себя подобно открытой системе, поэтому для боль

ших систем микрокаионический и канонический ансамбли статистической 

механики дают одинаковые предсказания. 

5.3. Сжатие квантовых данных 

Что является кван·ювым aнa.Jiomм теоремы о кодировании бе.з шума? 
Рассмотрим длинное сообщение, состоящее нз n букв, где каждая бук

ва случайным образом выбирается из ансамблв чистых состояний 

(5.66) 

а сами l'l'xl не обязательно ор-оогональны. (Например, I'Pxl может представ
нять собой состояние поляризации одного фо-оона.) Таким образом, каждая 
буква описьmается матрицей IШОrnости 

(5.67) 
х 
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а вес сообщение целиком -- матрицей плотности 

pn = р ® р 0 · · · 0 р. (5.68) 

Задади" вопрос: насколько избыточм эта квантовая информапия? 
Мы хотели бы придумать квантовый код, который позволит сжать сооб
щение в б<шее узкое гильбертоно nространство без нотери точности е1о 

воспроизведения. Например, допустим, что у нас есть устройство кванто

вой памяти (жестЮfй диск квантового комnьютера?), и нам и~Jвестны ста

тистические свойства записанных данных (то есть мы знаем р). Сжимая 
данные, мы хотим сэкономить объем памяти. 

Оптимальное сжатие, которое может быть достигнуто, бьшо найлено 
Беном Illyмaxepoм. Можете ли вы угадать ответ? НаИJ-туt-ппим возможным 

сжатием, совместимым со сколь угодно высокой точностью воспроизведе

ния nри п. ~ оо является сжатие в rильбсртово пространство 1i с 

log( dim 1i) ·с nS(p ). (5.69) 

В зто" отношении энтропия фон Неймана представляет собой количество 
кубитов квантовой информации, нереносимых одной буквой сообщения. 
Например, если сообщение состоит из n фотонных состояний поляризации, 
1u мы можем сжюъ его до т=: nS(p) фотонов -сжатие все1да возможно, 

за исЮJюченисм случая р = ~ 1. (Мы не можем сжать случайные кубиты 
точно так же, как не можем сжать СJiучайные биты.) 

,Цоказатс;IЬство теоремы Шумахера не составляет труда, если из~~естны 

и ПОI!Ятны результаты Шсннона. Большой заслугой Шумахера была пра

вильная постановка вопроса, что позволило впервые дать точную (кван

тово-) ннформационную теоретическую интерпретацию знтропии фон Ней
мана1. 

5.3.1. Сжатие квантовых данных: nример 

Прежде чем обсуждать в общем виде протокол Шумахера сжатия кван
товых данных, полезно рассмотреть простой примср. Предположим, что 

нашими буквами являются отдельные кубиты, извлекаемые из ансам.б.пя 

р= ~· 
р= !· 

(5. 70) 

'Как мы вскоре увидим, интерпретация S(p) на языке Юlarcwoerкoй информации, закоди
рованной в ква1ПОВЫХ состояниях, дей<:rвите.•JЫJО была изве\.:тна раньше. 
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так что матрица плотности каждой буквы имеет вид 

p~411,)(T,I+~IIx)(lxl= 

1 ( 1 о ) ] ( 1/2 1/2 ) ( 3/4 
= 2 о о +:z 1/2 1/2 = 1/4 

1/4 ) 
1/4 . (5.71) 

Как оче1~идно из симметрии, собственными состояниями р являются ~<уби

ты, ориентированные вверх и ЩШ'j вдо.пь осиn= -1-(Х + Z): 
v'2 

(cos'i) 
IO') = 1 Т;,) = sin i , 

(5.72) 

( 
siнE) 

l l ') = 1 1 • \ ~- 8 . 
-.\.rtl - cos ~ ! 

соответствующие им собственные значения: 

Л( О')=!+ - 1- = сов2 Е, 
2 2,/2 8 

.\(1') = l - - 1- ~ siв2 !'.; 
2 2,/2 8 

(5 73) 

[ОЧСВИJ\НО, ЧТО .\(0') t- .\(1') = 1, а .\(0').\(1') = 1/8 = detp). Собст.ен
ное состояние 10') одинаково (и довольно сильно) перскрывается с обоими 
сигнальными состояниями 

(5.74) 

перекрытия состояния jl') тоже ОJщнакопы (но относите;Iыю слабы) 

(5.75) 

Таким образом, ес.ти мы не 1наем, какое состояние было поссшно, 1 i z) 
или 11 х), то дучшей пашей догадкой является lw) = IO'). Это прсдпо;юже
пие имеет макснмадьную точиость воспроизведения 

(5 76) 

среди всех возможных состояний кубита 1'1-') (F = 0,8.535). 
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Тснерr~ нрсцставим, что A.lmce нужно послать Бобу три буквы. Но она 
может позволить себе послать тодько два кубита (квантовые кан:а.1ы требу
ют очень больших расхо,1ов!). Тем не менее она хоче1~ чтобы Боб рекон

струировал ее cocwяiпt:e с максимально возможной точностью воспроизве

дения. 

Она могла бы послать Бобу две из имеющихся у нее l]JCX букв и пред
ложит•, Бобу угадать IO') д;rя третьей. Тоща Боб получает две буквы с F = 
= 1 и имеет F ~ 0,8535 для третьей; следовате:Jыю, нолпая F '~ 0,8535. 
Но существует ли более разумная процедура, достигающая более высокой 
точности воСilроизведсния? 

Лучшая пронедура действительно существует. /(иагона:шзовав р, мы 
ра1ложили гильбертоно прое·•ранство одного кубита на <<вероятное» (натя

ну·юс на IO')) и «маловероятное» (ню>mутое на ll')) одномерные поrщро
странстпа. llо1тобным образом мы можем ра.1ложить гильбертово IIростран
ство трех кубитов на вероятное и МаJювероятное подпространства. Если 
nроизво:тьное сигнальное состояние имеет вид I·;U) ·_ 1~• 1 )I,P2 )/1/'al (с каж
дым из трех кубитов, находящихся в сосюянии 1 lz) или 1 Тх)), то 

I(O'O'O'I.P)I 2 = cos6 i -~ 0,6219, 

/(0'0' 1'11,)12 ·-I(O' J 'O'I~,)/ 2 ~ /(l'0'0'/1/,) 12 =cos4 ~ siп2 % o•O,J 067. 

1 (0'1'1' IФ) 12 
= l(l'O'I'IФI 12 

= 1 (l'l'O'Iw) 12 =cos
2 * siп1 * =ОЛJ 83, 

l(l'l'l'IФ/1 2 ~ sin6 i '~ 0,0031. 

(5.77) 

Таким образом, мы можем разj[ожнть пространство на верояттюе подпро

сrранство Л, на1Янут·ое на {/0'0'0'), 10'0'1'), IO'l'O'), /1'0'0') }, и его ортого
на.'lЬное донолнение А J.. Если мы выпшmяем («грубое») измерениеJ про
ецирующес сигнальное состояние на Л или Л .l, то вероятность проециро
вапия на вероятное 1Юдпрос1ранство равна 

J'1ikely z. 0,6219+3 Х 0,1067= 0,9419, (5. 78) 

·rorдa как вероятность прое-uирования па маловероятное Irо;~пространство -

Punlike\y ~ 3 Х 0,0183 + 0,0031 = 0,0581. (5.79) 

Чтобы выnолнип> это грубое измерение, .AJrn:ca моша бы, например, 
сначаJш применять унитарное преобразование U, иревращающее четыре 
высоко вероятных базисных состояния в 

1 ) 1 ) IO), (5.80) 
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а четыре маловероятных базисных состояния в 

1 ) 1 ) ll) ; (5.81) 

затем Алиса измеряет третий куби·~ чтобы закончить грубое измерение. Ес

ли результатом является IO), то ее входящее состояние было спроеtщровано 
(в действительности) на Л. Она посылает Бобу дяа оставшихся (неизме
репные) кубита. Когда Боб nолучает это (сжатое) двухкубиювое состоя

ние I.Р,ошр), он развертывает его, присоединяя IO) и применяя U ->, 

(5.82) 

Если измерение Алисы третьего кубита дает 11), то она спроецировала свое 
входящее сосwяние на маловероятное подпространство А ·1·. Лучшее, чrо 

она может сделать в этом случае, зто послать состояние, которое Боб ра.1-

вертывает в самое вероятное состояние IO'O'O'); то есть она nосылает такое 
состояние l'i',omp), что 

IФ') = u- 1(i'i',omp)IO)) = IO'O'O'). (5.83) 

Таким образом, если Алиса кодирует трехкубитоаое сигнальнос состоя

ние IФ), посылает два J<убита Бобу, а Боб декодирует как только что описа
но, тоr:да он получаст состояние 

I.P) (.PI ~ р ~ Elo/)(ФIE + IO'O'O') (о/1(1- E)IФ)(O'O'O'I, (5.84) 

тде Е -- проекционный оператор на А. ДоСТИJаемая в этой процецуре точ
ность воспроизведения равна 

Р = (ФIРIФ) = ( (ФIЕIФ) ) 2 + ( (ФI(l- Е)IФ)) ( (ФIО'О'О')) 2 
••·• 

~ (0,9419)" + 0,0.581 х 0,6219 = 0,9234. (5.85) 

Это действительно лучше наивной процедуры посьmки двух из трех куби
тов, каждого с идеальной точностью воспроизведения. 

Когда мы посылаем более длинные сообщения с большим количеством 

букв, точность воспроизведения сжатия улучшается. Энтропия фон Нейма
на однокубитового ансамбля равна 

S(p) = Н ( cos2 ~) = 0,60088 ... (5.86) 

СледоватеJJьно, согласно теореме Шумахера мы можем сократить длинное 

сообщение на факrор (скажем) 0,6009 и тем не менее достичь очень высо
кой точности воспроизведения. 
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5.3.2. Кодирование Шумахера в общем 

Ключом к теореме Шеянона о кодировании в отсутствии шума яв
ляется то, что мы ()ез большой потери точности в.оспроиз.ведения можем 
кодировать типичные последовательности и игнорировать остальные. Что

бы коmrчественно описать сжимаемость квантовой информации, перейдем 

от понятия типичной последователыюсти к понятию типичного подпро
странства. Ключом к теореме Шумахера о квантовом кодировании в от

сутствии шума является то, что мы без большой потери точности воспронз

ведеi!Ия можем кодировать типичные подпространства и иrnорi!рОвать их 

ортогональные дополнеJШЯ. 

Рассмотрим сообщение, состоящее из n букв, где каждая буква явпя
ется чистым квантовым состоянием, извлекаемым из ансамбля {jrp3J, p 3.J, 
так что матрица шютности одной буквы равна 

(5.87) 

Более тuго, буквы извлекаются независимо, так что матрица плотности вес
го сообщения 

р" ~· р ® р ® ... ® р. (5.88) 

Мы хотим доказать, что для больших n почти вес носители этой матри
цы rшотности занимают подпространство полного гильбертова простран

ства сообщений, причем размерность этого подпространства асимптотиче
ски стремится к 2nS(p). 

Этот вывод неnосредственно следует из соответсТRующеrо класси

ческого утверждения, eCJIИ мы рассматриваем ортанормированный базис, 

в котором р диагональна. Работая в этом базисе, по существу, мы мо
жем рассматривать наш квантовый источник информации как эффе:ктивный 

классический источник, производящий сообщения, которые представпяют 

собой строки из собственных состояний р. Вероятность каждого такого со

общения определяется прои.:шедением соответствующих собственных зна

чений р. Дпя заданных n и д определим типичное ПОI\ПjJОстранство Л как 
пространство, натянутое на собствеШIЫе векторы pn, с собственными зна
чениями, удовлетворяющими 

(5.89) 

Неnосредсmснно пользуясь результатом Шеннона, мы приходим к выводу, 

ч·rо для любых О, ~ > О и JJpи достюuчно большом n сумма подчиняющихся 
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зтому условию собственных значений pn удовлетворяет неравенству 

tr(p"E) > 1 -Е (5.90) 

(где Е обозначает проекционный оператор на тнннчное подпространство ), 
а кшшчество dim Л TЗIGJX собственных значений удов.;1етворяеr неравенству 

(5.91) 

Наша стратегия кодирования состоит в том. чтобы отправлять состояния, 

J~ействительно прина;щежащие пшичному пщщространству. Например, мы 

можем выполнить грубое измерение, проецирующее входящее сообщение 

на л ИJШ на л ; с вероятнос-rью Рл с~ tr(p" Е) > 1 - Е результат булет 
принадлежать А. В таком случае спроецированное состояние кодируется 

и посьшается. Асимптотически RСроятность дрУJОГО результата пренсбрс

жимо ма..'Iа, позтому не так уж .важно. что мы будем делать в этом случае. 

Ко;~ирование спроецированного состояния просrо унаковывает его, 

чтобы оно мшло переноситься минимальным количеством кубитоя. Напри

мер, мы применяем унитарное иреобразование базиса U, коrорос превра
rцает каждое сосrояние I.Ptyp) из Л в сосrояние вида 

(5.92) 

где IФсошр) - состояние n( S + б) кубитов, а IO,e,.) обозначает сосrоя
ние 10)<2 ... ®10) остальных кубиюв. Алиса посылает IФсошр) Бобу, коrорый 
декодирует CIO, присое;~иняя IO~,.) и применяя u- 1. 

П редпо.~ожим, что 

(5.93) 

обозначает произвольнос сообщение, представляющее собой одно из :п-бук
венных чистых сосrояннй, которое может быть послано. После того как 

выполнены 1uлъко что описанные кодирование, передача и декодирование, 

Боб получает реконструированное состояние 

(5.94) 

где Pi,Jиnk - состояние, выбираемое нами для отправ.~ения, если грубое 

измерение дает результат А-'--. Что можно сказать относительно точности 

воспроизведения этой процедуры? 
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Точность воспроизведения и.1меняется от сообщения к сообщению 

(в противоnоложность обсужлавшемуся выше примеру), поэтому мы рас

сматриваем точность воспроизведения~ усредненную по ансамблю возмож

ных сообщений: 

Р ~ ~P;('P,IP;I'P,) ~ ~p,('f';IEI'P,)(tp,IEI'P,)+ 

+ I>;('P;IP:,Junki'P;)(tp;ll ~ EI'P;)) 2>;11Eitp;)ll 4
, (5.95) 

где последнее перавенство справедливо, поскольку юиад «мусора» неотри

цателен. Так как ДJJя любого вещественноrо числа 

(:с ~ 1 )2 ? О или х2 ? 2х ~ 1, (5.96) 

мы имеем (полю·ая х ~ IIEI'P;)Ii') 

(5.97) 

и, сдедоватсльно, 

Итак, мы показали, что можно сжать сообщение до объема, несколько мень

шего, чем n(S +д) кубитов, обеспечивая в то же время сколь угодно высо
кую при больших n усредненную точность воспроизведения. 

Следовательно, мы установили, что с несущеетвенной потерей точно

сти воспроизведения сообщение может быть сжато до S + о кубитов в рас
чете на одну букну. Возможно ли дальнейшее сжатие? 

Допустим, что Боб декодирует полученное сообщение Pcomp,i путем 

присоединения кубнто в и примснения нреобра1ования u-l' получая при 
зто м 

(5.99) 

(«унитарное декодирование»). Доnустим, что Pcomp,i бьmо сжато ~о 
n(S ~д) кубитов. Тогда, незшшсимо от того, l{flK было закодировшю 
входящее сообщетте, все декодированные сообщения будут принадпежать 
подпросiранству Л' размерности 2n(s-;) гильбертона пространства Боба. 
(Мы не предполагаем здесr., что Л 1 не имеет ничего общего с типичным 
подпространством.) 
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Если входящим сообщением ямяется I<P;}, то реконструированное Бо
бом сообщение - р;, которое может быть диагонализовано 

(5 100) 

где векторы la,} -· взаимно ортогональные состояния из Л'. Точнос1ъ вос
произведения реконструированного сообщения равна 

где Е' - ортогональный проектор на подпространство Л'. Следоватед~>но, 
усредненная точность воспроизнсдения удовлетворяет 

(5.] 02) 

Но ПОСКОЛI>КУ Е' проецирует на пространство размерности zn(S б), 
ТО tr(pnE') НС может быть больше суммы zn(S-б) наибОЛi>ШИХ собствен
НЫХ значений pn. Из свойств типичных nодпространств следует. что эта 
сумма принимает СI(()дь угодно малое значение; при достаточно большом n 

(5.103) 

Таким обрюом, мы показа;ш, что если мы попытаемел сжать сообщение 
до S -д кубитов на одну букву, тоrда при достаточно большом n точность 
воспроизведения неизбежно станет JL10xoй. Итак, мы приходим к выводу, 

что S(p) кубнто в на одну букву является оптимальным сжатием кванто
вой информации, которое может быть достИiнуrо, если мы хотим получить 

хорошую точноСIЪ воспроизведения при n стремящемся к бесконечности. 
В этом состоит теорема Шумахера о кодировании в отсутствии шума. 

Ilриведснное выше доказательство применимо к любой мысJшм:ой схе

ме кодирования, но только к ограличенному J(J]accy схем декодирования 
(унитарное декодирование). Конечно, может бы1ъ рассмотрена более об
щая схема декодирования, описываемая супероператором. Toma потребу
ется более высокая техника для доказатеЛI>ства того, что невозможно .1)'Ч
шее сжатие, чем 8 кубитов на одну букву. Но вывод остается неизменным. 
Суть в том, Ч1О 8 - б кубитов недостаrочно для тoru, чтобы раз.lИЧить все 
типичные состояния. 
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Подводя и1ur, отметим тесную аналогию между теоремами Шеонона 

и Шумахера о кодировании в отсутствии шума. В юшссическом случае по

чти все л;линные сообщения являются типичными последовательностями, 

так что мы можем кодировать только их и тем не менее иметь малую веро

ятность ошибки. В квантовом с..1учае 1ючти все д.'1инные сообщения имеют 

почти единичное нерекрытис с типичным подпространСТRОМ, так что мы 

можем кодировать rолько его и тем не менее .п:остигатъ высокой точности 

воспроизведения. 

Фактически А.шса могла бы послать Бобу зффективно классическую 
информацию~ строку х 1 х2 .•. xn) закодированную во взаимно ортогональ
ных квантовых состояниях ~ тогда Боб, следуя этим юшссичес:ким ин

струкпиям, мог бы реконструировюъ состояние Алисы. Таким способом 
они могли бы добиться высоко надежного сжатия до Н(Х) биmв (ИJIИ ку
биmв) в расчете на одну букву. Но если буквы извлекаются из ансамбля 
неортогональных чистых состояний, то эта степень сжатия не оптима.;,ьна; 

часть классической информации о приготовлении состояния становится из

быточной, поскольку неортогональные сосrояния не могут быть идеально 
различимыми. Таким образом, кодирование Шумахера может продвинуться 

дадьше, достигая оптимального сжатия S(p) кубиmв на одну букву сооб
щения. Информация уnакована более зффективно, но ,торогой ценой -- Боб 
получил то, что име_,~а ввиду Алиса, но он не может узнать - ч1u. В про

тивоположность классическому случаю~ Боб не может выrюлнить никако

го измерения, чтобы корректно дешифровать сообщение А.'IИСЫ. Попыт~<а 

прочитать сообщение неизбежно внесет в неrо возмущение. 

5.3.3. Кодирование смешанпого состояния: информации XoJteвo 

Теорема Шумахера характеризует сжимаемость ансамбля чистых со
сrояний. Но что ecJm буквы извлекаются из ансамбпя смешанных состоя
ний? В эmм СJ!УЧае сжимаемость надежно не устаноnлела и является пред

метом текущих исследований 1 . 
Нетрудно видеть, чm для смешанных состояний S(p) уже не будет от

ветом. Чтобы привести тривиа..'lъный пример, предположим) что некоторое 

смешанное сосmяние р0 с энтропией S(p0 ) i О выбирается с вероятно
стью р0 = 1. Тогда сообщение всеща равно р0 ® р0 ® · · · ® Ро и не несет 
никакой информации~ Боб может идеально реконс1руировать сообщение, 

ничего ие получая от Алисы. Следовательно, это сообщение можно сжать 

до нуля кубитов на одну букву, чm меньше, чем S(p0 ) > О. 
1 См. М. Horodeck.i, Limits for Compression of Quantum lnformation Carried Ьу Ensemhles of 

Mixed States, Phys. Rev., А57, 3364-3369 (1997); quant=ph/9712035. 
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Чrобы построить менее 1риниальный пример, вспо'1ним, чrо д .. "'Я ан
са:мбдя взаимно ортогошL1Ьных чистых состояний 1птропия lllенпона равна 

энтропии фон Пеймана: 

Н(Х) ~ 8(р). (5.104) 

так что классическая и квантовая сжимаемости совnадают. Это справедли
во, !Юсколысу ортогональные состояния идеально различимы. Фактически, 

если Алиса хочет послать Бобу сообщение 

(5.1 05) 

то она может послать каассическое сообщение х1 ... xn• а Боб может ре
конструировать состояние с идеапьной точностью воспроизведения. 

Теперь предподожим, что буквы ювдекаются ю ансамбJtя взаимно ор

тогональных смешанных состояний {рх, P:zJ: 

tr РхРу =О, xfy; (5.1 06) 

то есть Рх и Ру имеют носители во взаимно ортогональных подпростран

стнах гиш.бертова пространства. Эти смешанные состояния также И)\Са.."Iьно 

различимы, то еС'Jъ опять сообщения, по существу, классические и, следо

RаТСJJьно, могут быть сжаты до Н (Х) кубитов на одну букву. Например, 
мы можем расширить гильбертово nространство наших букв 1t А до более 
широкого пространства НА 0 Н в и выбрать очишение каждого Рх• то есть 
чистое состояние I'Px} лп Е Н л@ Н в, такое что 

(5.107) 

Эти чистые состояния взаимно ортогональпы, а апсамбдь {IЧ'х} AlJ' Рх} 
имеет энтропию фон Неймана Н(Х); оедователшо, мы можем выпо:шить 
сжатие сообщения 

(5.1 08) 

по Шумахеру до Н(Х) куби·юв на о,1ну букву (асимптотически). После раз
вертывания этого состояния Боб может взять частичный след, ((Выбрасы

вая» по!(систему В, и таким образом реконструировать сообщенИе Алисы. 

Чтобы сделаn~ разумное нредподожение о том, какое выражение ха

рактеризует сжимаемость сообщения, построенного из алфавита смешан

ных состояний, мы моrnи бы поискать выражение, которое сводится к 8(р) 
ДJIЯ ансамбня чистых состояний, и - к Н(Х) для ансамбля взаимно орто

J'Ональных смешанных состояний. Выбирая базис, в котором 

(5.1 09) 
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является б.J:очно-аиагонЗJiъным, мы видим, что 

х т 

(5.110) 
х 

(вспоминал, что tr Рх ~ 1 для каJ!Щого х). Сдедовате.'!h!Ю, мы можем запи
сать энтронию lllенпона в виде 

Н(Х) = S(p)- LPxS(px) = х(Е). (5.111) 
х 

Величипа х( Е) называется информацией Холево ансамбля Е -- {р .. Рх}. 
Очеви;(но, она за.Rисит не тшiьКО от матрицы плотности р, по и от конкрет

ного способа реализации р как ансамбля смешанных состояний. Мы на

шли, что как для ансамбля чистых состояний, так и для ансамбля взаимио 

артагтшльных смешанных состояний информация Холево x(t:) представ
ляет собой оптима.ньное кшrnчество кубитов на о,rщу букву, которого \ЮЖНО 
достичh, если мы сжимаем сообщение, сохраняя высокую точность воспро

изведеiШЯ 11ри боJJьш их n. 
Информация Хопево может рассматривюъся как обобщение энтро

пии фон Неймана, переходящее в S(p) для ансамбля чистых состояний. 
Она также является бли·Jким апалшом взаимной информации 

I(Y; Х) = Н(У) -lf(YIX) (5.112) 

в классической теории информации, сообщающей нам, наскодько в сре11пем 
уменьшается энтропия Шеинона ансамбля У, коща мы узнаем значение Х ~ 

аналогично 

(5.113) 
х 

говорит нам, наско:rыrо в среднем ~сньшается знтропия фон Неймапа ан

самбля, КОI')Щ мы узнаем, как он был приrотов.псн. Подобно классической 

в.,анмной информации, информация Холево исеr,С(а неотрнщпельна, как это 

следуст ю свойства во шутости 8(р) 

(5.114) 
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Теперь мы xornм исследовать связь между информацией Халева и сжима

емостью сообщений, посчюенных из алфавита иеортогопальных смешан
ных состояний. Фактически можно показать, что в общем случае невоз
можно сжатие с высокой точностью воспроизведения до обьема, меньшего 

чем х на одну букву сообщения. 
Чтобы установить ::пот результат, воспользуемся свойством <<монотон

носm>> х. доказанным Линдбладом и }С"IЬманом: супероператор не может 

увеличивать информацию Холево. То есть если $ - произвольный сунсро

ператор, лействующий на ансамбль смешанных состояний как 

$: Е= {р"' Рх} ~ Е'~ {$(р.), Рх}, (5.115) 

то 

х(Е') ";; х(Е). (5.116) 

Монотонность Линдблада - Ульмапа тесно связана с сильной субаддитив

ностью энтропии фон Неймана, что вы покажете в домашнем упражнении. 

Монотонность х обеспечивает еще одно свидетельство того, что х ха
рактеризует количество информации, закодированной в квантовой системе. 

Декогерентизация, описываемая суnероператором, может лишь сохранить 

или сократить :пу величину информации, но не увеличип. ее. Заметим, ч·ю 

в противоположность зтому знтропия фон Неймана не монотонна. Супере
ператор может прообразовать начальное чисrое состояние в смешанное, 
увеличивая S(p). Однакu другой супероператор иреобразует тобое сме
шанное состояние в «основное» jO) (OI и, следовательно, уменьшает энтро
вию начального смешанного состояния до нуля. Было бы ошибкой интер

претировать зто уменьшение S как <<приобретение информацию>, так как 
наша способность отличить разные возможные приготовления полностью 

уrрачена. Соответственно распад в основное состояние сокращает до нуля 

информацию Хо.пево, отражая то. что мы потеряли возможность реконстру

ировать начальное состояние. 

Рассмотрим теперь сообщения из n букв, независимо извлекаемых 

из ансамбля Е = {Рх, Рх}; ансамбль всех таких входящих сообщений обо
значается как E(n). Пусть разработан код, который сжимает сообщения так, 
что они все занимают гильбертпво пространство if_(n); ансамбт. сжатых 
сообщений обозначается как ,E(n). Тогда развертывание выполняется су
пероператором $ 

(5.117) 

чтобы получить ансамбль E',(n) выходящих сообщений. 
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Теперь предположим, чrо эта схема кодирования имеет высокую rоч

ность восnроизведения. Чтобы свести к минимуму техническую сторону, 

не будем вдаваться в детали roro, как следует охаракrеризовать количе
ственно точность воспроизведения fl(n) относительно t:(n)_ Мы просто 
примсм, что ес~ш Е1(и) имеет высокую rочность воспроизведения, то для 
любого о и при достаточно больших n 

(5.118) 

отнесенная к одной букве информаnии Холево выходящего и входящего 

сообшений приближаются друг к другу. Поскольку входящие сообщения 
являются произnедениями состояний, то из аддитивности S(p) следует, что 

а из монотонносrn ЛиндбJшда Ульмана мы знаем, что 

x(E'(n)) <; x(E(n)) 

Комбинируя уравнения ( 5 .118Н 5. 120), находим, что 

(5. 119) 

(5.120) 

(5.121) 

Наконец, x(E(n)) ограничена сверху велнчин~й S(p(n)), которая, в свою 
очередь, ограничена сверху числом logdim')-{(n). Так как J можно nы
бра1.ъ сколь угоцно малой, мы приходим к выводу, что асимптотически при 
n --+ оо 

k logdimJi<n)) х(Е); (5.122) 

хорошо воспроизводимое сжатие, до менее чем х( Е) кубнтов на одну букву, 
невозможно. 

Нередко возникает соблазн nред110ложить, что ежатис до х(Е) кубитов 
на одну букву сообшения асимптотическв достижимо. с середины января 
1998 г. зто предноложение все еще ждет своего доказатс.Тhства ипи 0 _ 
вержения. про 

5.4. Доступная ннформапия 

Тесная аналогия между информацией Холево "(.") и ас -
о Ф о I(X ,,.) " кл сическои вза-

имнои ин ормациеи ; .r , а также монотmщость Х 
наводят на мысль, 
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что х связана с кол:ичсством классической информации, которая может хра

ниться в квантовой системе и извлекаться из нее. В зтом разделе ~ы дадим 

точную формулировку зтой связи. 
Предыдущий раздел бьш посвящен количественному определению 

объема квантовой информации - измеряемой в кубитах - в сообщениях, 
построенных из алфавита квантовых состояний. Теперь же мы обратим
ся к совсем другому вопросу. Мы хотим количественно определить объем 

классической информации - измеряемой в битах - которую можно изк~Iсчь 

из таких сообщений, в частности, в случае, когда алфавит включает взаим
но неортоrональные буквы. 

Но почему мы должны быть столь неразумны, чтобы хранить клас
сическую информацию в пеортогональных квантовых состояниях, КО1орые 
нельзя идеально различитъ? Несомненно, следует избегать такого снособа 
хранения информации, так как 'ПО недет к il:Сградации классического сиг

на.:"'Iа. Но, возможно, мы не можем обойтись без него. Допустим. например, 

я инженер связи и интересуюсь существенными физическими ограничеiш

ями классической емкости широкополосного онтичсскоiu волокна. Чтобы 

получип, наилучшую пропускную способность классической информации 

на единицу мощности, нам, очевидно, следует выбрать кодирование инфор

мации в отдельных фотонах, а чтобы добиться высоwго темпа, мы до:rжны 

увеличивать кшичество передаваемых за одну секунду фотонов. Но если 

мы сжимаем фотонные волновые па1ееты достаточно тесно друг с дру
юм, они начнут перскрываться и мы не сможем их идеально разJШЧать. 

Как максимизировать передаваемую в этом случае к.шссичсскую информа

цию? Другой важный nример: допусrnм, что я физик-экспериментатор 

и хочу испо.lЬЗовать тонкую квантовую систему, чтобы сконструировать 

очент> чувствительный прибор, измеряющий дейстние классической си;Iы 

на систему. Мы можем моде.rшрова·ть силу как свободный параметр х в га
мильтониане системы Н(х). В зависимости от значениях СОС1ояние систе
мы будет эволюционировать к раЗJ.шчным возможным конечным (неорто

гuнальным) состояниям Рх· Как много информации относительно х может 
nолучить наш прибор? 

Несмотря на то, что с точки зрения физики эта проблема сильно отли

чается от сжимаемости квантовой информаrщи, математически они связаны 

между собой. Мы обнаружим, что центральную роль в нашем обсуждении 

играют энтропия фон Неймана и ее обобщение, информания Холево. 

Предположим, например, •по Алиса готовит чистое квшгrовое состо

яние, извлекая его из анса,.бля Е: = {I'Px),px}. Бобу изнестен ансамбль, 
но пе конt:ретное выбранное Алисой состояние. Оп хочет получить макси

мально возможную информацию относительно х. 
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Jioб собирает информацию, выполняя обобщенное юмерение, ПОЗМ 

{F у}. Если Алиса нриГОТОВИJJа х, то nоб получит результат измерения у 
с условной верояшостью 

(5.123) 

Эти условные вероятности вместе с ансамблем Х определяют ко;шчество 
в среднем по.l)'<rаемой Бобом информации, взаимную информацию l(X; У) 
Щ)Иготовнепия и результата измерения. 

Боб снободев в выборе своего измерения. «Наилучшее» возможное из

мерение, максимизирующее получение информации, называется оптимшzь

llЫ.« и."'tерением, определяемым ансамблем. ~аксимальное получение ин
формации равно 

Асс(Е) ~ max I(X ·У) 
{F 11} ' ' 

(5.124) 

rде 111ах определяется по нсем возможным ПОЗМ-ам. Эта величипа назы

вается достутюй и11форwацией ансамбля Е. 
Конечно, если состояния l<r?x) взаимно ортогонадьны, то они идеально 

ра1личимы. Условная верояшость результата оргогонального измерения 

(5.125) 

раина 

(5.126) 

так что Н(Х!У) = О, а J(X; У) ~ Н(Х). Это измерение, очевидно, оп
тимаJIЬПО - приготовление полностью оnределено -так что для ансамбля 

взаимно ортогональных (чистых или смешанных) состояний 

Асс(Е) = Н(Х). (5.127) 

Однако проблема становится гораздо интереснее, когда сигнальными 

сос1uяниями являются нсортогональные чистые состояния. Д.ля эrого слу

чая не известно пи одного полезного обще1u выражения для Асс( Е), но су

ществует верхняя граница 

Асс(Е) (: S(p). (5.128) 

Мы видели, ч1u эта граница достигается в саучае ортоruналыiых сиnJа:Iь
ных состояний, коща S(p) = Н(Х). В общем епучае ю классической тео
рии информации известно, что J(X; У)(: Н(Х); по для неортогопальных 
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сост<>яний S(p) < Н(Х), так что неравснство (5.128) onpcJ\eJiяeт наилуч
шую границу. Тем не менее эта граница не яВJIЯется точной, во многих 

случаях Асс( Е) строго менъше S(p). 
lioлee определенное соотношение между Асс( Е) и S(p) мы подучим, 

если рассмотрим доступную информацию в расчете на одну букву в со
общении, содержащем n букв. Теперь Боб имеет большую свободу - он 
может реnшть выполнить ко;шективное измерение всех n букв и таким 
образом получить больше информации, чем если бы он ограничивалея из

мерением только по одной букве за один раз. Более того, Алиса может 

решить приготовить скорее ансамбль частных, максимаю~но разmrчимых, 
сообщений (код), нежеJШ произволъные сообщения, каждая буква которых 

извлечена из ансамбля Е. 
Тогда мы увидим, что Алиса и Боб мoryr найти такой код, чтобы мар

гнна_1ьным (частным) анса..,.блем каждой буквы был Е, а отнесенная к од
пой букве дос·l)'Пная информация асимптотнчески стремилась к S(p) при 
n--+ оо. В этом смысJiе S(p) характеризует дос1упНУЮ информацию в ан
самбле чистых квантовых состояний. 

lioлce того, заменой энтропии фон Неймана на информацню Холево 

эти результаты обобщаются на ансамбли смешанных квантовых состояний. 
Доступная информаnня ансамбля смешанных состояний {Рх, Рх} удовле
творяет нсравенству 

Асс( Е) ,:; х.(Е), (5.129) 

результат, известный как граница Холево. Эта граница в общем случае не 
является точной (хотя она достигается для аясамблей взаимно орwгональ

ных смешанных состояний). Однако если Алиса и lioб выбирают п-бук

венный код, в котором частным ансамб~1ем для каждой буквы являет

ся Е, а Боб выполняет комективное оптнмалыюе обобщенное измерение 

(IIOЗM) всех n букв, тогда максимальной достижимой информацией на од
ну букву является х.(Е), если потребовать, чтобы все кодовые слова пред
ставляли собой произведения состояний. В этом смысле х.(Е) характеризует 
доступную информацию в ансамбле смешашtых- квантовых состояний. 

Алфавит из смешанных квантовых состояний может возни:кнуrъ, сели 
Аписа попытается послать Бобу чистые квантовые состояния через кван

тоный канал с шумом. Вследствие декогерентизации в канале связи, Боб 

получает смешанные состояния, которые он должен декодировать. В :ном 

с.l)'Чае х.( Е) характеризует максимаJiьное КОJШчество классической инфор
мации, которое может быть передано lioбy через кваН1овый юШЗ-1 с шумом. 

Нацример, А.Jшса может наслать Бобу n фотонов в определенных со
С1uяниях поляризации. Если предположить, что шум действует на каждый 
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фотон независимо и что Алиса посылает фотоны 11 незапутанных состоя
ниях, югда х( Е) - максимальное количество информации, которое может 
быть передано Бобу с каждым фотоном. Поскольку 

х(Е) "; S(p) "; 1, (5.130) 

отсюда, в частности, следует, что отдельный (нсзапутанпый) фотон может 

переносить, самое большее, один бит классической информации. 

5.4.1. Граница Холево 

Гранш1а Холево для доступной информации не относится к разряду 
очевидных теорем. но подобно многим интересным результатам квант

вой теории информации, она становится очевидной, коль скоро установлена 
сильная субаддитивность энтропии фон Неймана. Здесь мы nредположим 

натrчке свойства сильной субаддитивности и nокажем, ч·ю отсюда следует 

граница Холево. 

Напомним исходные данные: Алиса готовит квантовое состояние, из

вжкасмое из ансамбля Е= {Р.,Рх}, а затем Боб выполняет ПОЗМ {Fу}
Совместным распределением вероятностей, управляющим нриrотов;rенисм 

АJшсы х и результатом Боба у является 

(5 131) 

Мы хотим показать, что 

I(X; У) ( х(Е). (5.132) 

Поскольку сильная субаддитивность является свойством трех подси

стем, нам нужно определить три системы, к коrорым оно будет применять

ся. Наша стратегия состоит в приготовлепии входящей системы Х) в кото
рой хранится классическая запись тоrо, какое приmтовлсние было выбрано, 

и иыходящей системы У, классические корреляции которой с Х управляют

ся совместным распределением р(х, у). Тогда, применяя свойство си.аьной 
субаддитиnности к Х, У и нашей квантовой системе Q, мы сможем свя
зать l(X; У) с х(Е). 

Допустим, что начальным состоянием системы Х QY является 

PxQY = I>xlx)(xl0 Рх@ IO)(OI, (5.133) 
х 

где пекторы jx) - взаимно ортогональные чистые состояния входящей си
стемы Х, а jO) - частное чистое состояние выходЯщей системы У. Вычис-
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дяя частичные следы, мы видим, что 

Рх = I>,lx)(xl -> 8(рх) = Н(Х), 
х 

(5.134) 

а так как векторы lx) взаимно ортоrона.пьны, мы также имеем 

х 

х 

Теперь выношrим унитарное преобразование~ которое «отпечатывает» 
результат измерения Боба на выходящей системе У. Предположим тюка, 
что Боб выполняет ортогональное измерение {Е11 }, где 

(5.136) 

(вскоре мы кратко рассмотрим более общие ПОЗМ-ы). Наше унитарное 
преобразование VQY действуст на QY сошасно 

Vqy: l'f')q ®IO}y ~ L Eyi'P)q ®iy}y (5.137) 
у 

(где векторы IY)v взаимно ортогональны) и, с.1едовательно, иреобразу

ет Pxqv как 

Uqy: PXQY-> P'xqv ~ L Pxlx)(xi®E11 pxEy,®!y)(y'l. (5.138) 
х,у,у' 

Поскольку энтропия фон Неймана инвариантна относитеm.но унитарноrо 

изменения базиса, то 

х 

S(Pqv) ~ 8(р,2 у) = S(p), (5.139) 
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а вычисляя часшчный с.1ед уравнения (5.138) и нспо:п.зуя (5.136), мы на
ходим 

Р'п = I>т. tr (EyPт.)lx)(xl @\y)(YI = 
х,у 

= LP(x,y)lx,y)(x,yl- S(p',:v) = П(Х, У). (5.140) 
х,у 

Отсюда. очевищю. с;Iсдует~ чrо 

р'у = LP(Y)iy)(yl - S(p'y) = Н(У). (5.141) 
у 

Применим тепер1. свойство сильной суба!Щишвности в форме 

S(p'xqy) t- S(p'y) ( S(p'xy) ·! S(pqy ), (5.142) 

которая принимает ВИ/\ 

Н (Х) + L::>xs(px) +- Н(У) ( Н(Х, У) 1 S(p) (5.143) 
х 

ИJШ 

:::>то и сеть 1рапипа Холево. 

Одним из способов рассмотрения более общих ПОЗМ является расши
рение системы путем присоединения к ней еще одной подсистемы Z. Тшда 
мы конструируем унитарное прообразование U qy z, действующее как 

Vqyz i'P)q ® IO)y ® IO)z = L /F.I'I')q ® IY)y ® IY)z, (5.145) 
у 

так ч·ю 

P'xqy;-; = L Pxlx)(xl ® /F.Px.jF: ® IY)(y'l ® IY)(y'l· 
с,у,у' 

(5.146) 

Тогда вычисление частичного слс11а по Z дает 

(5.147) 
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и 

Р'ХУ ~ L:Px tr (FyPx)\x)(x\@ \у)(у\ ~ 
х,у 

= L:p(x, у)\х, у)(х, у\ ---> S(p'xy) = II(X, У). (5.148) 

Оставшаяся часть доказательства проводится так же, как и выше. 

5.4.2. Улучшение различимости: меrоц Переса - Вутерса 

Чтобы лучше познакомиться с концепцией доступпой информации, 

рассмотрим однокубитовый пример. Алиса готовит одно из трех возмож

ных чистых состояний: 

\'1'1) = 1 iп,) = ( t ), 

\'1'2) = 1 i п,) = ( 1 ) , (5.149) 

I'Рз) = 1 iп,) = ( --~} 
объект со спином-1/2 орие11тирован в одном из трех ншiравлений. симмет
рично распределенных в хz-плоскости. Каждое состояние а priori имеет 
вероятность 1/3. Очевидно, что «сигнальные состояния» АJшсы не ортого~ 
НВJlЬНЫ: 

(5.150) 

Задачей Боба является: выполняя подходящее измерение, как можно 
больше узнать о том, что приготамена Алисой. Матрицей плотности ЮJ

самбля Алисы является 

(5.151) 

энтропия юнорой S(p) = 1. Сждовательно, граница Холево говорю нам, 
что взаимная информщия прнrотовления Аlшсы и результата измерения 

Боба не может превышать одноrо бита. 
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Хотя фактически доступная информация существенно меньше донуе

каемого границей Хоnево одного бита. В этом едучае ансамбль Алисы до
статочно симметричен, поэтому петрудно угадать оптимальное измерение. 

Боб может выбрать ПОЗМ с тремя результатами, где 

а= 1) 2,3; (5.152) 

мы видим, что 

{ 

О, а= Ь, 
p(c.Jb) = ('PьiF.I'Pь) = 1 -J.b 

2' ат . 
(5.153) 

Сдедовате.аьно, результат измерения: а исключает возможность того, что 

Алиса приготовила а., но оставдяет а posteriori равными вероятности 
(р · . 1/2) двух 11руrих состояний. Полученная Бобом информация равна 

1 ~ Н(Х)- H(XJY) -~ log2 3- l = 0,58496. (5.154) 

Чmбы показатt~, что это измерение действите:Iьно оптимально, мы можем 

сослаться па вариант теоремы Дэвиса, которая гарантирует, что оптималь

ная ПОЗМ может быть выбрана с тремя F "' обра.1уюшими, как и три состо
яния входящего а>Iсамfiтя, семейство симметрии третьего норядка. Этот ре
зультат серьезно оrра>~ичивает возможные ПОЗМ, так что мож>IО проверить 

с помощью явных вычислений, что (5.152) оптимальна. Таким образом, мы 
нашли, что доступная информация в а>~самбле Е- {J<p.), Ра = 1/З} равна 

3 
Асс( Е) = log2 2 = 0,58496 .... (5.155) 

Граница Холево не достигается. 

Допустим теперь, что у Алисы достаточно много денег и она может 

позволить себе послать Бобу лва кубита, каждый из которых сноnа извлечен 

из ансамбля [. Ее естественным решением будет приготовить для этою 
одно из девяти состояний 

а,Ь = 1, 2:3, (5.156) 

с вероятностью Раь = 1/9 каждое. Тоща наилучшая стратегия Боба, даю
щая, как и раньше, взаимпую информацию 0,58496 битов на один куби-r; 
сосшит п выпшшении ПОЗМ (5.152) на каждом из двух кубитов. 
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Но Алиса и Боб намерены пОС'!)'НИТЬ лyчiiJe. После обсуждения про

блемы с А. Пересом и В. Вутерсом они выбирают другую стратегию. Алиса 

приготовит одно и-1 трех двухкубитовых сос-rояний 

а= 1, 2, ~i, (5. 1 57) 

каждое из которых появляе-rся с априорной вероятностью Ра 1/З. Рас
сматриваемый как один кубит, выбор Алисы управляется ансамблем Е, 
но теперь меж,'!)' ее двумя кубитами имеется (классическая) корреляция -
оба они приготовдены одним способом. 

Три вектора /Ф ") лиiiейно независимы н, с.~едоватсльпо, образуют ли
нейную оболочку трехмерного подпрос-rранства четырехмерного гильбср
това пространства двух кубитов. В домашнем упражнении вы покажстс, 

что матрица шютности 

' 
р ~ ~ L IФа)(Фаl 

а=1 

(5. 1 58) 

имеет непулсвые собственные значения 1/2, 1/4 и 1/4, так что 

S(p) = _!logl-2 (!logl) = ~ 
2 2 4 4 2" 

(5.159) 

Граница Холсво требуе-r, чтобы до стунная информация на одии кубит была 
меньше, чем 3/1 бита. По крайней мере это согласуется с тем. что можно 
прсазойtн ее значение 0,58496 на один кубит, достигнутое в методе девяти 
состояний. 

На первьrй взгляд, может nоказаться, что АJшса не в состоянии пе

редать такое количество классической информации Бобу, ec;rn она решает 
пос;тать ОiЩО из всего лишь трех, вместо девяти, возможных сос·юяний. Од

нако после некоторых размышлсни:й этот вывод становится не очсви;(ным. 

Действительно. Алиса имеет меньший выбор сигналов, но эти сигпа.,1JЫ бо

лее различи..,ы; вместо (5. 150) мы имеем 

а j. Ь. (5.160) 

Бобу следует исподьзовать З'!)' улучшенную различимость при выборе сво

его и.змсрения. В частности, он найдет более вьп'Одным выпшшить коллек
пшвиое измерение двух кубитов вместо измерения их по одному. 

Теперь уже не очевидно, каким будет онтимальное И.'1мсрение Боба. 
Но он может привлечь обп.J.ую процедуру, которая, хотя и не обязатель

но оптимшrьна, но по крайней мере обычно достаточно хороша. Назовем 
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построенную с tтомощью этой процедуры ПОЗМ «)l;остаrочно хорошим из

мерением» (и.1и ДХИ). 

Рассмотрим нскоmрый набор векторов IФ al• коюрые не предполага
ются ортогона.гiьны\ш wm нормированными. Мы хотим прилумать ПОЭМ, 
которая может достаточно хорошо разJШчать эти векторы. Прежде всеrо. 

построим 

(5.161) 
а 

Это _положительный оператор в подпространстве. натянутом на векто

ры IФ а}. Следовательно, в эmм подпространстве он имеет обратный опе
раmр G _,, а обратный операrор имеет положите.1Ьный квадратный ко
рень G -l/2 Теперь мы определяем 

(5.162) 

и видим, что в .сrинсйной оболочке векторои IФ ,:) 

~Fa = с- 112 
( ~ 1Фа}(Ф"1) с- 112 ~ 

= G -l/ZcG-'12 = l. (5.163) 

Если необходимо. мы можем присоединить к этим F а еще один положи
тельный оператор, проектор F 0 на ортогона.п:ьное дшюднение рассматрива

емого подпространства и таким образом построить ПОЗМ. Она представ
ляет собой ДХИ, связанное с данным набором векторов IФ а). 

В частном случае, когда векторы 1Ф а) ортагональны 

(5.164) 

(где IФ al ортонормиропаны), мы имеем 

а,Ь,с 

~ IФJ(Фal, (5.165) 

то есть идеа..'IЬно различающее векторы /Фа) ортогона.а:ьное и. следователь
но, оптимальное измерение. Rсли векторы IФ n.) mшейно псзанисимы. но 
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не ортогональны, то ДХИ снова является ортогональным измерением (nо

скольку n одномерных операторов в п-мерном nространстве мoryt· обра
зовать ПОЭМ, если юлько они взаимно орюгональны), но в эюм случае 
к'lмерснис может оказаться не оптимальным. 

В домашней работе вы пос1роите ДХИ для векгоров IФ.) из (5.157) 
и покажете, что 

P(aia) = (Ф.IFиiФа) = ~ (1 + ~) 
2 

= 0,971405, 

р(Ь/а) = (ФаiFьiФ.) = t (1- ~) 
2 

= 0,0142977 

(при Ь f а). Отсю11а следует, что условная энтропия входа 

Н(Х/У) о• 0,215893, 

(5.166) 

(5.\67) 

а поскольку Н(Х) = log2 3 = 1,58196, то приобретаемая информщия 

I -_ EI(X)- Н(Х/У) = 1,:!6907, (5.168) 

взаимная информация равна 0,684535 битов на один кубит. Таким обра
зом, уJlучшенная различимость сигналов А.1исы действительно оправдала 
себя- мы превзошли 0,58496 битов, которые можно было извлечь из одно
го кубита. Мы все еще не достигли границы Холево (I < 1,3 в этом случае), 
хотя н подошлн к ней несколько бдиже, чем раньше. 

Этот пример, впервые описанный Пересом и Вутерсом, преподносит 

несколько rюлсзных уроков. Во-первых, А."'Iиса в состоянии послать Бо

бу большее КОJшчсство информации, <<сократив>> свой набор КО!1Овых слов. 
Ей лучше сделать выбор из меньшего количества более различимых сигна
лов, чем и3 бшJьшсrо количества менее различимых сигна.аов. Алфавит из 
трех букв колирует бодьше, чем алфавит из девяти букв. 

Во-вторых, Боб сnособен считать больше информации, если он вы

полняет кшmективное измерение. вместо измерения каждого кубита по от

деi!Ьносm. Его оптимальное ортогональное измерение nроецирует сигнал 

Алисы на базис запутанных состояний. 

Описанное здесr, ДХИ <<опmмально» в том смысдс, что оно 11ает наи

большее приобретение информации но сравнению с любым ювестным из

мерением. Скорее всего это действительно максимальное значение I. кото
рое может быть дОСТИПJУТО при любом измерении, но я не доказал :этого. 
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5.4.3. Достиж:имосt·ь границы Холево: чистые состояния 

Усвоив эти уроки, мы можем показать, что д.;'IЯ заданного ансамбля 

чистых состояний можно построить п-буквенные кодовые слова, которые 

асимптотически достигают доступной miформации S(p) на одну букву. 
Мы должiJы выбрать код, ансамбль кодовых слов, которые может при

готовить Алиса, и <<декодирующую набmодаемую» -ПОЭМ, которую будет 

исnо.1ьзовать Боб, nытаясь ра.'lЛИЧИТЬ кодовые слова. Наша З(Щача состоит 
в том, чтобы показать, что Алиса может выбрать 2n(S --О) таких кодовых 
слов, что с пренебрежимо малой вероятностью ошибки при n --> оо Боб 

может определить, какое из них бьmо послано. Мьi не будем вникать во все 

детали доказательства, а удовольствуемся пониманием того, почему этот 

результат весьма правдонодобен. 

Конечно, главной идеей яв.;JЯется привлечение случайного кодирова

ния. Алиса выбирает произведение сигнальных состояний 

(5.1 б9) 

случайным обра.,ом ювлекая каждую букву из ансамбдя Е= {I'Px), Рх}. 
Как мы видели, для типичного кода каждое типичное кодовое слово имеет 

большое перекрытне с типичным поднространством А (n), рюмерпость ко
торого dimA (п) > zn[S(p)-oJ. Более того, ДJ!Я тнпичного кода управляющий 
каждой буквой часnшй ансамбль близок к Е. 

Поскольку при больших n типичное нодпрос·rрапство очень веШfко, 
Алиса может выбрать много ющовых слов, тем не менее оставаясь уве

ренной в rом, что характерное перекрытис двух тиnичных кодовых слов 

очень мало. С эвристической rочки зрения типичные кодовые слова слу

чайным образом распределены в типичном подпространствс, а в среднем 

два случайных единичных вектора в пространстве рвзмерностн D имеют 
перскрытие 1/ D. Следовательно, если !и) и !w)- два кодовых слова, то 

(l(иlw)l 2 )л < z-n(S-oJ. (5.170) 

Здесь (.)л обозначает среднее по случайным типичным кодовым словам. 
Вы можете убедиться в том, что типичные кодовые слова действи

тельно однородно распределены н. типичном подпространстве, как видно 

из дальнейшего: усредневное по ансамб..'!ю перскрытие случайных кодовых 

слов I'Рт,) .. . l'f'x) и i'Pv,) . ·I'Py.) равно 

= L.'>x," Рх.,Ру," Pyjl('fx, \'Ру,)\ 2 " ·I('PxJ'PyJ\2
) = 

=tr(pg ... e;p) 2 
(5.171) 
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Теперь предположим, что мы оrрапичшш след типичным подпространм 

ством Л (п); э-ю прос1ранство нмеет размерность diшЛ (n) < 2п(SЧ), а соб
ственные значения сужения операюра p(n) ~ р@ ... @ р в подпрос1ран
ство Л (n) удовлетворянл неравенству Л < 2-n(S-J). Следонателно: 

(5.172) 

где t.r_1 обозначает след по типичному по~lпространству. 
Теперь предположим, что выбрано 2n(S-&) С~I)'Чайных кодовых слов 

{iui) }. Toma если iu1) - произвольное фиксированное кодовое с;юво, то 

2)(u;/u)/2) < 2n(S-J)2- n(S-J') = Tn(J-6') +<: 

i#j 

(5.173) 

здесь суммированис ведется по всем кодовым словам, а усреднение больше 

не ограничивается типичными кол:овыми словами F в правой части возни

кает от атиnичного случая. Теперь при любом фиксированном 8 и при до
статочно большом n мь1 можем выбрать б1 и с настолько ма.i1ыми, насколько 

нам зто нужно; таким образом, при усре,1нснии но KO,J.aM и кодовым с.:~овам 
Rнуiри кода последние становятся хорошо различимыми при n __._.._.. оо. 

Теперь при.зовем на помощь несколько стшщартных «шеннонизмов,>: 

так как уравнение (5.173) снравед."'IИВО в среднем по ко~tам, ·m оно спра
ведливо и для векоторого частного 1<011.а. [Более того, поско."JЬку почти все 

КОJ'Ы обладают тем свойством, что чаС111ыЙ (мар•·ина.льный) ансамбль каж
дой буквы близок к [, то существует код с таким свойством, удов.п.етворя
ющий (5.173).] Теперь уравнение (5.173) справедливо, если мы усредняем 
по частному кодовому сдову iu1). Но, отбрасывая не больше нолонины ко
довых слов, можно быть увереннЫми и том, что любое и кажll,ос кодовое 

слово хорошо от:шчимо от всех остальных. 

Итак, Алиса может выбрать 2n(S-b) хорошо разJШЧимых кодовых с::~о.в, 
которые становятся взаимно ортогона.:rьными в пределе -n---+ оо. При конеч
ном n Боб может выполнить ДХИ, :которое стремится к оптима.1Ьному ор
тогональному измерению при n ---+ оо. Следовательно, отнесенная к одной 

букве доступная информация 

(5.174) 

достижима. где f(n) обозначает ансамбль п-буквспных коцовых с~юп А:ш
еы. 
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Конечно, при любом конечном п ПОЗМ Боба б~ет прсдстав.LЯть собой 
сложное ко.исктинное измерение, выпо.-тняемое на исех n буквах. Чтобы 
дать настоящее доказательство достижимости, необходимо тщате.'IЬно про

анализировать ПОЗМ и пределы пероятиости ее ошибки. Эm бьыо выпол

нено Хаус;Iсйденом и др1 • Принелеиное здесь доказательстно на пальцах, 
по крайней мере, показывает, почему их вывод не удивитс:rеп. 

Из tрапицы Холево и субаддитивности энтроnии с~tс.цуст также, чrо 

отнесенная к одной букве дос·rунная информация асимптотически не может 
nревзойти S(p ). Граница Холево утверждает, чш 

(5.175) 

где p(n) обозначает ~атрицу плотности кодовых C.IIOB, а субащщтивность 
энтропии предполагает, что 

n 

sc-(n)) ,< "\' '>(- ·) Р ---::L_..• Pt, (5.176) 
i=1 

где р1 - пpиnCrlei-IНaя матрица uлоnюсти i-ой буквы. А так как каждая pi 
асимптотичсски стремится к р, то 

(5.177) 

Чтобы по:~учить это ограничение, мы не дела.ilИ 1шкаких предположений от

носите.tьно кода, за исключением того, чrо частный ансамбль каждой буквы 

асимптотичсски стремится к Е. В частности, это ограничение справеДJШво, 

даже если кодовые слова яRЛЯются не сепарабельными, а запуганными со

стояниями. Таким образом, мы пока.1али, что S(p) яв.ояется оптимальной 
доступной информацией на одну букву. 

Можно определить разновидность емкости канала связи, связанной 

с конкретным а..-1фавитом чистых квантовых состояний, {<емкость д.:LЯ за

данпого а.1фавитю>. Предположим, что Алиса обеспечена источником кван

товых состояний. Она может создать тобое из состояний I'Px), но выбор 
априорных вероятностей этих состояний зависит от нес. Емкос1ъ ддя задан

ного алфавита С 1" представляет собой максимальную 1\ОС"I)'lШую информа
цию на одну букву, которой она может достичь при наилучшем nо.з"tожном 

1 Р. Hausladen, R. Joz!\a, Н. Scbumacher, М. Westmoreland and W. К. Wooter:s. Classical 
information capacity of а quantum channcl. Phys. Rev. А 54 (1996) 1869-1876. [См. также 

А. С. Холево. Вве.детrе в 1<вантовую теорию ииформацuи. МЦНМО, М.: 2002. Прим. pei1.] 
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распределении {Рх}. Мы напши, что 

с1 = maxS(p). 
о {р.) 

(5.178) 

с1" представляет собой оптимальное количество классических битов, кото
рое можно (асимптотически) закодировать в одной букве данного конкрет

ного алфавита квантовых состояний из источника. 

5.4А. Достижимость границы Холево: смешанные сос'fояния 

Теперь мы хотели бы распространить предыдущие рассуждения на бо
лее общий случай. Будем рассматривать п-буквенные сообщения, в кото

рых частным ансамблем для каждой буквы является ансамб.1ь смеи.шнных 
состояний 

(5. 1 79) 

Мы xoruм показать, чrо в расчете юt одну букву ( асимптотически 
при n ~ оо) можно пересдать х( l') битов кдасснческой информации. Вновr. 
нашей задачей является: (1) конкретизировать кол, которым могут нодь
зоватъся Алиса и Боб, ансамбль котор01о (по крайней мере асимптотнче

ски) буква за буквой создает ансамб;ть l'; (2) конкрстизироватr. декодиру
ющую наблюдаемую Боба, ПОЗМ, которую он будет использовать, пыта

ясь ра_'tШIЧить кодовые слова; (3) показать, чrо при n --} оо вероятность 
ошибки Боба стремится к нулю. Как и при обсуждении случая чистых со

стояний, я не буду здесь представлять поmюе доказательство (см. Холе

во', а также Шумахер и Вестморленд2 ). Вместо этого я предложу вашему 
внимаю-по арrументы (даже с большим, чем ранее, количеством объясне
ний на nальцах, если такое возмоЖно), показывающие, чrо их вывод ра
зумен. 

Как обычно, мы будем демонстрировать достижимость с гюмощью ме
тода случайного кодирования. Ажса выбирает кодовые слова из смешан

ных состояний, каждая буква которых извлекается из ансамбля Е. То есть 
кодовое слово 

(5.180) 

1 А. S. HoleYo. The Capacity of the Quantum Channel with General Signal States. IEEE Тrащ. 
lnf Тheory, 44 (1998) 269-273; quaлt-ph/9611023. 

2_н_ Schurnacher and М. D. Westmoreland. Sending C\assical Infom1ation Via Noisy Quantнm 
Channels. Pl1ys. Rev. А 56 {1997) 131-138. [На русском язbllre доказательство теоремы Холево
Шумахера-Вестморленда CXllill) можно найти в книге М. Нильсен, И. Чанг, Кваитовые вы
числеиия и квантовая и11формация, М.: Мир, 2006. - Прим. ред.] 
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выбирается с вероятностью Рх Рх · · · Рх . Идея в том, что каждо. е типич-
' 2 n 

ное кодовое слово может рассматриваться как ансамбль чистых состояний, 

почти все носители которого находятся в определенном типичном подпро

странстве. Если перекрытия типичных подпространств различных ЮJдовых 

слов малы. то1да Боб будет в состоянии выполнить ПОЗМ, которая с малой 
вероятностью ошибки идентифицирует характеристику типичного IЮ!ПI]JО

странстиа сообщения А11ИСЫ. 

Какова размерность типичншо подnространства типичного кодового 

слова? Если '><Ы усредняем по кодовь>м словам, то средняя энтропия КDдо

вого сло•а раRна 

(5.181) 

Используя аддитивность зптропии произве~ения состояний и LPx = 1, 

мы поаучаем 

(5.182) 

При больших n энтропия ЮJдового слова с бош,шой вероятностью блюка 
к ее среднему значению, более того, велика вероятность rого, что собствен
ные значения Рх ® · · · ® Рх б:шзки к 2·-niS). Другими СJ·ювами, типичное 

' n 
кодовое слово Рх 1 ® · · · ® Рх,.. имеет носитеш» в типичном подпространстве 
размерности 2ro(S). 

Это утверждение является блюким аналогом выска1ывания (ключе

вого в доказательстве теоремы Шеююна о кодировании для канала связи 

с шумом) о том, что если через классический канал связи с шумом послано 

типичное сообщение, то количество типичных сообщений, которые могут 
быть попучены, равно 2nH(Y;X) 

Даже доказательство снедует знаЮJмым путем. 1\i!я каждого тинич

воrо сообщения х 1 х2 ... xn Боб может построить «декодирующее подпро
странство» размерности 2n({S)+J) с уверенностью, что почти все носители 
сообщения Алисы принадлежат этому подпространству. Его ПОЗМ будет 
предназначена для определения, в каком декодирующем подпространстве 

находится сообщение Алисы. Ошибки 1\еКDдирования булут маловероятны, 

если ма.пы перекрытня типичных деКDдирующих подпространств. 

Несмотря на то, что на самом деле Боба интересует тольЮJ оценка 

декодирующего подпространства (и, следовательно, х 1 х2 ... xn), нрсдполu
жим, что он выполняет полное ДХИ, онределяемое всеми векторами, об

разующими линейную оболочку всех типичных поднространстя кодовых 
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с:юв АJшсы. (При бодыних n эrо ДХИ будет стремиться к орrоrонально
му измерению, пока число кодовых сJюв не слишком вс~тико.) Он получает 

конкретный резулыат, который, вероятно, находится R тиничном подnро

странстве размерности 2nS(p), определяемом источником р ® р ® · ·. 0 р. 
Более тоrо, этот результат, вероятно, находится в декодирующем подпро

С1рапствс сообщения, которое Алиса на самом деле носJiала. Поскольку 

резуш;гаты измерения Боба однородно распределены в нрострапствс раз

мерности znS, а ансамбль ЧИСТЫХ СОСТОЯНИЙ, ОПреДСJIЯСМЫЙ ЧсtСТНЫМ де
КОдируЮЩИМ 1101\ПростраНСТВОМ, ИМССТ размерНОСТЬ zn((S) ,-о), ro среднее 
переiСрытие вектора, определенного резулы<rrом Ьоба, с типичнLiм декоди

рующим лоднространстRОМ равно: 

2n((S)+д) 
--;;-- ~ 2-n(S--(S)-J) ~ 2 n(x ') 

2n8 
(5.183) 

Uсли А."1ИСа выбирает znR кодовых слов, то средняя вероятность ошибки 
декодирования бу11ет 

(5.184) 

Мы можем выбрать R любым, меныпим х, тоrда эта вероятность ошибки 
будет очень мала при n ~ ::ю. 

Эти доводы показывают, что усредненная по Сiтучайным кодам и_ ходо

вым слоnам вероятность ошибки мала. Как обычно, мы выбираем конкрет

ный КО/~ и отбрасываем некоторые КО/(Овыс слона, чтобы получить малую 
вероятность ошибки для каждого кодоRОlО слова. Более юго, конкретный 

код может быть выбран типичным, так чrо частный ансамбль каж.1оrо ко
дового слова стремится к Е при n ____. оо. Мы нриходим к выво;rу-, что отне
сенпая к одной букве дос1упная информация х асимпrотически ;юстижима. 

Ilo своей структуре ЭIО дoiaзare.lЬCTRO близко к ана.;1о1·ичному дока
затсльстnу соответствуюп,ей классической теоремы о кодировании. В част

ности, величипа х здесь играет такую же роль, как [ в теореме Шсннона. 
В то время как 2-ni является вероятностыо того, ч·ю конкретная типич
ная лоследовате.;,ьнос·Iъ ... 1сжнт в определенной сфере деколирования, 2-nx 
представляет собой переiСрытие конкретного типичного состояния с опре

деленным декодирующим 1101\пространством. 

5.4.5. Емкость каnала связи 

Комбинируя rраницу Холево с выво11.ом о том. что достижимы х би
тов на одну букву, можно получить выражение )J.ЛЯ классической емкости 
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квантового канала связи. (Но с предупреждением: мы уверены, ч10 эту «ем

кость» нельзя нревысить, если только мы откюываемся от испо.1Ьзования 

занутанных кодовых слов.) 

А.,1иса 1 отовит п-буквенные сообщения и посьшает их Бобу через кван

товый канал сnязи с шумом, описываемый суперопсратором $. Прс11,поло
жим, что упомянуrый супероператор $ действуст на каждую букпу незави
симо (квантовый канаJI без памяти). Боб выполняет ПОЗМ, которая оnтн

~шзирует по.'I)'Чаемую им информацию относительно того, что приrотовиJ13 

Алиса. 

Фактически окажется, что лучше всего А;шса rотовит сообщения 

из чистых состояний (это следует из субаддитивнuсти энтропии). Если кон

кретная буква принJТоwена как чистое состояние I'Px), то Боб получит 

(5.185) 

А если Л;rиса посЬL>ает чистое состояние I'Px ) · I'P, ), то lioб получи г 
' n 

смешанное состояние Рт ® · · · ® P-r . Таким образом, ансамб.1ь кодоных 
t -- ... 

слов Алисы определяет ансамбТh смешанных состояний f_(n), получаемых 
Бобом. Сiсдовате~ьио, оптимальное ](()Лнчество получаемой Бобом инфор
мации по определению равно Acc(f(n)), что удовлетворяет гранш~е Хо
де:но: 

Acc(i<")) ( x(t<n))_ 

Теперь ансамблем Боба является 

(5.186) 

(5.187) 

где р( т 1 , х2 ) . : .хп) совершенно произвольнос распределение верояmо-
стей кодовых с.:юв А:--шсы. Вычислим х Д!lЯ этого ансамбля. Заметим, -.:по 
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г;~е, например,р1(х1 ) = L p(x1,x2 , ... ,xn) часлrое распределение 
x2, ... ,z,. 

вероятностей для первой буквы. Более того, из субаддитивности энтропии 

мы имеем: 

(5.189) 

где Pi - приведеиная матрица wотности i-ой буквы. Комбинируя (5.188) 
и (5.189), мы находим, что 

(5.190) 

где t, - маргинальный ансамбль, управляющий i-ой буквой, подученной 
Бобом. Перавенство (5.190) примелимо к пюбому ансамб;rю факторизуе
мых сосrояний. 

Теперь i~IЯ канала, описываемого супероператором $, определим ем
кость 1Шиала по отношению к факторизуемым состояниям 

С($)= maxx($(E)). 
Е 

(5.191) 

Следовательно, дпя каждою слагаемого в (5.190) x(t,) ~ С и мы получаем 
-(n\ 

х(Е ·) ~ nC, (5.192) 

где [;(n)- произвопьный ансамбль факторизуемых состояний. В частности, 
из границы Хо;IСВО мы приходим к заюноченлю, чrо количество ПО:"JУЧае

мой Бобом информации ограничено сверху величиной nC. Но мы видели, 
что для любого Е можно аснмптотически достиЧI> х($(Е)) битов на одну 

букву сообщения при правильном выборе кода и декодирующей наблюдае
мой. Следовательно, С представляет собой оптимальное количество биrов 
на одну букву, которое может быть нередаио через канал с шумом с исче

зающе малой верояmостью ошиб]<И при условии, что сообщения, которые 
готовит Алиса, представляют собой факторизуемые состояния. 

Мы оставили открытой возможность того, что емкость относительно 

факторизуемых состояний С($) может быть превышена, если позволить 
Алисе готовить запутштые состояния из ее n букв. Неизвестно (на январь 
1998г.), существуют ли квантовые каналы, более высокая нронускная спо

собность которых может быть достигнута нри использовании запутанных 

сообщений. Это один из многих интересных открытых вопросов теории 

квантовой информации'. 

1 Обзор некоторых результаrов относительно проnускной способности квантового канала 
при исnоJILЗОвании заnуrаниых сообщений см. в книге А. С. Холево, Введеиие в квантовую 

теорию tтформации, МЦНМО, М., (2002). - Лрим. ред. 
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5.5. Плотность запутывания 

Прежде чем завершить наш обзор теории квантовой информаиии, об
ратимся к еще одной теме, в которой цеюральную роль играет эюропия 

фон Неймани: количественное онрепеление запутывания. 
Рассмотрим два бинарных чистых сос·шяния. Одно из них - .макси

Ашльно запутанное состоюше двух кубитов 

IФ+) = -
1 (IOO) + 111)). 

v'2 
Друl'Ое - частич11о запутаннос состояние двух кутритов 

Какое из них более запутано? 

(5.193) 

(5.194) 

Нспосредстнснно не нилно. что ответ на этот вопрос имеет глубокий 

смысл. Почему можно найти однозначный способ упорядочения всего кон

тинуума бинарных состояний в соответствии со степепью их запутывания? 
Можем ли мы сравнивать пару кубитов с парой кутритов иным способом, 

нежсJШ яблоко с апельсипом? 

Определяющим свойством заJJУlъrвания является то, что оно не мо

жет быть создано локальными операциями. В частности, если Алиса и Боб 
делят бинарное чистое состояние, то они не могут увеличить его число 

Шмидта никакими докальными операциями - никаким унитарным прсоб

ра..1ованием JL1И ПОЗМ, выполняемыми .АJJисой ИJШ Бобом~ ;{аже есJШ они 

обмениваются классическими сообщениями о своих действиях и резуль
татах измерений. Таким обра.1ом, число, используемое для количествено

го определения запутывания, должно обладать тем свойством, что локаль· 

ные операции его не увеличивают. Очевидным кандидаmм является число 
lllмидта, но после некоторого размышления оно уже не кажется достаточно 

удовлетноритеJiьным. Рассмотрим состояние 

(5.195) 

имеющее число Шмидта, равное трем при любом lol > О. Можем ли мы 
на самом деле сказать, что IФJ <<более запутано», чем IФ+)? В конце кон
цов, запутывание может рассматриваться как ресурс - мы можем Imани

ронать исполыовать ero, например, для тслепортации. Кажется очевидным, 
что IФ,) (при lc:l « 1) менее I\енный, чем IФ+), ресурс. 
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Тем не менее оказывается, что существует естественный и разумный 

способ количсственноJ·о описания запутывания пюбоrо бинарного ч:истоrо 
состояния. Чтобы еравпить два состояния, вмполним :юка.пьные операц.ии, 

чтобы обменять их запутывание на тот «ВЗ.i1Ютный зталон», который можно 

сравнивать непосредственно. Таким (<ва.:nотным зта.rюном>) является макси

малыш заnутанное состояние. 

Точное утверждение о взаимозаменяемости (посредством локальных 

операций) различных форм запутывания неизбежно бУJ"'еТ aci.L11nmomuчe

cк"UМ. То есть д.r•я тот чтобы дать точное количественное описание за

путывания конкретного бинарного чистого состояния )?,Ь) AR• представим, 
что мы хотим приготовить n идентичных коnий этого состояния. В нашем 
распоряжении ииеется большой запас максимально запутанных пар Бешш, 

по;(еленных между Алисой и IJобом. Они лолжны использовать k пар Белла 

(IФ) Ав) k и с помощью лока.Jгьньiх операций и к:шсснческих средств связи 
приготовить n копий требуемого состояния ([Ф)лп)п Чему равно мини
мальное число kmin пар Бе.Jiла, необходимое для решения зтой задачи? 

А теперь предположим, что n копий [·Ф) АВ уже приготовлсны. Али
са и Боб должны выполнить локальные операции, которые преобразуют 

зануrывание (111> ыJ) n назад к стандартной форме; то есть они долж-
k' 

ны извлеqь k' пар Бешы (IФ) AD) . Чему равно макси>.1аньпос количе-
ство k:Uax пар Белла, которые могут быть выделены (лока.ты1ым образом) 
ИЗ ([1/J) AlJ) "? 

Носкольку невозможность порождени.я запутьшания с помощью ло
кальных операций является нерушимым принципом, то несомненно, что 

(5, 196) 

Однако можно показать, что 

(5.197) 

В .1том смысле локальное преобразование n копий бинарного чисrоtо со
стояния I'Ф) АВ в k' запуганных пар яв.:!Яется асимrпотически oбpamuJ.tЬLH 
процессом. Так как n копий \Ф) АВ можно заменить k парами Бешrа и наобо-

рот, то отсюда следует; что ~ пар Бс.'uш однозначно характеризуют степень 
запутывания, переносимого состоянием 1111) АЯ· Будем называл~ отноше
ние k/n (н нре;{еле n--)> оо) запутыванием Е состояния IW>лв· Величина 
ТiJ измеряе·1; какие требуются затраты (1\ 1rapax Бешrа), чтобы созщrrъ [1/1) AR• 
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а также значение 1'1') АВ как ресурса (то есть коничестно кубитов, которые 
можно тененортироватъ с помощью 17/J} м3 ). 

Чему равно Е дпя данного конкретного чистого состояния lv'} .18? Мо
жете ли вы угад.ать ответ? Этu 

(5.198) 

запутывание является энтропией фон Неймана матрицы rurотности АJIИ

сы Рл (юн матрицы ILlОтности Боба р8 ). J11), очевидно, правильный от
вет в том случае, когда I·Ф)лв является произведением k пар Бешiа. В этом 

случае Рл (или р8 ) равна ~1 дпя каждого имеющегося в распоряжении 
Алисы кубита 

11.11 11 
РА -- (6)- ~ ... ®-2 2 ~ 2 (5. 1 99) 

и 

S(p 4 ) = kS (!1) = k. (5.200) 

Теперь нужно понять, почему Е = S(p л) яв;urется правильным ответом 
дпя ,1юбого бинарного чисто10 состояния. 

Нрежде -всего, мы хотим показап., что если Ллиса и Боб ,~елят k = 
- n[S(pл) + Jlнap Белла, то они могут (с помощью локальных операций) 

с высокой точностью воспроизведения Llрипновить (!Ф) АВ) n. Они могут 
решить :ну задачу, комбинируя квантовую телепортацию со сжатием Шу
махера. Во-первых, локальным образом манипулируя находящейся в ее рас

поряжении бинарной системой АС, Алиса конструируст состояние lv'} АС 
(n его копий). Таким образом, состояние системы С можно рассмюривать 
как чистое сосrояние, извдеченное и..1 ансамбля, описываемого матрицей 

плотности р0 , где S(Pc) = S(рл). Затем А.шса вьшолняет сжатие Шу
махера над ее n копиями С, сохраняя хорошую точность воспроизведения, 
несмотря на то, что типичные состояния из СНе )n сжимаются в простран
ство н<;) с 

(5.201) 

Теперь Алиса и Боб могут использовать n[S(p л) J] поделенных между 
ними нар Бешш, чтобы телепортировать сжатое состоя1ше из пространства 

Алисы (Hc)n в пространство Боба ('H8 )n. Телепортация, которая в прин
циле имеет идеа."lьную 1uчность воспроизведения, требует только локаль

ных операций и классических средств связи, если Алиса и Боб делят необ
ходимое коJmчество пар Белла. Наконец, Боб развертывает (11Скомпрсссвя 
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Шумахера) получеююе им состояние; тогда Алиса и Боб делят (/w) Ав)" 
(со сколь угодно высокой точностью воспроизведения при n ___, оо ). 

Предnоложим теперь, что Алиса и Боб приготовили сос1uяние (/."&)Ав)" 
Так как /Ф) АВ• вообще говоря, частичио запутанное состояние, ю поделен
ное между ними запутывание нахопится в разбавnенном ниде. Алиса и Ьоб 

хотят концеитрировать поделенное межл;у ними запутывание, сжимая его 

до минима;"Iьно возможнот-о гильбертона простравства; то есть они хотят 

конвертировать его в максимально запутанные пары. Мы покажем, что 

с высокой вероятностыо успеха А..'!иса и Боб моrут «вьшаритr,» из (/'Ф) Ав) n 

как мин:имум 

(5.202) 

пар Бема. 

Поскольку мы знаем, что Алиса и Боб не могут локальным образом 
перождать запутывание, то они не могут с помощью локальных операций 

превратить k пар Белла в k' > k пар, по крайней мере не с высокими 
точностью паспроизведения и пероятностъю успеха. Тогда отсюда следует, 

что nS(p л) является мини:маш.ным ко;rичеством пар Бе;~ла, необходимым 
для создания n копий /Ф) АВ• и чю nS(p А) ~ максимальное количество 
пар Белла, которое может быть извлечено из n копий /'Ф) ,18 . Если бы мы 
могли более оффектнвпо создавать /Ф) Ан из пар Бема или более •ФФектив
но извлекать nары БеJша из jф) АВ• тогда у Алисы и Боба был бы способ, 
которым они увеличИJПf бы свой запас пар Бсдла с помощью локальных 
операций, что, как известно. невозможно. Следовательно. ecJrn: мы можем 
найти способ выделить k' = njS(pл)- J] пар Бема из n копий /v)лв• 
то мы знаем, что Е= S(p А). 

Чтобы прошыюстрировать плотность запутывания, представим, что 
Алиса и Боб имеют n копий частично запутанного чистого состояния двух 
кубитов: 

/Ф(О))лв =cosO/OO)+sin0/11). (5.203) 

(Подобным образом можно записать любое бинарное чистое состояние, ес
ли выбрать базис Шмидта и подходящее соглашение относительно фазы.) 
То есть Алиса и Боб делят состояние 

(/'Ф(О))лв)n = ( cos0/00) + sinO/Щ)n. (5.204) 

Пус1Ъ теперь Алиса (или Боб) выполняет лоющьное иреобразование ее 

(его) n кубитов. Алиса измеряет вдоль оси z полный спин ее n кубитов 

n 
(Тtota] - ~ ui 
З,А - L.....t З,А · 

·i=l 

(5.205) 
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Главной чертой зтого измерения имяется его «грубость». HaбJIIQllae

мaя и1о~аi является сильно вырождеююй. Алиса проецирует состояние ее n 
спивав' на одно из больших собственных пространств зтой наблюдаемой. 
Она не измеряет спин каждого кубита~ фактически она старается не полу
чить никакой другой информации, кроме значения u~~1al, или, что эквива
лентно, количества ориентированных «вверХ)> спинов. 

ЕсJш мы разложим (5.204}, 100 получим всего 2" слагаемых. Среди 
них -- ( ;~) слагаемых, в которых ровно m из имеющихся у Алисы куби
тон имеют значение + 1. Каждое из зтих слагаемых содержит коэффициент 
(С(" B)n-m (sin е)т. Таким образом, вероятность того, что измерение Алисы 
обнаружит т направленных «вверх» спинов, равна 

(5.206) 

Более того, если она получила этот результат, то ее измерение приготови

ло равнавзвешенную суперпозицию всех (;) состояний, имеющих rn ори
ентированных «Вверх» спинов. (Конечно, поскольку спины Алисы и Боба 

идеально скорроill!JЮваны, то если бы Боб измерил о-~~1·1 , то он получил 
бы точно такой же, как и Алиса, результат. А~ыернативно о своем резуль

тате Алиса моша бы доложить Бобу в классическом сообщении и тем са

мым избавить его от хлопот выполнять измерение самому.) Нсзависимо от 
результата измерения Алиса и Боб теперь делят новое состояние IФ') л в, 
в котором все венулевые собственные значения рА_ (и Р'в) равны. 

При большом n распределение вероятностей Р( m) в (5.206) имеет рез
кий ПИК- ВСJЮЯТНОСТЬ бЛИЗКа К СДИНИЦе, КОГда mjn блИЗКО К sin2 8 И 

(5.207) 

где Н (р) = -р log р - ( 1 - р) log( 1 - р) - функция энтропии. То есть с ве

роятностью, большей чем 1 -Е, поделенное теперь между Алисой и Бобом 
запутанное состояние имеет число Шмидта ( ~.), удовлетворяющее 

(5208) 

Теперь kшса и Боб хотят превратить поделенное ими запу[ывание 

в стандартную пару Белла IФ+). Это было бы просто, если бы чисJЮ Шмид
та их максима.1ьно запутанного состояния оказалось степенью двойки. То
гда Алиса и Боб могли бы выполнить унитарное преобразованне, которое 
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персвело бы 2k -мерный носитс.'IЬ его/ее матрицы плотности в гильбертоно 
пространство k кубитоn, а затем они могли бы oropocиn, остаnж их куби
юн. Тоr;щ ос·гавленные ими k пар были бы максима:тьно запутанными. 

Конечно, ( ~) не обязано бьпъ близким к степени двух. Но если Алиса 
и Боб раздслИJШ множество парrnй из n копий частично запутанного состо
яния. то они моrут концентрировать запутывание в каж;Фй партии. После 
такой обработки 1! партий они получат максимально запутанное состояние 
с числом Шмидта 

(5.209) 

где каждое m., как правило, близко к nsin2 8. Для moбOio с > О найдет
ся некоторое 1! такое, чm это число Illмидта в мнечном счете окажется 
близким к степени двух 

(5.210) 

При .зтих ус.;ювиях Алиса и..1И Боб могут выполнить измерение. которое 

пытается проецировать носитепь ра1мсрности z>, ( 1 + о) е1 о/ее матрицы 
плотности иа подnространство размерности zk,' достигая цели с веро
ятностью 1 - t:. Затедt они переводят носите!!ь в гильбертоно простран
ство k, кубитов и оrорасьшают остаток их кубиюв. Обычно k, близко 
к nt H(sin2 е), так ЧТО с близкой к единице вероятностью успеха .ОНИ вы
делят около H(siп2 О) максимадьно запутанных пар из каждого частично 
запутанного состояния. 

Конечно. несмотря на то, чrо количество ориснпqюванных вверх спи

нов, которые Лс<иса (или Боб) находит в своем измерении, обычно б;JИЗКО 

к nsin2 О, оно может флукrуиро~ать около этою значения. Иногда, если 
пове1ет, они смОiут выделюъ бо;Iьше, чем H(sin2 0), пар БeJL1a на 01\Ry 

копию I'Ф( В)) л в. Но всроялюсть такого существенно лучшею результата 
препебрежимо ма.:-ш при n --+ со. 

Эти рассуждения легко распро("--граняются на бинарные чистые сосiu

яния в более широких гильберrовых пространствах. Бинарное чистое со

стояние с числом Шмидта s может быть представлено в базисе IПмидта 
как 

(5.211) 

Тоща Алиса (шrn Боб) может измерить по.1ное число векторов 11), нолнос 
число векторов 12) и так далее в имеющемся в ее (em) распоряжении со
стоянии ( lt') л в)". Ес:rи она (он) находит m 1 векторов 11 ), m 2 векюров 12) 
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и т. д., тогда ее (e1u) измерение готовит максимально .запутанное состояние 
с числом Шмидта 

При бот.ших т Алиса обычно будет находить 

m, ~ ja,j2 n 

и, следоватеш.но, 

где 

(5.212) 

(5.213) 

(5.214) 

(5.215) 

Таким образом, из n копий состояния \1f) АВ асимптотичсски при n _____". оо 
может быть выделено близкое к S(pA) количество пар Беmш. 

5.5.1. Запутывание смешанного состояния 

Мы наШJШ хорошо мотивированный и однозначный способ коШIЧе

ствснного описания запутывания бинарного чистого состояния 1',1;) АВ: Е = 
= S(рл). где 

(5.216) 

Значительный интерес также представляет количественное описание запу

ТЪiвания бинарного смешанного состояния. К сожалению, запутывание сме

шанного состояния не так хорошо поняrо, как запутывание чистого состо

яния, и является предметом текущих исследований. 

Допустим, что р АВ -- поделенное Алисой и Бобом смешанное состо

яние и что они имеют n идентичных копий этого состояния. Предположим 
также, что, исnоJiьзуя пока.пьные операции и классические средства связи, 

Алиса и Боб могут приготовить (р Ав) n из k пар Белна с асимптотически 
(при n --> оо) хорошей rочностью воспроизведения и вьrсо.rrой вероятно
стью успеха. ОпредеJШм Р -запутывание формирования р АВ как 

F( ) 1
. kmin 

РАЕ = lffi п-· 
п~= 

(5.217) 

Далее, предположим. что Алиса и Боб могут использо11ать ;юка.'IЬные опе
рации и кнассическую связь. чтобы выделить k' нар Белла из n копий р лв· 
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Определим D - :тпутывапие выделения р л в как 

(5.218) 

Для чистых состояний мы напuш V = Е = F. Но ~я смешанных со~ 
стояний явные общие формулы для D или Р нек1вестны. Поскольку запу
тывание не может создаваться локально, мы знаем, что D :::;; F', по (по со
стоянию на январь 1998 г.) не известно, выполняется Jlli равенство D --: 
---::: }'_ Однако имеются сильные подозрения, что ;щя смешанных состоя
ний D < F. Чтобы приготовить смешанное состояние (РАв уп и--1 чистого 

(IФ+)лв лв(Ф+I)k, мы должны пренебречь искоторой квантовой информа
писй. Было бы уi\ИВительно, если бы этот процесс оказался (асимптотичс
ски) обратимым. 

Полезно различать два разных типа запутывания выделения. IJ 1 обо
значает количество пар Белла, которые могут быть выделены, если раз

решена только односторонняя Юiассичсская снязь (например, Алиса мо

жет посылать сообщения Бобу, но не может получать сообщения от 

него). D2 = D обозначает запутывание выделения, ec_;rn классическая связь 
ничем не оrрашrчена. Известно, что для некоторых смешанных состоя

lШЙ 1J 1 < D2 и, следовательно, D 1 < F (тшда как д.ая чистых состоя
ний D 1 = D2 = F). 

Одной из причип интереса к .запутыванию смешанных состояний 
(и, в частности, к D1) явля-ется еп> связь с передачей квантовой инфор

мющи через квантовые каналы с шумом. Если в IШантовом кана..1е снязи, 

описываемом сунероператором $, уровень шума пе слишко.н высок, то мож
но построить п-буквенный блоковый код такой, что квантовая информация 

может быть закодирована, послана через канал ($)n, декодирована и вос
произведена со сколь угодно высокой точностью при n ~ оо. Оптимальное 
кодячество закодированных кубитов на одну букву, которое может быть 

послано чере1 канал, называется емкостью квантовоtо канаJiа С($). Оказы
вается, что С($) может бып. связана с D 1 частного смешанного состояния, 
связанного с каналом, - по мы пока отложим да.пьнейшее обсуждение ем

кости квантового канала. 

5.6. Резюме 

Энтропия Шеинона и сжатие классических данных. Эн.тропия 

Шеинона апс1t"бня Х ~ {х,р(х)} равна Н(Х) = -(logp(x)); она коли
чсственfю определяет сжимаемость юiассической информации. Сообп~ение 
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длиной в n букв, каждая буква которого нсзависимо и:щлекается из Х, 
может бып, сжато до Н ( Х) на одну букву (но не более) и, несмотря на 
это, вес же может бытr.·дскодировано со сколь уrодно высокой точностью 

при п -Jo оо. 

Взаимная информация и емкость классического канала свя1и. Вза

имная информация I(X; У) = Н(Х) t Н(У) - Н(Х, У) код!IЧественно 

определяет, насколько коррелированы ансамбли Х и У; если мы уJНаем 

значение у, то приобретаем (в среднем) I(X;Y) битов информации об х. 
Емкость классического шумящеrо канала связи без uамяти равна С --=

= ПlаХ{р(т)} I(X; У). Это максимальное количество битов на одну букву, 
k"Оторое может быть передано через канал (используя наилучший возмож
ный код) с пренебрсжимо малой вероятностью ошибки nри n ~ оо. 

Энтропия ф011 Неймана, н•• Формация Холево и сжатие квантовых 
данных. Эитропи.я фон Ней .. «аиа матряды мотиости р равна 

S(p) ~ -trplogp, (5.219) 

а информация Халева ансамбля t: ~ {Р"Рх} квантовых состояний равна 

x(t:) ~ S ( ~Р,Рх) - ~p,S(px) (5.220) 

~)нтропия фон Пеймана количественно онре,1,е.'IЯСТ сжимаемость ансамбля 
чистых квантовых состояний. Сообщение щшной в n букв, каждая буква 
которого независи~о извлекается из ансамбля {l~:r) 1 P.z }, может быть сжа
то до S(p) кубитов на одну букву (но не более) и, несм01ря на это, все 
же может быть декоii.ировано со сколь ую;що uысокой точностью носнро

изведения при n .....,. ос. Ес.~и буквы изв..1екаются из ансамб.,ття [ смешанных 
квантовых состояний, то невозможно cжarn:e с высокой точностью воспро

изведения до менее че" x(t:) кубитов на одну буКRу. 
Дос-rупная информация. Доступная информация ансамб.:ш t: кван

товых состояний nреJ~ставляет собой максимальное количество битов ин

формации, котuрое (в срс.L(нем) можно но:тучить о приготовдепии сосrоя

ния с помощt.ю наи~'I)'Чmего возможного измерения. Дос1)'Пная информа

ция не может прсю,Iсить инфор"ацию Холсво ансамбля. Можно построить 
такой п-буквенный код, чm частный анса"бль каждой буквы будет (iтизок 

к t:, а дОС'fУПная информация на одну букву , к х(Е). Емкость квантового 
канала связи $ по отношению к факторизуемым сосmяниям равна 

С($) = m:xx($(t:)). (5.221) 
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Jто максимальное количество классических битов на одну букву, которое 
может быть передано через кван1овый канад с пренсбрежимо ма. .. юй ве
рояrnостью ошибки при n ---+ оо при условии, что каждое кодовое слово 
является тензuрным произведением букв-состояний. 

Плотность запутывания. Запутывание Е бинарнш-о чистого сосrо

яния 11/!)лв равна Е= 8(рл). где Рл ~ tr 8 (11/!)лв лв(ФI). С помощью 
локальных операций и классичесmх средств связи можно пршотовить n 
копий IФ) АВ из пЕ (но не из чутъ меньшего количества) пар Белла, а также 
можно выделить nE (но не больше) пар Белла из n копий IФ) Ав (асимпто
тически при n ......j. оо ). 

5.7. Упражнения 

5.1. Различимость неортогональных состояний. Алиса приготовила один 
кубит в одном из двух (пеортоmнальных) состояний 

( 

cos ~ ) 
lv) = , 

sin iJ_ 
2 

(5,222) 

где О < 8 < 1r. Бобу известно значение е, но он не знает, приготови

ла Алиса lи) юrn lv), и ему нужно выполнить измерение, чтобы как 
можно больше узнать о приготовленном Алисой состоянии. 

Боб рассматривает три возможных измерения. 

а) Ортогональное измерение с 

Е1 = Ju)(uJ, Е2 ~ 1-Ju)(иl. (5.223) 

(В этом случае, ес::tи Боб получит результат 2, то он будет знать, 
что Алиса должна была приготовить lv),) 

Ь) ПОЗМ с тремя исходами 

F1 = A(l-lи)(uJ), F 2 ~ A(l-Jv)(vl), 
F3 = (1- 2A)l + A(lu)(иl + lv)(vl), (5.224) 

где А имеет максимальное совместимое с положитс.1ыюстью F 3 
значение. (В эwм случае Боб однозначно опре11,елит приготов

ленное состояние, если получит результат l ИШl 2, но ничего не 
узнает из результата 3,) 
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с) Ортогонал.ьнос измерение с 

Е1 = Jш)(шJ, Е2 = 1-Jw)(шJ, (5.225) 

где 

Jw)= (cos[H~+~)] )· 
sin[H~+~)] 

(5.226) 

(В этом СJ1учае Е 1 и Е2 представляют собой проекторы на спи
ноные состояния, ориентированные в плоскости ОХ Z нерпен
дикулярно оси, напранленной вдо.1ь биссектрисы угла между 1") 
и Jv).) 

Найдите среднюю информалию I(B), приобретаемую Бобом (взаим
ную информацию между приrотоюенным состоянием и результатом 

измерения) во всех трех С::Iучаях, и изобразите графики всех их, как 

функций О. какое измерение следует выбрать Бобу? 

5.2. Отвосптельнаи энтропии. Относительная энтропия S(p\u) двух мат
rшн nшУпюсти р и и rшределяется соотношением 

S(pju) = tr р( log р -logu). (5.227) 

Покажите, что S(pju) нсотрицате.1Ьна, и выве;цпе некоторые след
ствия зто1u свойства. 

а) Дифференцируемая вещественная функция вещественной перемен

ной называется вогнутой, есJШ для всех х и у 

f(y)- f(x),::; (у -x)f'(x). (5.228) 

По кажите. ч ю ес:ш а и Ь - наб.тюдаемые, а f - вогнутая, то 

tr [J(b)- /(а)] ( tr [(Ь- a)f'(a)] (5.229) 

Ь) Покажите, что f(x) ~ -xlogx яюяется вогнутой функцией при 
х >О. 

с) Используя (а) и (Ь), покажите, что S(p\u) ~ О для ::~юбых двух 
матриц IL""IОТНОСТИ р И О". 

d) Используя нсоiрицате:~ыюсть S(pju), покажите, что если р и>tеет 
носитель .в нространствс размерности D, то 

8(р) ,::; log D. (5230) 
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е) Иснользуя неотрицательность относительной энтропии, докажите 

субаддuтuвность ЭRТJЮПИИ 

(5.231) 

[Указание. Рассмо1рите относительную энтропию РА 0 Рв 

и РАв-J 
f) Используя субад;:~.итивиость, докажите вогнутость энтропии 

(5.232) 

где л, -- вещественные положительные числа, сумма которых рав

на единице. (Указание. Применяте свойство субаддитивности к 

РАв = 2,=-',(Р,)л ® (je,)(e,i)в-] (5.233) 

g) Используя свойство субаддитивности, докюкm'е неравеш:тво тре
угольника (также называемое вераш.:нством Араки - Либа): 

(5.234) 

[Указание. Рассмотрите очищение РА.в: то сеть постройте чистое 

состояние 1>/>)Авс такое, что РАБ= trc (IV>)Aвc лвс\>1>1)- Затем 
nрименяте свойство субаддитинности к Рве-] 

5.3. Монотопиость Лиuдблада- Ульмана. Сошасно теореме, доказанной 

Липдбладом н Ульманом, относительная ЭНТ]ЮПИЯ на Н л 0 Н11 обла
дает свойством, называемым монотоююстью 

(5.235) 

Относительная энтропия двух матриц плотности системы АВ не мо
жет быть меньше, чем редуцированная относителышя энтропия под
системы А. 

а) Используя монотонность Линдблада - Ульмана, докажите свой

ство сильной субаддитивности энТ]Юпии фон Неймана. [Указа

ние. Рассмотрите относительную энтропию Рл ® Ряс и РАвс 
в тройной системе АВС.] 
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Ь) Используя монотонность Линдблада - Ульмана, покажите, что дей
ствие супероператора не может увеличить относительную энтро-

пию, то есть 

S($pl$o-) ( S(pio-), (5.236) 

где $ - пrюизпо.'IЬный супероператор (вnолне положительнос 
отображение). [Указание. Вспомните, что произвольиый сунеро
ператор имеет унитарное лредставление.] 

с) Покажите, что из (Ь) вытекает, что суперонеращр не может увели

чивать информацию Холево ансамбля S ~ {Рх>Рх} смешанных 
состояний: 

х($(Е)) ,;; х(Е), (5.237) 

где 

х(Е) ~ s(LPxPx)- LPxS(p,). (5.238) 

" х 

5.4. ПОЗМ Переса-Вутерса. Рассмотрите источник информации Пере
са-- Вутсрса, описанный в § 5.4.2. Оп приготавливает одно и:J трех со-
стояний 

а--= 1,2, 3, (5.239) 

каждое из которых появляется с априорной вероятностью 1/3, где со
сrоя!lИя I:PJ определены в (5.149). 

а) Выразите матрицу плотности 

Р = ~ L IФа)(Фаl (5.240) 
а 

в базисе Бедла максималъно запутанных состояний {IФ±), IФ+)} 
и вычислите S(p). 

Ь) Д,1Я трех векторов IФJ, а ~ 1, 2, 3 постройте определенное 
в (5. 162) «достаточно хорошее измерение». (Вновь ра.зпожите век
торы IФ а) в базисе Бед.1а.) в этом случае дхи ЯВдЯСТСЯ ортого
нальным ;;змерением. Выразите элементы базиса ДХИ в базисе 

Белл. 

с) Вычис,1ите взаимную информацию результатов ДХИ и пригоrовле

ния сосrояний. 
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Квантовые вычисления 

6.1. Классическне (вы•шслительные) схемы 

ll первой главе бьто введено понятие квантового компьютера. Здесь 
мы более С'IрОГО опредеJШМ модель квантовых вычислений и отмстим ее 
некоторые основные свойства. Но преЖ/\С чем объяснять, что делает кван

товый компьютер~ возможно, с~·,едовало бы наговорить о ·юм, что делает 

классический компьютер. 

6.1.1. УннверсаJII,.ные вентили 

Классический (детерминистский) компьютер вычисляет функции: по 

)щнным n битам на входе оп производит rn би1ов на выхо;tе, которые одно
значно Ollpc;~c;Jeны входом. То есть он находит :шачение 

f: {0,1}" __. {0,1}"' (6.1) 

для опреде:IеннОiо, сос·rоящего из n би1ои, аргумента. Функция, имеющая 
т-битовое значение, зквива.J-тентна т функпиям с О!l.нобитовым значением 
каждая, поэrому вполне можно с~ать, чrо основной за,rщчсй, выпошiяе

мой Iс:rассическим компьютером~ явля.ется вычисление 

f: {0, 1}" ~ {0, 1}. (6.2) 

Петрудно nодсчитать КОJD!Чес·тnо таких фунщий. Су.ществует 2" возмож
ных вхопов, и для каждшо из них имеется два возможных выхода. Итак, 

всего имеется 22
"' функций, переводящих n битов в один. 

Вычисление :Jюбой та:кой функции можно свести к rюследовате:IЬ
ности элементарных логических 011ераций. Ра:ще.:шм во.Dюжные значения 

входа 

(6.3) 
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на множество значений, д.;"IЯ которых f ( х) = 1, и дополнительное ему мно
жество, для которого f(x) =О. Д;rn каждого х(а) такого, что f(x(a)) ~ 1, 
рассмотрим функцию t\•1 такую, что 

Тогда 

f(a)(x) = { 1, х = Х(а), 
О, х # х(а). (64) 

(6.5) 

f - .1огичсское OR (V) всех фуищий j(•) В двоичной арифметике двух
биrовая операция V может быть представлена как 

xVy=x-1-y-x·y; (6.6) 

она имеет значение О, если х и у оба равны нулю, и значение 1 в противном 
случае. 

Рассмотрим вычисление j(a) В том С;lУЧае, когда х(•) = 111 .. 1, 
мы можем зшшсать 

(6.7) 

это логическое AND (Л) всех n битов. В двоичной арифметике AND пред
ставляет собой произведение 

хЛу:.....:х·у. (6.8) 

Для любо1u друl\JЮ х(а) функция f(a) вновь строится как логическое 

~"'D n битов, в котором к каждому равному ну.IЮ х)") предварительно 
при.,.еняется операция ;юшчсскоrо >;ОТ ( •), например: 

(6.9) 

если 

х(а) = 0110 .... (6.10) 

Логическая операция NOT в двоичной арифметике представляется как 

оХ= 1- Х. (6.1 1) 

Мы построили функцию !( х) И'! трех Э:Iементарных ,1огических от

ношений: "'ОТ, A.'-'D, OR. Полученное выражение (6.5) на-'Ьrвается <<дизъ
юшсrивной нормапьной формой» f(x). :Мы такженеявно использовали еще 
одну операцию, СОРУ, преврашающую один бит в два: 

СОРУ : х --> хх. (6.12) 
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Операция СОРУ необходима, поскольку каждая t(•) в разложении f но 
дизъюнктивным нормальным формам требует свою собственную копию х, 
на ко·юрую она будет действовать. 

ФаiсrИЧески мы можем сократить набор элементарных погических от
ношений до меньшего. Определим оперщию NAND («NOT-AND>>) соот
ношением 

(6.13) 

В двоичной арифметике операцией :-IAND служит 

х i у= 1- х. у. (6.14) 

Ес.;1и мы можем выполнять СОРУ, то NAND можно исполь:ювать д.;IЯ вы
нолнення операции NOT: 

х f х о= 1 - х2 =- 1 - х = -.х, (6.15) 

(Иди ec:m мы можем приготовить констан-,у у = 1, тогда х i 1 = 1 - х ~ 
~ ~х.) Аналогично 

(х i у) 1 (х i у)= ~(х 1 у)= 1- (1- х ·у)-~ х ·у= х Л у, (6.16) 

а 

(xj х) 1 (у i у)=(~х) j (~y)=1-(1-x)-(1-y)~x+y-x-y=xVy. (6.17) 

Итак, если мы можем выполнять СОРУ, то NAND вьmолняет AND и OR. 
Таким образом, одного логическоrо отношения NAND вместе с СОРУ до
статочно д;IЯ вычисления любой фунщии f. [Вы можете убедиться в том, 
что возможной альтернативой в вь1боре универсального логическоrо отно

шения яв;IЯется NOR («NOT-OR»): 1 

х 1 у= ~(х Vy) = (~х) Л (~у).) (6.18) 

Если мы можем приготовить пос1оянный бит (х ..::: О или х = l), то ко
личество з:Iементарных операций может быть сокращено с двух до одной. 

Операция NAND/NOT 

(х,у) ~ (1-х,1-х-у) (6.19) 
-----,,-----------

1Обратнм внимание на то, что вторые равенства в (6.13) и (6.18) фШ<тнческн явлкются 
следствиями известною в теории мnож:есm 11ринципа Овойстветюсти: ( 1) Доnолнение IIере
сеqсния равно сумме дополнений и (2) Дополнение суммы равно пересечению дополнений. 
См., иаиример, А.Н. Колмогоров, С.В. Фомин, Эле;иеJ<mЫ теории фующий и фуикционального 
аналюа, М.: Наука, ]976. - Прим. ред. 
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вычисляет NAND (если мы игнорируем первый выхолящнй бит) и спима
ет КОIIИЮ (ес.ж возьмем в качестве второго входящего бита у = 1, а за
тем применим NOT к обоим выходящим битам)'. Таким образом, можно 
ска::~ать, что NAND/NOT яв.:"IЯется униперса.пьным .. югическим вентилем. 
Если в нашем распоряжении имеется запас постоянных битов, а nснтили 
NAND/NOT могут примсшf[ься к тобой выбранной паре вхолящнх битов, 
то мы можем выполнить последоватс;Iьность операпий NAND!NOT д:т вы
числения любой функции f: {0, J }n -> {0, 1} при любом значении входа 
х = х1 х2 •.. Xn. 

Этими соображениями мотивируется модель вычислительной схемы. 
Компьютер имеет несколько основных ком:понснrов, которые могуr вьmол

нять 3лементарные операции с битами ипи парами битов, такие как СОРУ, 

NOT, AND, OR. Он также может гоювить постоянные биты или входящие 
переменньJС биты. Вычисление представляет собой конечную последо
ватсльнос1ь таких операций, схему, tiрименясмую к точно опрс.аелен

ной строке входящих битов2 . Результаrом вычисления ЯfШЯется конечное 
значение всех битов, оставшихся после выпоJШ.ения всех элементарных 
операций. 

То, что для вычис;Iсния любой функции, зависящей от конечного вхо

да, достаточно лишь нескольких элементарных операций, является фунда

ментальным результаюм теории вычислений. Он означает, что с помощыо 

очень простых armaparnыx средств можно выполнять сколь угодно с;юж

ные вычисления. 

До сих пор мы обсужда.;:m вычисления, применяющиеся к частному 

фиксированному входу, но можно рассматривать и семейства схем, дей
ствующих на входы переменной длины. Семейства схем предоставляют 

полезную модель для анализа и классификации сло:ж:ности вычис.пспий, 

кuторая будет естественным образом обобщена, I<Orдa мы обратимся к кван
rовым вычислениям. 

6.1.2. Сложиость схе.\1 

Исследуя сложностr,, мы часш будем интересоваться функпиями с о.1-
ноби1овым выходом f: {O,J}"-> {0,1}. (6.20) 

О такой функцнн f можно ска.~ать, что она кодирует решение <<nроблемы 
ПрИНЯТИЯ решения>> · функция проверяет ВХО;! И Выдает ОТВСТ ДА ИJIИ НПТ. 

1 Можuо предложить более rqюcryю реализацию операции СОРУ пуrем последовательно
ю применении веитиля NЛ,'ID/NOT: {х, О) ~ {!- x,l) ~ (х, 1- {!- х). 1) ~ (х,х).
Лрим. ред. 

2Схемы должны быть апериодическими, н том смысле, •rm полностью .замккуrые цик:IЬI 
в них недопустимы. 
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Часто оказывается, что вопрос, который не хотелось бы формулировать С.JIО
весно как вопрос, имеющий ответ ДА/НЕТ, может быть <<переформу.;шро

ваю> f<ЗК npofi>eмa припятня решения. Например, фувкция, определяющая 

FACTOR!NG-пpoб;~eмy (задача факторюации): 

( х 1 ) се { 1' если целое х имеет делитель, меньший чем у' 
1 'У О в противном случае; (6.21) 

знание f(x, у) ;~_;1я всех у < х зк.вивалентно знанию наименьшего нетри
виалыюго множите.nя х. Друтим важным примером проблемы припятня 
решения служит НАМILТОN!АN-проблема (задача нахождения гамильто

нова обхода): рассмотрим !-вершинный граф, предстаменный f х €-матри
цей смежности (равенство единице ее ij-э:~емента означает. что существует 

ребро, связывающее верпшны i и j); функция 

х ~ { 1, ec.m граф х имеет гамiLТhтонов обход, 
f( ) - О в пропшном с:rучае. (6.22) 

(Обход называется гамильтоновым, если он прохол.ит через каждую верши

ну графа ТО,JЬКО ОДИН раз.) 
Мы хотим оценивать трудность проблемы, количественпо определяя 

необходимые ;щя се решения ресурсы. Сложность проблемы принятия ре

шения разумно измерять размеро~ч мипима.1ьной схемы, вычисляющей со

ответствующую фувКIJию f: {0, 1 }» --> {0, 1}. Под размером мы понимаем 
кшшчество элементарных операций или компонентов, которые нужно обь

единить в cxe~ty, чwбы вычис.1ить f. Также можно интересоваться те~. 
какого вре.меии требует вычисление, если многие операции могут н.ыпон
няться параллельно. Глубина схемы нре)Jставляет собой необходимое коли

чество шагов при условии, что онерации, Jtейстпующие на раз.ТJичные биты, 
могут выпотrяться одновременно (то есть 1:...1убиной Я:В..i1ЯСТСЯ максима.1ьная 

д.·шна нрямого пути от входа схемы до ее выхода). Ширина схемы -- это 

\.fаксимальнuе количество операций, выrюлняемых на любом из ее этапов. 
Мы хотели бы разделить проблемы принятия решения на два IOiacca: 

легкие и трудные. Но где следуст провести границу? Расс'\ютрим с ·пой 

целью бесконечные семейства проблем припятня решения с персменным 
размером входа~ то есть ко.1ичес'tВО биrов на входе может быть любым 

целым n. Тогда можно проверить, как соиз.\fерястся с n размер схс\1ы, ре
шающей проблему. 

Однако в испою~зоваtши масruтабноru поведения семейства схем в ка

честве характеристики с.;южности задачи имеется o ... wa тонкость. Бwю бы 
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обманом скрывать сдожность нроблемы в конструкции схемы. Следова
телL.но, мы дОJlЖНЫ ограничиться семействами, обладающими приемлемы

ми свойствами «однородности» - должно быть «просw» построить схему 
с n + 1-битовы:м: входом, коль скоро схема с п-битовым входом уже постро
ена. 

Пусть с данным семейством функций {fn} (где fn имеет п-битовый 
вход) сопоставлены вычнСJIЯющие их схемы {Cn}. Мы говорим, что {Сп} 
является семейством схем «подиномиального размера)), есJШ размер Cn 
растет с n не быстрее некоторой степени n: 

size(Cn),;; poly(n), 

г;~е poly обозначает по:шном. Тогда определим: 

?={проблема принятия решения, решаемая 
полиномиального размера 

семействами 

(6.23) 

схем} 

(Р означает разрешимость за «nолиномиальное время»). Проблемы nрн
нятия решения, принадлежащие Р, яв"'!Яются <шросrЬIМИ», остальные -
<<сложнымю>. Заметим, что Сn вычисляет f n ( х) для любого оозможно
rо п-битового вхот(а и, следоJJатслыю, сели проблема принятия решения 
принадлежит Р, ro даже «в худшем случае)) мы можси найти ответ, исполь
зуя схему, размер которой не nревышает poly( n). (Как отмечалось выше, мы 
неявно предполагаем, что семейство схем «о;щородпоп, так что проблема 

разработки схемы сама может быть решена с помощью алrоритма, тре

бующего полиномиального времени. В этом предположении разрешимость 

за полиномиа.Тiьное время с помощью семейства схем эквивалентна раз

решимости за nолиномиальное время с помощью универсальной машины 

Тьюриша.) 

Конечно, чтобы определить размер схемы, вычисляющей f n' мы долж
ны знать, что представ.;lЯют собой ее злементарные компоненты. К сча

стью, принадлежиость проблемы к Р не зависит от выбора набора венти
лей, до тех пор пока они универсальны, их множество конечно, а каждый 

венти.IЬ действует на ограниченное множество битов. Один универса...'IЬный 

набор вентилей может ,uоделuроваться другим. 
Огромное большинство семейств функций f: {0, l}n --> {0, 1} не 

nринадлежит Р. Для большей части функций выход существенно случа
ен, и нет лучшего способа «вычислить>> f(x ), чем обратиться к таб;,пще ее 
значений. Но поскольку имеется 2n п-битовых входов, то эта таблица имеет 
экr:пинепциальпый размер, такой же размер должна иметь и схема, кодиру

ющая эту таблипу. Проблемы из Р nринадлежат очень частному юхассу -
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они имеют такую структуру, что функция f может быть эффектно но оычис
леl!а. 

Особый интерес представляют проблемы принятия решения, на кото

рые можно отоетить, приведя легко проверяемый при\lер. ПуС1ъ, напри

мер, д,lЯ данных х н у < х трудно (в худше"' случае) опрспелиТJ,, имеет 
ли х множите.'lь. меньше чем у. Но ecmt: кто-нибудь любезно предоставит 
такое z < у, на которое делится х, то нам просто проверить, что z .а:сй
сrвительно яшmется множителем х. Ана.;югично трудно опрсде~шть, имеет 

ли граф 1·амильтонов обход, но ес!IИ кто-нибудь нам его нока3З.:I, то легко 

убедиться н ·rом, что он и в самом ;щле гамильтовон. 

Эту щtею, что проблема может бьГJъ трудно разрешимой, по ее ре
шение, ко.'IЬ скоро оно найдено, легко про11еряе:мо, можно форма.низо

вать с помощью понятия «не;(етсрминиронанной» схемы. Ассоцииронан

ная с С" (x(n)) кедстерминированная схема <'\,m (x<n), у< т)) обладает свой
ством1: 

СС:IИ С \'x(n) y<"'))=l 
п,тп ' : Ддя пекоторога у\ т) (6.24) 

(где x<n) представляет r>. битоu, а y(m) - т битов). Таки"' обра:юм, сс
J1и у( т) оказа.rюсr:. удачно подобранным д.1я некотор010 x(n), ·ю мы мо
жем исtюш;юватr:- дn,m дпя прове,рки того, что Cl'l(x(н)) = 1. Опреде
лим 

N Р={ 11роблемы припятня решения, лопускающ. и е семейство kеде-} 
терминировттых схем попиномиа.пъншо размера 

(N Р означает ра1рсшимосrь за <<Недетерминированное по:rиномиальное 
время>>). !:'.ели проблема нрнна;щежит N 1', то нет гарантии, что она нро
стая. Это о:шачает лишь то, что ее реnrсние легко нровсрить, есди мы 

раснолагаем nравильной информ8дией. Очев11дно, что 1' <::; N Р. Подоб· 
но Р, N Р-проблсмы образуют малый подкласс всех проблем J[ринятия ре
шения. 

1 Согласно одному из оnределений проблема прuнадпеЖJtт хлассу слож1юсти N Р, если 
сушествует cxe'll!a nuлиномиа..r.tьноrо по n. размера, проверяющая nредлuженнос решение :~а 

nолиномиальное RpeМJI. Проверяющаа схема [в дашюм случае зто д(х(п), y(m))] яаляется 
детермшшрованной. Термин недетерминированный происходит от того, что COI~'Iacнo друrо~ 

му определению (см. следуюшее чуть ниже определение в основном тck~:rc) 1\' Р-пробJJема 
допусхаеr pt:lU~JLИe за полиномиапьuое время на таk щr~ываемой недетерминирtианный !~а

шине Тьюрннта, способпой в некоторых состояниях выбирать раз..Jw!ПЪiе варианты вычнсJJе
ни.и.. См. А. Кнтаев, А. Шеuъ, М. BJJ.;""IЬIЙ, Классичесkие и ЮlаJгrовьrе вы<~ис.'Iекия, М., МЦНМО, 
ЧеРо ( 1999). - Прим. ред. 
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Многое в теории с.:южносm опирается на фундаментаныюе предполо-

жение 
Предположение: Р f N Р; (6.25) 

существуют сложные проблемы принятия решения, ретепия которых лег

ко проверяемы. К сожалению, эта важная rипотеза все еще ждет своего 

доказательства. Однако после 30-ти ;~ет попыток nоказать обратное- боль
шинство специалистов в теории слОЖJюсти твердо унерепы в ее справедли

вости1. 

Важным нримером NР-проблемы является CIRCUIТ-SAT2 В этом 
случае вход нредставпяет собой состоящая из n вентилей схема С с m-би
товым входом и Однобитовым выходом. Проблема состоит в том, чтобы 

найти, существует ли какой-нибудь m-битовый вход, для которого выход 

равен единице. Функция, которую необходимо вычиСJШ'IЪ, представляет со

бой 

f С)~- { 1, если существует x(m) такое, что C(xCml) с- 1, 
( О в противном с;,учае. (6.26) 

Это N Г-проблема, поскольку данную схему легко смоделироватh и вьrчис
лить ее выход для тобого частного входа. 

Я персхожу к формулировке некоторых важных результатов теории 

сложности, которые будут il)IЯ нас важliЫ. Здесь не будет времени ,'\Ш! дока

зательств. Вы можете почерnнуть больше, обратившись к одному из многих 
учебникон но этому предмету. 3 

Многие идеи, nорожденныс теорией сложности. вытекают из теоремы 

Кука (1971 ). Она утверждает, что любая N Г-проблема полиномиально при
водима к CIRCUIT-SAT. Это означает, что для nюбой PROBLEM Е NP 
существует семейство схем полиномиа.;Jьного размера, которое отобража

ет «ситуацию>> xCnl для PROBLRM на <<сюуацию>> уСт) для CIRCUIТ-SAT, 
то еСlъ 

CIRCUIТ-SЛT(yCml) = !, если PROBLEM(x(n)) = !. (6.27) 

Оrсюда следуе1~ что если бы в нашем распоряжении имелось мrо,иче
ское устройство, которое мото бы эффективно решать CIRCUIT-SAT 

1 Проб.1ема оо0111ошени"!. к.'Iассов слоJЮюстн Р н N Р uстается нс.реruенной 11. в настоящее 
11ремя (нач<JЛо 2007r.). Более roru она входиг R сииоок вюкнейших .'laдaq математики XXI в.
При.м. ред. 

2CIRCUIT-SAT (circuit-satisfyaЬility) proЬiem- ЩЮ6JJема выполнимоств схемы. (нерев.) 
3 Одной из лучших является книга M.R. Garey, D.S. Johnson, Computers and lntractabllity: 

А Guide to the Theory of N P-Competeness, русский персвод М. Г~ри, Д. Джонсон, Вычислитель
ные машины и труdн.орешае.мые заdачи, М.: Мир (1982). [Краткий, но достiПОчно полный, об
зор к.:1ассо1:1 сложности и их иерархии можно найпr в первой части kНИI'И: А. Китаев, А. Шснь, 
М. Вя:лый, КлассичесюJ.е и квантовые вычисления, М.: МЦНМО, ЧсРо (1999).- Прим. ред.] 
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(CIRCUIТ-SAT <<Оракул>>), то с помощью полиномиальной редукции мы 
могли бы связаться с ним, чтобы эффективно решить PROBLEM. Из тео
ремы Кука следует, что если вдруг О!Qlжется, что CIRCUIТ-SЛT Е Р, 

тоР= NP. 
Проблема, которая, подобно CIRCUIТ -SAT, обладает тем свойством, 

что к ней nолиномиально приводится любая проблема из N Р, называ
ется NР-поmюй (NPC). После Кука было найдено множество друтих 
примеров NРС-проблем. Чтобы показать, что PROBLEM Е NP явля
ется N Р -полной, достаточно найти: другую, полиномиально приводимую 
к ней проблему~ о которой уже известно, что она N Р-полная. Например, 
можно продемонстрировать пшшномиальную приводимость CIRCUIТ -SAT 
к НAМILTONIAN. Toma из теоремы Кука следует, что НAМILTONJ~"' то
же NР-полна. 

Если мы nредположим, что Р f NP, то отсюда следует, что в NP 
существуют проблемы промежуточной трудности (класс N Р I). Это ни Р, 
ни NPC. 

Друrой важный класс сложности называется co-N Р. Эвристически 
N Р -проблемами разрешимости являются те, на ко·юрые мы можем от
ветить, приведя пример, если ответом является ДА, в то врС!V!я как на 

co-N Р-проблему можно ответить кoнmpnp'U..J\iepoм, сели ответом является 
НЕ Т. Более формально 

{С} Е NP: С(х) ~ 1, если С(х, у)= 1 JlJlЯ векоторого у; (6.28) 

{C}Eco-NP:C(x)=l, если C(x,y)=l ллявсеху. (6.29) 

Очевидно, что между классами N Р и со-N Р существует симметрия - рас
сматриваем Jlli мы проблему из N Р или из со-N Р зависит от того. как был 
сформулирован вопрос. (Проблема <<Существует ·'" гамильтопов обход?» 
принадлежит классу N Р. llpofuleмa <<Действительно ли, что гамильтоно
ва обхода не существует?» принадлежит классу со-N Р.) Однако интересен 
вопрос: существует ли проблема ( 1/с Р), одновременно принадлежащая обо
им классам: NP и co-NP. ECJrn да, то мы можем легко проверить ответ 
(коль скоро имеем подходящий пример) независимо от того является им 
ДА шш НЕТ. Считается (хотя и не доказано), что NP cf co-NP. (При
ведя пример, мы можем показать, что граф имеет гамильтонов обход, но 
мы не знаем, как подобным образом показатъ, что он не имеет гамюiЬтоно

вых обходов') При условии, что NP f co-NP, существует теорема, кото
рая утверЖдает, что ни одна со-NР-проблема не принадлежит NPC. Сле
довательно, проблемы, принадлежащие пересечению N Р и со-N Р и при 
этом не входящие в Р, являются хорошими кандидатами для вюоочения 
их в NPI. 
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Фактически такой проблемой. принадлежащей N Рпсо-N Р, относи
тельно которой считается, что она не входит в Г, яв~IЯется .fАСТОRING
проблсма. Как уже отмечалось, FACTORING-npoблeмa принаДJJежит клас
су NP, посколы<у мы :можем легко проверит1~ правилыюсп. нрелостав.-уен
НОI'О множи·tеля чисда х. Но она ·гакже принадлежит и co-.~.V Р, IIOCКOJIЫ<Y 
известно, что есди нам 1\ШЮ простое число, то (по крайней мере в прин

пиве) мы можем эффективно uроверить его просто1у. Таким образом, ccJm 
некто сообшает нам простые множители числа х, то мы можс~ эффектив
но nровери1ь, что раз.1южение на nростые множИ'l'еJШ прави.пьно, и можем 

исключить, что любое целое, меньDiее у, является делителем числа х. Сле
довате:rьно, похоже на то, -.::по FACTORING-пpoблcмa принадлежит клас

су NPI1• 

мы nришли к грубой (гипотетической) картине структуры N Р n 
co-N f'. Классы NP и co-NP не совпадают, но имеют нетривиа.;!ънос не
ресечение. Класс Р принад:тсжит пересечению N Р n со-N Р (поскош.ку 
Р ~· оо-Р), по кроме этого оно содержит проблемы, не входящие в Г (по
добные ~АСТОRING-проблеме). Ни N РС ни co-N РС не пересекаются 
cNPnco-NP. 

~ожно было бы гораздо больше рассказать о теории с.пожности, но мы 
ограничимся здесь упоминанием еще одного :1лемента. свя1.апншп с оfiсуж
;~епием квантовой сложности. Ин01да полс:Jно рассматривать вероятност

ные схемы, которые имеют доступ к генератору случайных чисел. Напри

мер, венти.1:ь я вероятностной схеме может действоват1. одним из л;пух спо

собов и «подбрасывает монеrу)), чiобы рсшип., :какое действие въто:шитъ. 
!Iри одно" фиксированном IIXOдe такая схема может избрать один из мно
жества вычислительных путей. Об аш'Оритме, выполняемом вероя11юстной 

схемой, говорят как о ((рапдомизирОJ~анном». 

Если "ы пристуnаем к проблеме припятня решения, испш•ь.зуя веро

ятностньrй компьютер, то получаем распределение верояпюстсй результа

тов. Таки" образом, мы не будем веста получать обязательно правиль

ный ответ. Но если д;тя любого возможного входа вероятность получения 

прави:~ьного ответа больше, чем ~ + б (б > 0), то такая машина Jюдез
на. Фактически мы :можс\1 многократно лои·юрипу вычисление и, учитынам 

1В 2002 r. 1руппой индийских математиков 11редложен подиномиальный ,1етерм.и
нированный а.1rоритм проверки це.IЫх чисел на простоту._ Его асимптотич.::скаи слож
ность O((logn)k). щс n - проверяемос чи~ю, k - це:юе ЧИС.ilО "' 10. Таким обра
зом, проб.;н:м~t распо.."Jнаванюr простоты целщu чис:Iа принадлежит классу СЖJЖНоСПI Р. 

М. AgJawa], Х Кауа1, N. Saxcna, Primes is in Р, Annals ot' Math., 160, 781--793 (2004), 
htlp:/lwww.matll.pnnccton.edu/"-'anoal:J . См. также Л. К). Бараш, Алгоритu А.К5; проверки 'lиre'l 
на простотуи поиск k"VUCmaнm геие.раторvв псевдослу'lайных чисел, Безоnасность информа
ционпr.rх технологий, 2, 27-38 (2005). - Прим. ред. 
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<<IO]IOC большинства», достичь вероятности ошибки, меньшей Е. Более то

го, количество необходимых для этого повторений вычисления всего лишь 
по;шло[·арифмически зависит от Е -lt. 

Если пробнема допускает решение с помощью семейства вероятност

ных схем полиномиального размера, которые всегда дакл правШIЬный от-

пет с вероятностью, большей ~ + б (дпя любого входа и при фиксирован
ном J > О), то мы говорим, чw она принадлежит ](J]accy ВРР («вероят
ностное поJШномиальное время с ограниченной ошибкuй» ). Очевидно, что 

Ре ВРР, (6.30) 

но соотношение между NP и ВРР не известно. В частности, не доказано, 
что ВРР содержится в NP. 

6.1.3. Обратимые вычисления 

Разрабатывая модель :КQЗН1ОВОГО компьютера, мы обобщим модель 
классических вычислительных схем. Но нашими кванrовыми логически

ми вентилями будут унитарные и, следовательно, обратимые ''рсобразова

ния, тогда как классические логические вентили типа NЛND необратимы. 

Прежде чем обсуждат• квантовые схемы, полезно рассмотреть некоторые 

особенности классических обратимых вы:чис:.~ений. 
Помимо их связи с квантовыми вычислениями, другие побудительные 

причины для изучения обратимых К..'Iассичсских вычислений обсуждаяись 

в первой главе. как заметил Ландауэр, поскольку необратимые логические 

злементы стирают информацmо, они с необходимостью диссипативны и, 
сле)l,овате:~ьно, требуют постоянного расхода энергии. Но ес.1и компьютер 
оперирует обратимо, то в принципе не должно быть никакой потребности 

в :шергии. Мы можем вычислять даром! 

Обратимый компьютер пычисляет обратимую функцию, иреобразуя n 
битов в другие n битов: 

f: {0, 1}" ..... {0, 1}"; (6.31) 

функция должна быть обратимой, то есть ддя каждого выхода существует 
единственный вход; тогда мы в принциле в состоянии пройти вычисление 

в обратном порядке и, зная выход, воспроизвести вход. Поско.тьку это вза

имно-однозначная функция, ее можно рассматривать как перестанооку 2" 
строк из n битов-- псеrо таких функций (2n)'. 

1 То есп. КОJП(Чество необходимых повторений ограничено сверху поJШномом 
poly(log(<- 1 )). - Прим. рео 
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Конечно, любое необратимое вычисление можно «оформить» как вы

числение обратимой функции. Наиример, д.1Я тобой f: {0, l}n-+ {0, 1}"' 
мы можем сконструировать j: {0, l}мm-+ {0, l}n+m такую, что 

](x;o(m)) = (x;J(x)) (6.32) 

(где o(m) обозначает m битов, первонач!LlЬНО положенных раnными нулю). 
Поскольку j иреобразует каждое (х; о( т)) к своему, отличному от других, 
результату, она может быть расширена до обратимой функции от n /-т би
тов. Следова-rельно, для любой f, преобразуюшей n битов в m, существует 
обратимая функция ], иреобразующая n + т битов в n + m битов, которая 
вwшсляет f(x), действуя на (х; Q(m))_ 

Как теперь построить сложные обратимые вычисления из элементар

ных компонентов - то есть ч·тu образуст набор универсальных вентилей? 

Мы увидим, что одно- и двухбиmвых обратимых нентилей не достаточно; 

для универсальных обратимых вычислений нам понадобятся трехбитовые 

вентили. 

И1 четырех 1-бит -+ 1-бит вентилей обратимы два - Iривиальный 

и NОТ. Из (24 )
2 

- 256 возможных 2-бит-+ 2-бит вентилей обратимы 41 = 
;:....:.. 24. Одним из особенно интересных является :вентиль контролируемое 
NOT или XOR, с которым мы уже сталкивались в четвертой главе: 

XOR: (х,у)-+ (x,xEJJy), (6.33) 

х -r-- х 

у ~- xE!Jy. 

Этот вентиль инвертирует второй бит, если первый равен единице, и ничего 

не де.rше·r, сени нервый бит равен нyJJIO (отсюда его название: контролиру

емое NOT). Ьm квадрат является тривиальным, то есть он обратен по от
ношению к самому себе. Конечно, зтот венnшь выполняет операцию NOT 
на втором бите, ес.r.ш первый бит положить равным единице, и иыполняет 

операцию копирования, если начальным значением у является нуль: 

XOR: (х,О) _, (х,х), (6.34) 

С помощью схемы 
х I ' r- у 

---4J'±J----<~>-- -4- х у 
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построенной из 'IJ)eX ХОR-ов, мы \1Ожем поменять местами два бита 1 : 

(х,у)---> (х,хЕ!!у)---> (у,х®у)---> (у,х). (6.35) 

С помощью этих обменов можно тасовать биты внутри схемы, собирая 
их вместе, ec.;m мы хотим подействовать на них конкретным: компонентом 
в фиксированном положении. 

Чтобы увидеть, что одно- и двухбитовые вентиди неуниверсальны, за
метим, что все они линейl-lы. Каждый обраiимый двухбитовый вентиль дей

ствует по правилу 

(6.36) 

где константа ( ~) принимает о;що из четырех возможных значений, а М -
о;_ща из шести обратимых матриц 

(10) (01) (11) (10) (01) (11) м~ о1· 10' ot' 11' IJ' 1о· (6.37) 

[Все суммирования в (6.36) вьmолняются по МОJ(улю 2.] Комбинируя шесть 
вариантов М с четырьмя возможньпdи константами, мы получаем 24 рю
личных вентиля, которыми исчернывется набор всех обратимых 2 --+ 2 вен
тилей. 

Поскольку линейные нрсобразования замкнуты относительно компо
зиции, любая схема, скомбинированная из обрати,.ых 2 ---> 2 (и 1 ---> 1) 
вентилей, будет вычислять линейную функцию 

x~Mx-t-a. (638) 

Однако при n ;;3 3 существуют нелинейпые обратимые функции n битов. 
Важным примером служит вептиль Тоффоли е(З) (или нважды контроли
руемое NOT) 

e<'J : (x,y,z)---> (x,y,zex у); (639) 

х -~ х 

у t у 

z --ct-- z~x . у, 

1 В двоиqной арифмеmке С.'Iожение по модулю 2 опреде.tяется как х фу ~ .r + у- 2х ·у. 
Эта опера.дИJI:, очевидно, коммутативна х$у---= уфх н ассоциаnшва (xEEJy)®z -со x$(y6z) ----: 
-=:: х$ y$z.- Прим. ред. 
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он инвертирует третий бит, сели два первых равны единице. и ничего не 
делает в противном с.-тучае. По;:юбно ХОR-вентилю он обратен по отноше· 
нию к самому себе. 

il от.lИЧие от обратимых двухбиrовых вентилей, оС3 ) является универ
са.Iьным вентилем булевой логики~ ec.;rn мы можем фиксировать некоторые 
входящие битъ1 и игнорировать некоторые выходящие биты. Ecmi началь
ное значение z равно единице, то на третьем выходе возникает х 1 у = 1 ~ 
- х · у - мы можем выполнить NAND. Если же мы фиксируем '" ~ l, то 
венти;1ь Тоффоли функнионирует подобно ХОR-венТШJю и может исполь
зоваться для копирования. 

Вентиль ТоффоJш О(3 ) универсален в том смысле, что, используя толь
ко его, можно построить схему, вычисляющую любую обратимую функцию 

(при ус.1овии, что можно фиксировать входящие биты и игнорировать выхо· 
дящие). Полезно наказать это непосредственно, не онираясr~ на наше более 

раннее доказательство того, что NAND/NOT яаляется универсальным для 
вычисления любой булевой функнии. Фактически можно наказать следую
щее: из вентилей NOT и Тоффоли g(З) мы можем построить универсальную 
функцию n бптов при условии, что мы имеем доступ к одно:му дОПОJIНИ
тельпому би1У в памяти. 

В качестве нервого шага покажем, LIТO из трехбитоных вентилей Тоф

фтш о(з) можно построить п-битовый вентиль Тоффо.ш g(n), действующий 
попранилу 

(6.40) 

Эта конструкция требует донотштельноr"О бита из вспомогательного про

странства. Например, мы конструируем О(4 ) из венпыей g(з) с помощью 
схемы 

XJ XJ 

.r, _J_ 
х, 

о --4--~j,_- о 

хз ~+------ хз 

у у ljJ х, · Х2 · Хз. 

I'ель пocлeдtiCIU О(З) ·веr-пиля- верпуть вспомогательному бmу его началь
ное значение, равное пулю. В действительности, добавив еще один а(3J-вен-



294 ГЛАВА б 

тиль, можно реализовать 8(4 ), коmрый работает независимо от наqального 
значения вспомогательного бита: 

х, 
. -' r 

Х1 

Х2 Х2 

т 
w 

I 
w 

хз -- хз 

Снова мы можем искточить последний нептиль, ccJw нас не беспокоит 
изменение значения вспомогательного бита 1 . 

Мы можем убедиться в rом, что вспомогате.;IЬНЫЙ биr действитель
но необходим. Поскодьку О(4 ) предстамяет собой нечетную перестанов
ку (фактически подстановку) 16-ти четырехбитоных строк, он перестав

ляет 1111 и 111 О. Однако вез), действуя на любые чш бита из четырех, 
осуществляет четную перестановку; например, действуя на последние три 

бита, он переставс-mет О 111 с 011 О или 1111 с 11102 Поско;1ьку нроизве
дение четных перестановак также является четным, мы не можем полу

чить 8(4
) как нроизведенне ВСНТИЛСЙ О(З), действующее ТОЛЬКО на lJCTЫpe 

бита. 

Конструкцию О(4 ) из четырех еСЗ) можно непосредственно обобщить 
на конструкцию оСп) из двух eCn-l) и двух ()(з) (только расширив х1 в при
ведеиной выше диаграмме до нескольких битов). Итерируя эту конструк
цшо, МЫ ПОдучИМ О(п)_СХему, СОСТОЯщуЮ ИЗ 2n~2 -t- 2n-З- 2 веНТИЛеЙ (J(З). 
Более того, ;J)IЯ этого достаrочно rо:1ько одноrо вспомогательного бита?>. 
(Если нам пеобХО){ИМО построить (J(n). то для .эmго по;щйдет любой до
С1)'ПНЫЙ вспомоrательный бm; так как схема возвращает ему с го началь

ное значение.) Следующим шагом заметим, что. соединяя &(n) с вентилями 
NOT, мы можем в действительности менять значение контрольной строки, 

1 На самом деле Восстановл~ние uачадьноrо значения вспомогательного бита ш, осуществ
!Diе~юе в ~той схеме вторым верхним ()(3)-вентилсм, .118J1Иется необходш.юй ооерацисй. Именно 
благодаря этому на выходе второго нижнего о(з)_вентиля нолучается Jy 9 (wхз ЕВ х 1 x 2 x3 )j Ef! 
щх3 =-у ffi х1х2х3 . Носледнее равенство легко проверяется с учетом коммутоnивности и ас

социативнос"I"И сложения по моду;Iю 2. - Прwи. ред 
2По-видимому aii'Юp имеет ввиду, чrо в<4>-венПUiь осущестRJ1&ет нечепюе количество 

uетривиат.нuх пол:становок (одну), а ()( 3)-вентиль- четное (две). -llpuм. ред. 
3С больцшм нспомоштельным пространством можно значительно эффективнее постро

ilтъ o(n) из (JCJ) вентилей (см. упражнения). 
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<<упранляющей» вентилем. Например, схема 

Х2 ----+-----
1 

х, _._-···$--

у --4-----

295 

инвертирует значение у, если х 1 х 2х3 = 010, и действует тривиально в nро
тивном случае. Таким образом, эта схема пероставляет две строки: 0100 
и 0101. Подобным образом, с ншющью венТИJiей еСп) и NOT можно при
думать схему, которая переставляст ,1юбыс дне п-бИ'Iuвые С'IJ)ОКИ, отличаю

щисся только одним битом. (Расположение бита, которым они отличаются, 
выбирается R качсстне цели вентиля &(1

•) .) 

Но фактически подстаиовка, обменивающая любые две п-битовые 
строки, может быть представлена как произведение по,пстановок, коrорые 
обменивают строки, отшrчающиеся только ощmм битом. Если а0 и а8 -

две строки, расстояние Хемминга между которыми равно s (отличаются s 
позициями), то существуст цепь 

(6.41) 

такая, что каждая строка u тrой последовательности удалена от ближайших 
соседей на равное единице расстояние Хемминга. Следовательно, каждая 

из подстановак 

(6.42) 

может быть реализована как венти.1ь е<п), соепиненный вентилями 1\ОТ. 
Комбинируя Iщцстановки, находим 

(а0 ,а,) = (а,_ 1 ,а.,)(а, 2 ,а,_ 1 ) ... 
... (а2 ,а3 )(а 1 ,а 2 )(а0 ,а1)(а1 ,а2 )(а2 ,а3). 

(6.43) 

мы можем сконструироваtь подс·1·аиовку с равным s расстоянием Хеммиш·а 
из 2s-1 подстановкис едшшчным расстоянием Хсмминга. Отсюда СJтедует, 
что мы можем построить (а01 а5 ) из вентилей оСп) и NОТ. 
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Наконец, посколысу каждая нсрестановка я:впяется произведением под

становок, мы показали, что шобая обратимая функция ·n-биrов (каждая 
псрестаноi\Ка п.-биншых строк) представ.пяст собой произведение Rснти
.1ей О(З) и вентилей NOT, использующее то;н.ко оцин бит вспомогатс ... "'ьпого 
пространства. 

КонечноJ операция NOT может быть выполнена с помощью JJСнти
ля е('), если мы фиксируем два входящих бита равными единицам. Таким 
образом, вентиль Тоффоли &(з) является универсальным дия обратимых вы
числений, если мы можем фиксировать входящие биты и отбрасывать вы

ходящие. 

6.1.4. Компьютер бильярдных шаров 

Двухбитовых вспти.:Iей достаточно для увиверсальных необратимых 
вычис,1еннй, но для универсальных обратимых вычислений необходимы 

трехбитовые нентили. Возникает соблазн сказать, что д .. -ur их реализации 
необходимы <прехчастичные в:Jаимодействию>, так что СОЗJщние обратимо

го аппаратнот обеснсчения яшшется бо.-тее сложной проб.псмой, чем созда
ние необратимого. Однако это угверждение в какой-m мере может быть 
обманчивым. 

Фредкии описал, как можно построить универсальный обратимый ком

пьютер, в котором фундаментальным взаимодействием является упругое 

сшлкновение "ежду двумя бильярдными шарами. Шары радиуса 1//2 
нвижутся по квадратной решетке, nерщщ которой равен единице. В каж

дый целочисленный момент времени центр каждого шара находится в уше 

решетки; наличие или отсутствие шара в данном узле (в ::пот момент вре

мени) кодирует бит информации. В течение каждого единичного интервала 
времени каждый (подвижный) шар проходит единичное расстояние вдоль 

одного из направлений решетки. Иногда, в целочисленные моменты време

ни, проИСХОДИТ уnругое рассеяние на 90° N~YX шар011, занимающих уз..~ы~ 
удаленные друт <П лрута на рассшяние /2 (соединенные диагональю ячей
ки решетки). 

Прибор nр01раммируется закреrшением части шар<Jв в некошрых уз
лах, I<оторые действуют как идеальные отражатеШI. После за,;хания началь

ных положений и направлений движения подвижных шаров система выпол

няет программу, эволюционируя в течение конечного илтерваJJа времени 

в соответстнии с механикой Ньютона. Резу;1ы·ат считывается 11утем наблю

дения конечных пшюжений t!О)l.Rижных шаров. Столкновения недиссипа

тшшы, так что после обращения всех скоростей вычис;tснис может быть 

пройдено н обратном порядке. 
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Чтобы показать, что ::на машина является универсальным обратимым 
компьютером, мы должны объяснить, как в ней реализовать универсальный 
венти.1ь. Удобно рассмотреть трехбиrовый вентиль Фредкина 

(x,y,z) ~ (x,xz+xz,xz+xy), {6.44) 

который меняет местами у и z, ecJiи х = О {мы ввели обозначение х = 
= -..т). Rы можете убедиться в том, что венти.-:ть Фредюша может моде

.-пrроnать венти:rь NAND/NOT, если мы фиксируем входы и игнорируем 
ВЫХ0,11Ы. 

Мы можем посчюить вентиль Фредкина из более примитивного обь

екта, венти.ля-переключателя. Переключатень преобра.зует два бита в три, 

1\Сйствуя по правилу 
(о:,у) ~ (x,x·v,x·y). 

х 

Х·у 

х·у 

(6.45) 

Этот венти.1ь «обратим» в том смысле, что его можно пройти в обратном 

направлении, действуя на ограниченный трехбитвый вход, принимтощий 

одно из четырех значений: 

(6.46) 

Более топ), 11ереключатель сам по себе универсален; фиксируя входы и иг
норируя ныходы, он может выполнить операцию NOT (у = 1, третий вы
ход), AND {второй выход) н СОРУ {у= 1, первый и второй выходы). Тогда 
не УiЩВительно, что, комбинируя перскшочатсли, можно построить универ

сальный 3 --+ 3 вентиль. Действительно, схема 

z 

х 
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образует венти;JЬ Фредкипа из четырех иереюпочателей (два из них прохо

дятся в примом напра:вденни, два других -- в обращом). Время за,держки, 

необхО/\И:мос ддя синхронизации, явно не показано. 

В комньютере билЬ>!рдных шаров лере"'~юча:rе;rь строится из таких 
двух 01ражатслсй, чтобы (в случае х =у= 1) два движуrnихся шара стопк
ну;шсь дважды. В этом случае траектории шаров имеют вид 

у 

х 

Шар, помеченный как х, вылетает из вентиля вдопь rой же траектории 
(и в то же самое 11ремя) независимо от надичия ипи отсуrстния другого 

шара. Однако при х = 1 nоложение друrого шара (есди он имеется) сме
щается вниз по сравнению с eru конечным положением при х = О - это 

и есть переЮJючателъ. Коль скоро мы можем ностроить нерек.11Ючатель, то 

иожем 11остроиТI. и НСПТ11ЛЬ Фредкнна и, таким образом, рсали:ювать уни

версальную обратимую до111ку на комньюrсре билъяр!1НЫХ шаров. 

Очевидной слабостью схемы бильярдных шаров является то, что на

ча.:tьные ошибки положений и скоростей шаров будут быстро накапливать

ся и в К'Онце концов ко~пыотср о.кажстся нссос·юятельны:!l.t:. Как отмеча

.lОСh 11 первой главе (а Ландаузр нас·юятелыю подчеркивал это). подобным 
недостатком бу11,ет страдать любая пре;щагаемая схема нсниссипативных 
нычислений. Чтобы контролировать ошибки, :мы должны быть в сос"Iоя

нии сжимать фазовое пространство прибора, '!ТО с необхщимостью будет 
диссипативным нроцессом. 

6.1.5. Экономия пространства 

Но KJIOMC проблемы контроля ошибок, есть еще один к.юочевой вопрос, 

касающийся обратимых вычислений. Как распорядип~ся всномоrатедьным 

11ространством, необходимым для roro, чтобы сделать вычисление обрати
мым? 
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Обсуждая универса.1ьность вентиля Тоффоли, мы видели, что в лрип

ципе можно выпо;rnить любое обратимое вычисление, используя очень ма
лое вспомогательное nространство. Но на практике может оказаты:я неRе

роятно сложно nонять, как выполвиТI. конкретное вычисJ[ение, используя 

минимальное яространство, и во всяком случае экономия пространства мо

жет обернуться непомерным расходом времени. 
Существует общая стратегия моделирования необратимого вычисле

ния на обратимом компьютере. Каждый необратимый вентиль, NOT ЮIИ 
СОРУ, можно моделnровать вентЮiем Тоффоли, фиксируя входы и игнори
руя выходы. Мы накапливаем и сохрааяем весь «мусор» выходящих би

тов, которые необходимы, чтобы обратить этапы вычисления. Вычисле
ние выполняется вплоть до завершения, нос:1е чего делается копия ВЬIХо;-щ. 

(Эта СОРУ-операпия логWiески обратима.) Затем вычисление nроизводит
ся в обратном порядке, чтобы избави гься от «мусора>> и вернуп, все ре

гистры в их начальные состояния. С помощью этой nроцедуры обратимая 

схема осуществляется примерно дважды, до тех пор, пока не будет вы

полнена моделирусмая необратимая схема, а весь генерируемый при ~том 

мусор-· выброшен без какой-либо диссипации и, сле;~овате.:Jьно, энергети
ческих затрат. 

Эта проце11ура работает, но требует 01ромною nростраuства памяти 

се необходимый объем растет линейно с продюжитепьностью 'С модели
руемого необратимого вычиспения. ФакТWiески nространсnю можно ис

полиовать гора1до более эффективно (лишь с минимальным замедлением), 
так что его необходимый объем растет как lug Т вместо Т. (То ес1ъ су
щесiвует универсальная схема. требующая пространства сх logT; конечно, 
моделируя конкретное вычисление, можно добиться даже лучшего резуль

тата.) 

Чтобы зффективнее нслолъзовать нространство, раз11елнм вычислен11е 
на бюее мелкие шаги приб;шзительно одинакового размера и, когда это 
возможно, будем обрашать их в нроцессе вычисления. Однако, подобно то
му как мы не в состоянии выполнить k-ый шаг вычисления до тех пор, nока 

не завершен k- 1-ый шаr; мы не сможем обратить k-ый шаг, если пред
варительно был обращен k -1-ый шаг 1 . Необходимый объем пространства 
(чrобы хранить наш мусор) будет расти как максимальное значение чис.:ш 
шагов в пере;~ за вычетом количества выnолненных шагов назад. 

Проб.1ему, с которой мы столкнулись, можно сравнит•, с обратимой иг-

1 Мы скромно предполаrс1ем, что не настолыrо прозорливы:, чтобы: nредвидеть, какая часп. 
выхода k~ 1-ro шага может потребоваться: позже. Слсдователыю, мы сохраняем полную запись 
оосrояния машины после k ~ 1-ro ma(·a, коrорая не должна удаляться до rex пор, пока не будет 
обнов.:1сна запись пос.1е завершения следующего шаrа. 
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рой ка.«ешкамu 1 . Выполняемые ШЗJlf образуют одномерный ориентирОI\ВН
ный граф с уJлами~ пронумерованными как 1, 2,3, ... , 1'. Выполнение k-го 
шаrа моделируется: помещением камешка в J>-ЫЙ узел графа, а выnо.ане

нне k-ro шага в обратном направлении моделируется удалением камешка 
из k-ro узда. В начале игры нет узлов, занятых камеrпками, а с каждым 
ходом мы их добав.тmем или удаляем. Однако мы не можем поместить ка

мешек в k-ый узел (за исключением k = 1) до тех пор, пока не заполнен 
k - 1-ый, а также мы не можем удалить камешек из k-го узла (за исключе
нием k = 1 ), если свободен k - 1-ый узел. Задача в том, чтобы запо,1Нить 
узел Т (завершить вычисление), не используя большего, чем это необходи
мо, количества камешков (генерируя минимальный обьем мусора). 

Фактически с помощью n ка.'lешков мы можем .цостичi> узJ1а Т=211 -1, 
но продвинуться дальше не сможем. 

Можно построить рекурсивную проце,~уру, позnоляюшую добраться 

до Т = zn-1-Io узла с помощью n камешков, оставляя в игре mлько 
один камешек. Пусть F 1(k) обозначает помещение камешка в k-й узел, а 
F1-

1 
( k) - удаление камешка из k-ro узна. Тогла2 

(6.47) 

остап .. :1яст камешек в уз.1с k = 2, используя максимум два камешка на про
межуточных этапа.х. Анало1·ично 

(6.48) 

достигает узна k = 1, используя максимум три камешка, а 

(6.49) 

достигает узза k -· 8, используя. четыре камешка. Очевидно, можно по
строить процедуру Fn ( 1, 2" -I ), которая использует максимум n камешков 
и оставляет в игре один. [ Программа 

(6.50) 

оставляет u игре все n камешков и гюзво.1яет зююлнить мак:сима.л.но уда
ленный узел k = 2"- 1.] 

1 Как бы .. 10 отмечено Беннетом. Относительно последнего обсуждеНИJI с.\!.: М. Li and 
Р. Vitanyi, Reversihility and Adiabatic CompuJation: 1Гading Лте and Space jOr Energy, Рте. 
R. Soc. London, А452, 769-789 (1996); quant-ph/9703022. 

2 I!равые •ысти (6.47)- (6.50) следует читать с1ева Н<tПраво. Именно в чом nopЯ;lKe вы
полняются описываемые ими действия. - Прим. ред 
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Понимаемая как прш-ра1\1ма для выполнения Т :::: 2n · 1 шашв вычис
ления, ·па стратегия игрока в камешки предстаа;Iяст собой моделирование, 

требующее роста нространства как n ~ log 1'. Насколько щюдолжитсль
ным может быть это модеJШ.рование? На каждом этане описанной выше 
рекурсивной процедуры два шага вперед заменя.лись [I;Вумя шагами вперед 

и ол:ним назад. Следовательно, Tirr = 2п шагов необратимоrо вычисдения 

моде.лируются 1~ev = зп шагами oбpanrмoro вычисления или 

Т =(т )JogЗ/tog2 =(т )t,ss. 
re\• 1rr 1п ' 

(6.51) 

мы имеем ~еренный степенной закон замедления. 

В действительности мы можем уменьшип. замедление до 

(6.52) 

при .iJЮбом Е > О. Вместо тоtо чтобы заменять два шага вперед двумя 
шага\tи нперед и одним нюад, заменим 1! шагов вперед f шагами вперед 
и € - 1-им шаюм назад. Состоящая нз n этанов рекурсивная процедура до
стигает узла f!1, используя максимум n( f -1) + l камешкоn. Теперь мы име~ 
ем Тiп -_ еп, а Trev ::::-:: (2f'- l)п, так что 

'1' ,....."(Т )log(2f-l)/Jogf. 
rev 1rr ' 

nоказатель степени за~едления равен 

log(2€- 1) 

logf 

log 2i + log ( 1 - ff) 
log е 

а требуемое пространство растет как 

logT 
S о; nt о; t logf. 

log2 
o;1+-l "' og<. 

(6.53) 

(6.54) 

(6.55) 

Таким образом, для любого фиксированного Е > О мы можем добюъся S, 

растущего как logT, и замед.ления, не большего чем (1iп) 1-+-с:. U1дя игры 
в камешки зто не оптимальный способ, если наша цель - продвинуться 
как можно дальше, используя минимально возможное коmrчество камеш

ков. Мы испо.-п.зуем больше камешков, чтобы добраться до Т ~го шага, заю 

делаем зто быстрее.) 
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Итак, мы видим, что обратимая схема может уснешно моделировать 

схему, построенную из необратимых вентилей, не требуя персальных ре

сурсов памяти и не вызывая неразумно большого замед;Iсння. Почему ото 

важно? Вас может беспокоить, что nоскольку обратимое вычисление <пруk 

нее» необратимоrо, ro классификация сложносrn зависит от 1ого, какими 
вычислениями мы пользуемся, обратимыми или необратимыми. Однако это 

не так, поскольку необратимый компьютер легко моделируется обратимым. 

6.2. Квантовые схемы 

Теперь мы готовы сформулировюъ матема:111ческую модель квантово
го КОМIJьюrера. Мы обобщим мо~ель классической вычислительпой схемы 
на модель квантовой вычисmrте.1ъной схемы. 

К:шссический компьютер оперирует битами. Он оснащен конечным 

набором вентилей, которые могут применяться к множеству битов. Кван

товый компьютер оперирует кубитами. Будем предполагать, что он то
же оснащен дискретным набором фундаментальных компонентов, назы
ваемых кrюптовыми вентwmми. каждый квантовый вентиль представ.LЯ

ст собой унитарное преобразование, действующее на определеннос чис:ю 
кубитов. В квантовых вычислениях конечное количество n кубитов пер
воначадьно полагаются имеющими значение /00 ... 0}. Выполняемая схе
ма nостроена из конечного чис;rа квантовых вентилей, действующих на 

эти кубиты. Наконец, выполняется измерение фон Неймана всех кубитов 

(или некотороrо подмножества кубитов), проецирующее каЖдый из них 
на базис { /0}, /1}}. Резулr,тат этого измерения является резушпатом вычис
ления. 

Некоторые особенности этой мрде;ш 1ребуют комментария. 

(1) Неявно нодразумевается, но очень важно, что гильбертоно простран
ство прибора имеет естественное разложение на тензорное произведе
ние пространс-тв б<JJiee низкой размерности, в данном случае - дву

мерных пространств кубитов. Конечно, вместо этого мы могли бы рас

смюрнвать тензорное произведение, донустим, кутритов. Но в любом 

случае мы считаем, что существует естественное разложение на подси

стемы, которое соответствует квантовым вентилям, действующим од

новременно -rолько на несколько подсистем. С математической точки 
зрения зто свойство вентилей ЯВJIЯется решающим дня формулиров
ки хорошо определенншu понятия квантовой сложности. С физиче

ской точки зрения фундаментальной причиной естественного разJiоже-
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ния на подсистемы является локалыюсть; реа.ш,ные квантовые венти

ли должны дсйсmовать в Оl"Раниченной области пространства, то есть 

1<омньютер разбивается на nодсистемы, взаимодействующие только со 
своими ближайшими соседями. 

(2) Так как унитарные преобразовання образуют континуум, может пока
заться необязательным: посrулировать, чrо машина может выполнять 

только выбранные нз дискретного множества квантовые операции. Тем 

не менее мы принимас:м это ограничение, поскольку не хотим, сталки

ваясь с выполнением нового вычисления, всякий ра3 изобретать ero 
новую физическую реапизацию. 

(3) Мы могли бы допустить, чтобы наши квантовые вентили были суперо
ператорами, а конечным измерением - ПОЗМ. Но поскольку мы мо

жем просто моделировать суперопсратор, выполняя унитарное преоб
разование в расширенной системе, или -- ПОЭМ, вЫПОJШЯЯ измерение 
фон Неймана в расширенной снс-rеме, сформулированная модель об
ладает достаточной общностью. 

(4) Мы могли бы допустить, чтобы заключительное измерение бьuю кол
лективным измерением или проектором на друюй базис. Но mобое 
такое и~мерение можно реализовать, вьтолняя nодходящее унитарное 

нреобразование после проепирования на стандартный базис {10/, 11) }n. 
Конечно, сложные коллективные измерения JШШЬ с некоторыми за

труднениями можно преобразовать в измерения в стандартном бази
се и при характеристике сложности алгоритма э111 трудности следует 

иметь в виду. 

(5) Мы могли бы допустить наличие измерений на промежуючных этапах 
вычислений с последующим выбором квантовых вентидей. обуслов
ленным резудьтатами этих измерений. Но фактически тот же результат 

всегда может быть достигнут с nомощью квантовой схемы, в которой 

все измерения отложены вшrоть 110 ее окончания. (Хотя в принципс 
мы можем отложить измерения, на практике может оказаться полез

ным их выполнение на промежуточных этапах квантового алгоритма.) 

Будучи унитарным nреобразованием, кваитовый вентиль обратим. Факrи

чески классический обратимый компьютер представляет собой частный 

случай кванwвого компьютера. Классический обратимый вентиль 

(6.56) 
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вьпю:rняющий перестановку п-биrовых строк, может рассматриваться 

как унитарное преобразование, действующее на «вычислительный» ба

зис {/х,)) как 

(6.57) 

Это действие унитарно, поскольку вес 2n строк /у,) взаимно ортогональ
ны. КRантовое вычисление, построенное из таких к."тшссических вентилей, 

иреобразует /0 ... О) в одно из состояний вычислительного базиса, так что 
конечное измерение является детерминированным. 

Имеется три главные проб.'!Iемы, касающиеся нашей моде.ж, к кото
рым мы хотели бы обратиться. Первой из них является упиверсалыюсть. 

Са.:\-юе общее унитарное nреобразование, которое может быть выполнено 

на n кубитах, является элементом U(2n). Паша модель могла бы оказаться 
неполной, если бы в U(2n) сущсстnоnа.Jш такие преобразования, которые 
мы не могли бы выполнитЕ>. На самом дспс мы увидим, что существует мно

жество способов выбрать дискретный набор ун.иверсальиых квантовых вен

mwlей. Используя набор универса.ТhНЫХ вентилей, можно ностроить схемы, 

вычисляющие унитарное нреобразование, сколь yroJ~нo бШiзкое к любому 
ОЛСМСIПУ ff(2п). 

IJдаJол:аря универсалыюс1и, существует также анпаратно-независимо~"; 

пон:ятие ква1-1mовой сложности. Мы можем опредеJШть новый класс слож

ности BQ Р- класс проблем принятия решения, которые с высокой вероят

ностью могут быть решсны с помощью квантовой схемы полиномиального 

размера. Так как один универсальный квантовый компьютер может эффек

тивно моделироваться другим. ·ю ~пот к.пасс не зависит от деталей аппарат

ного обесвечения (от выбранн01u нами набора универсальных вентилей). 

Заметим, чrо квантовый комп~ютер может ."Iепсо моделировать клас

сический вероятностный компьютер: он может приготовить состояние 

~ (IO) + /1) ), а затем спроецировать его на {/0), 11) }, генерируя случайный 

бит. Следовательно, класс ВГJ' несомненно содержится в BQP. Одна
ко, как обсуждалось в первой главе, представлЯется достаточно разумным 

ожидать, что в действительности BQP шире, чем ВРР, носко~1ьку класси
ческий вершпностный компьютер не может легко модетrровать квантовый 

компьютер. Фундамента.:1ЬIШЯ трудность состоит в том, что гильбертово 

пространство n кубитов огромно. размерности 2n, и, следовательно, мате
матическое описание 1иnичного вектора в этом пространстве иск.1ючителъ

но С.'ЮЖНО. 

Вторая проблема наИiJУЧШИм образом характеризовать ресурсы, 

необходимые для МОJ(слирования квантового компьютера классическим. 
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Мы увидим, что, несмотря па обширность гильбертова пространства, юrас

сический компьютер может моделировать п-кубитовый квантовый компью
тер, даже ec.m его запас памяти ограничен, ro есть полиномиален по n. 
Это означает, что BQP содержи!ся в классе сложности PSPACE нроблем 
принятия решения, которые могут быть rешены с исrюш.зованием про

странства поmшомиалыюго рюмера, но могут потребовать для этого экспо

ненциального времени. [Мы знаем, что NP также СО!\Сржится в PSPACE, 
так как проверка C(x<n), y(m)) = 1 для всех у( т) может быть вьшолнена 
с испонь.зованием полиномиального nространства.] 1 

Третьей важной проблемой, :к которой следует обраnпься, является 

точность. Класс BQP формально определен при идеализированном пред
положении, чrо квантовые вентили могут ныпоJШЯТься с идеальной rочно

стью. Ясно, чrо при любой реализации :квантового вычисления очень важно 

ослабить это предположение. Семейство квантовых схем пшtиномиалъного 
рюмера, которое решает трудную проблему, не предстаnляло бы большопJ 

интереса, если бы от используемых в схемах вентилей требовалась экспо
пснциа.ньная точность. Мы покажем, что на самом деле это не так. Идеали

зированная квантовая схема из Т вентилей с приемлемой точностью может 

моделироваться ве1rrилями с шумом ЩJИ ус.rюRии. цm Rероятпость ошиБки 

на Оi!ИН вентиль пропорциональна 1 /Т. 
Таким обра.·юм, квантовые компьютеры бросают серьезный вызов 

сильному тезису Черча- Тьюринrа, утверждаюшему, что любая физически 
разумная модель вычисления может быть смоделиронана вероятностными 

классическими схемами с полиномиальным заме,цлением в худшем С.'IJЧЗС. 

Но до сих пор нет строгого дока:зательства roro, чm 

BQI' of ВРР, (6.58) 

и в бmrжайшем будущем оно не предвидится2 . Действительно, следствием 
было бы 

ВРР oJ PSPACE, (6.59) 

что репш.-ю бы один из давно стоящих, кард,иналыrых открытых вопросов 

теории сложности. 

Возможно, более реа:""Iистично надеяться на доказательство того, 

что ВР Р f BQ Р вытекает из другого стандартного предподоженил тео
рии сложности, такого как Р of N 1'. Такое докюательство до сих пор 

1 В действительносru в иерархии с;южносnr существует еще одна ступенька, которая мо
жет разделять BQJ> и PSPACE; можно показать, что RQP С р#Р С Р8РАСЕ,но ниже 
мы не будем рассматривать р#Р_ - -

2 То есть не следует ожидать юiерешнивизированнопl дока:~ателы:тню;. Разделение между 
ВРР и BQP (<относительно оракулю; будет установлено ниже в )ТОЙ главе. 
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не найдено. Но хотя мы все еще не в состоянии доказать, что квантовые 

компьютеры имеют возможности, выходящие да.;1еко за пределы возмож

ностей обычных компьютеров, тем не менее можно привести свидетель
ства, указывающие на ro, что ВРР f BQP. Мы увидим, чrо существу
ют проблемы, которые выглядят сложными ()J,ЛЯ классического вычисле
ния), но тем не менее могут быть успешно решены с помощью квантовых 
схем. 

Таким образом, кажется верояmым то. что классификация сложности 
будет зависеть от того, какой компьютер для решения задачи использу

ется, классический или квантовый. ЕсJШ такое разделение действительно 

существует, то именно квантовая классификация должна рассматриваться 
как более фундаментальная. посwльку она в большей степени опирается 
на физические законы, управляющие Вселенной. 

6.2.1. Точиость 

Обсудим проблему точности. Представим. чrо мы хотим выполнип. 
вычисление, в котором квантовые вентили U 1 , U 2 , ... , Uт последователь
но врименяются к начальному состоянию l;p0 ). Состояние. приготовленное 
идеа.rJьной кнантооой схемой, имеет ви.а 

(6.60) 

Но н дсйстnительности наши вентили не явшrются идеально точными. Пы

таясь нрименить унитарное иреобразование U t• мы вместо этого применя

ем искоrорос «близкое>> унитарное преобразовавие U,. (Конечно, это не 
самый общий тип ошибки, который можно предншюжить, унитар1юе 

иреобразованис U t может оказаться замененным супероператором. В ::>том 
случае применямы рассуждения, пОдобные следующим ниже, но здесь мы 
ограничим наmе внимание {<унитарными опшбками».) 

Ошибки нриводят :к тому. что действительное сосrояние компьютера 

удаляется от идеальноm. Как сюiьно оно удаляется? Пусть l:,o,) обозначает 
идеальное состояние после применсипя t квантовых вентилей, так что 

(6.61) 

Но если мы применяем действительное преобразовавие U,, ro 

(6.62) 
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где 

(6.63) 

- ненормироианный вскrор. Если IЧ\) обозначает действительное сосwя~ 
ние после t. шагов, m 

I<P,) = 1'1'1) +\Е,), 
I<P,) = U,\<P,) = \'Р,) + IE,) + U,\E,} 

и так да..1ее; в конечном счете мы попучим 

liт) = I'Рт) + \Er) + Uт\Ет-1} + UтUт-1\Ет_,} 
+ ... 1 UтUт_ 1 ... U2 \E1 }. 

(6.64) 

(6.65) 

Итак, мы вредставили разность между I<Рт) и I'Рт} в виде суммы Т остав
пшхся слагаемых. Наихудший случай, дающий наибольшее отклонение 

i<P·,} от I'Рт), возникает, если все оставшиеся елагаемыс ориентированы 
в одном наnравлении, так ч10 ошибки интерферируют конструктивно. Сле~ 

довательно, 

III<Pт) -\р,.)\1 <;; 11\Г'-7·)11 + 11\Ет ,)\1 + 
+ ... + \\\Е,)\1 i\\\E1)\\, 

rде учтено, что \\U\E,)\1 = IIIEi)ll для люб01о унитарного U. 

(6.66) 

Пусть \IAII обозначает норму оператора А, ··о есть максимум модуля 
ero собственных значений. Тогда 

IIIE,)II-11(0,- u,)\'P, ,}\1,;;; II(U,- u,)ll (6.67) 

(поскольку I'Pt _1} нормиронан). Предположим теперь, что лри каждом зна
чении t ошибка нашего кванrового вентиля ограничена неравенством 

11(0,- u,)l\ <е. (6.68) 

Тогда после применения Т кванrоnых венmлей мы имеем 

1\I<Рт) -I'Рт)\1 <Те; (6.69) 

а этом смыспе накшL1ение ошибки в сосrоянии растет пропорционалъно 
продолжительности вычисления. 
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Отк.,r:юнение, ограниченное неравснством (6.68), может бы1ъ нрс;~став
лено в эквивалентной форме IIW,- 111. где w, ~ u,u). TaR как опе
ратор Wt унитарен, каждое ero собственное число имеет вид фазы ei8 • 

а соответствующее собственное значение оператора W t - 1 имеет .модуль 

le'8 - 11 = (2- 2eos8) 112
, (6.70) 

так что (6.68) требует, чтобы каждое собственное значение удоюстворяло 
неравенству 

f:2 
cos8> 1--, 2 (6.71) 

(и.1и 181 ;S е для малых е). Природа неравенства (6.69) понятна. В каждый 
момент времени I<P) поворачивается относитеJII.но I'P) на угол порядка ,; 
(в худшем случае), а расстояние между векторами возрастает максимум 
на величину порядка е. 

Какая точность является достаточно хорошей? На последнем этапе вы
числения мы кы1ю,;шяем ортогоналыюе измерение, а вероятность ре3у;н.та

та а в идса.;Iьном снучас равна 

Р(а) = l\ai'Pт}l2 (6.72) 

Вследствие ошибок t'\Сйствите~тьной верояпюстью будет 

F(a) ~ l(al?т}i2 (6.73) 

Если действительный вектор бли:юк к идеальному, то и распределения ве

роятностей тоже б.IИЗКи. ЕсJШ мы просуммируем по ортонормированному 
бюису {la} }, то ПОii)'ЧИМ 

L IP(a)- P(a)l ( 2III<Pт} -I'Pт}ll. (6.74) 
а 

как ны накажете в ;J.Омашнем упражнении. Следовательно, ecJJИ при боJtЬ

ших Т мы сохраняем неизменным (и малым) ТЕ, ro ошибка в распредс
.1ении вероятностей также остается фиксированной. В частности. ес.!И мы 

ра.1работали квюповый алгоритм, который с верояnюстью выше ~ + Ь пра
нильно решает проблему принятия решения (в идеальном случае). rогда 

с вероятностью, превышающей ~, мы можем добиться успеха и с помо
щью наших шумящих вентилей, если действие этих вентилей может быть 

выподнено с точностью Т.с; < О( J). Семейство квантовых схем может ре
ально решать сложные проблемы в юшссе BQ Г до тех пор, пока мы в со
сmянии улучшать точность выполнения венпшей пропорнион3.;1ЫЮ обьему 

вычислений. 
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6.2.2. BQP s;; PSPACE 

Конечно, ютассический компьютер может моделировать mобую кванто

вую схему. Но какой объем памяти ему для этого потребуется? Поскодьку 

моделирование п~кубитовой схемы включает в себя маниаудирование мат
рицами размера 2n, то с наивной -ruчки зрения может покаэаться, что для 
этого необходим экспоненциальный по n запас памяти. Однако тенерь мы 
накажем, что с приемлемой точностью (хотя и очень :медленно!) модели

рование может быть выполнено в пространстве полиномиального размера. 
Это о:шачаст, что :к.1асс квантовой сложности BQP содержится в :к.аассе 
Р S РАС Е задач, которые могут быть решены с исполr,зованием простран
ства полиномиального ра.змера. 

Обьекюм классическото моделирования является вычисление нероят

ности каждого возможного резу~11~тата а заключительного измерения 

(6.75) 

где 

(6.76) 

произведение Т квантовых вентилей. Каждый U Р действующий на n 
кубитов, может быть прсдстав..т1сн унитарной 2n х 2n-матрицей, характери
зуемой комплексными ма1ричными э."Iементами 

(y!U,Ix), (6.77) 

где х, у Е {0, l, ... , 2n -1}. Явно выписывая пршrJведение матриц, мы име
ем 

(6.78) 

Уравнение (6.78) нредставляет собой вариант предстаюения квантового вы
чис.:rения «интегралом по траекторИЯМ}} - амrшиту.л:а вероятности конечно

го результата а выражается в виде когерентной суммы амrшитуд каж~1ого 

из огромного количества 2n(T-l) возможных вычисmпельных нутей, начи
нающихся в rочке О и после Т шагов заканчивающихся в а. 

Чтобы вычислить (aiU(T)IO), наш классический сииулятор должен 
сложить 2n(T- l) ко:мшrексных чисел в уравнении (6.78). Первая нроблема, 
с ю:пuрой мы встречаемся, состоит R том, что :к.-шссические схемы конеч

ного размера реализуют целочисленную арифметику, тогда как матричные 
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элементы (yiU,Ix) не обязаны быть рациональными чисдами. Следователь
но, классический симуляrор лолжен выпошшть приближеннт ... Iе вычисJJС
ния с ра_1умFюй точностъю. Каждое из 2n(1'-t) слагаемых суммы представ
ляет собой произведение Т комплексных сомножителей. Накапливаемые 

ошибки непременно должны быть МЗJ[ЫМИ, если мы пыражасм матрич

ные элементы с помощью т точных биrов, где т ве~'ШI<О по сравнсни10 
с n(T- 1 ). Следовательно, мы можем заменить каждый комплексный мат
ричный элемент nарой це.зы:х чисед определенного знака, принимающих 

значения {0, 1, 2, ...• 2m- 1}. Этн цеш,rе числа дают двоичное рюложение 
вещественной и мнимой частей матричного элемента, выраженного с rоч
ностью2-m. 

Нашему симулятору потребуется вычислип, каждое слагаемое в (6.78) 
и накопить их полную сумму. Но каждое добамение требует только уме
ренного объема пространства памяти, и, более того, поскольку длЯ сле

дующего сложения необхо;J;имо сохранять только накоШlенную частичную 
сумму, не очень большое пространство требуется для суммирования всех 
слагаемых, даже есди их экспоненциально много. 

Итак, остается лишь рассмотреть вычисление тиnичного слагаемого 

суммы, произведения Т матричных элеменwв. Нам потребуется классиче
ская схема. вычис.1яющая 

(yiU,Iт); (6.79) 

эта схема принимает 2n входящих битов ( х, у) и выдаст на выходе 2m-би
товое (комплексное) значение матричншu элемента. Имея схему, выnоп

няющую эту функцию, легко построить схему, которая перемножает ком

It'Iексные числа, не используя большого пространства. 

Наконец, обратимся к свойстl}ам, котuрые мы потребовали от набора 

кванwвых вентилей, - зто дискретное множестио вентилей, кажд.ый из ко

торых действует на ограниченное количество кубитов. Jlоскош,ку имеется 

фиксированное (и конечное) mличество вентилей, то существует лишь ко
нечное количество вентилей-nодпрограмм. с которым нашему симу:mтору 

необходимо уметь обращаться. А поскольку вентИJШ действуют только на 

неско:n.ко кубитов, почти все их матричные элементы исчезают (ес.1и n ве
лико), а значение (yiUix) может быть определено (с требуемой точностью) 
с помощью простой схемы, требующей незначительной памяти. 

Например, в случае однокубитового вентиля, действующего на первый 

кубит, 

(y1y2 ... yn1Пix 1 x2 ... xn)=O, ес;IИ x 2x 3 ... xnofY2Yз···Yn· (6.80) 

Простая схема может еравпить х2 с у2 , х3 с у3 и так л.aJJec и дать на выходе 
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нуль, есJШ равенство не выполняется. В случае равенства она выдает одно 

из четырех комnJiексных чисел 

(6.81) 

с т точными битами. Простая схема может закодировать 8m битов этой 
комплекснозначиой 2 х 2-ма-rрицы. Подобным образом простая схема, тре
бующая пространство лишь полиномиа.:Iьного по n и m размера, может 
вычислить матричные элементы любого венпшя фиксированного ра:~мера. 

Таким образом, IШассический компьютер с пространством, оrраничен
ным сверху размером poly(n), может моделировать п-кубнтовый универ
сальный квантовый компьютер и, следовательно, BQP <;; PSPACE. Конечно, 
также очевидно, что онисанное нами моделирование требует экспоненци

ального времени, так как нам необходимо вычислить сумму 2n(T-l) ком
мексных чисел. (В действительности большинство слагаемых исчезает, но 

количество неисчезающих слагаемых остается экспоненциально большим.) 

6.2.3. Увнверса.:tьвые квантовые вентили 

Мы должны обратиться к еще одному фундаментальному вопросу, ка
сающемуся кван·ювых вычислений, как построить адекRатный набор кван

топых венти.:Iей? ДрУJ·и~и с:.ювами, что образуст универсальный кванrовый 
компьютер? 

Ответ вам понравится. Для реализации универСЗJIЬных квантовых вы
числений достаточно любоru типичноrо двухкубитового венти.:п. То есть, 
если мы можем применять эти вентили к любой варе кубитов, то любого 

из них, кроме множества меры нуль унитарных 4 х 4-матриц, достаточно, 
чтобы построить п-кубитовую схему, вычисляющую преобразование, сколь 
угодно близкое к любому элементу U(2n). 

Математически это не особенно гJIУбокий резудьтат, но с физической 
точки зрения он очень интересен. Э1о означает, что в квантовом мире, пока 

мы можем нрщ~умыватъ типичные ;щухкубитовые взаимодействия и осу

ществлять их точно между любыми двумя кубитами. мы в состоянии вы
числять чrо угодно, независк..\ю от сложности. Нетривиапьные J\ычисления 

в квантовой теории встречаются повсюду. 

Кроме этого общего результата, интересно продемонстрировать и кон
кре11IЫС наборы универсальных венти.i'IСЙ, коrорые очень :Jегко могут быть 
реализованы физическп. Обсудим несколько примеров. 

L"уществует несколько основных элемеmов, входящих в состав любото 
набора универсальных квантовых вентилей. 
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{1) Степени типичного вентиля. Рассмотрим «типичный» k-битовый вен
ТШIЪ. Это унuтарная 2k х 2",.,-матрица U с собственными значениями 

·в ·в iB "' ez t ~ cz 2, •.• е 2 ·. Д."IЯ всех, кроме множества меры нуль, таких :\1ат-

рип каждое (} i представляет собой иррационалыrос число, кратное п, 

и все Bi песоизмеримы (каждое Bi/01 тоже иррационально). Положи
тельная целая степень U.,. матрицы U имеет собственные :щачения 

Каждый такой енисок собственных значений определяет точку на 

2k-мерном торе (произведении 2• окру-жностей). Так как n принима
ет целые положительные значения, зти точки шютно заво;,шяют весь 

тор, ССJ1И U является типичной. !:ели U = eiA, то для любого веще
ственною Л положительные целые степени U сколь угодно близки к 
U(Л) = е<>А Мы утверждаем, что любое U(Л) достигается положи
тельными целыми степеня~и U. 

(2) Переключеное входов и выходов. Имеется несколько (массических) 
преобразований, коrорые можно выпоmшть, всего лишЕ. переставив 

метки k куби1ов ИJllf, другими словами, применяя вентиль U к ку
битам в друl()м поряпке. Из (2k)! перестановак Сiрок длипой k путем 
обмена кубитами можно реализовать k! НсШI вентилем, применяемым 
к k кубитам в стандарrном порядке является U, а Р - перестанов

ка, осуществ.:mемая путем обмена кубитами, то мы мОжем построить 
вентиль 

U'~PUP 1 (6.83) 

ТОЛЬКО С ПО\10ЩЫО персЮIЮЧСНИЯ ВХОДОВ И ИЫХОДОВ ИСХОДНОГО IJCIITИJIЯ. 

Например, обмен двумя кубюами осуществляет псрсстановку 

Р :·101) ~ llO) (6.84) 

или 

р = ( ь ~ ~ ~ ·) (6.85) 
о ] о о , 
о о о 1 

действующую в базисе {IOO), IOI), IIO), 111)}. !lерек:почая входы 
и выХОJ\Ы, мы получаем венти..11ь 

= 
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Мы можем также ностроить любую целую положительную степень U': 
(PUP- 1)" ~ PV"P- 1 

(3) Замкнутая алгебра Ли. Мы уже замечаJШ, ч·rо если венпшь U = eiA 

является типичным, то его степени rшотны на rope { еiЛА}. Мы можем 
да.1ее ;rока._iать, что ecJJи U = eiA и U' = eiB тип»чные венти;ш, то для 
любых вещественных а, /3, 1' из них можно составить вентиль, сколь 
угодно близкий к 

ei(n:A+t'3B) ИЛИ е ---y[A,BJ _ (6.86) 

Таким образом, <<1\Остижимые» преобразования образуют замкнуtую 
алгебру Ли. Мы говорим, что U = eiA генерируется nреобра.>Jовани
ем А; тогда если А и В являются типичными генераторами ДОС'fижи

мых преобра.1ований, 10 .этим же свойством об.ilадают их вещественные 

.:l:Инейные комбинации и (умноженный на i) коммутатор. 

Снача.·:ш заметим, что 

СледоватеЛI.IIО, :Iюбос прсобразование ci(cxA+J3B) достижимо, сели та
ковыми являются ei.aAfn и ei.ВB/n. Более того. 

lirп (f~iB/ Vne-iAf-.Jii,e -i-B/ y'ii.eiAj ..j"il) n 
n- ><:ю 

= lim [1-l(AB -ВА)]п = е-[А,в', (6.88) 
n-->oo n 

так что е- [A,Bj также достижимо. 

Применяя результаты (1), (2) и (3), можно наказать, что типичный 
двухкубитовый вентиль является универсальным. 

1. Вентидь Дойча. Первым, обраnшmим внимание на существова
nие уииверсальноrо квантового вентиля, был Дэвид Доifч (1989г.). Трехку

биrовый универсальный вентиль Дойча является квантовым кузеном вен
тиля Тоффоли. Это дважды кошршшруемое R-прсобразование 
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которое применяет R к третье~ кубиту. если два первых имеют значение, 
равное единице; в противном случае-- действует тривиально. Здесь 

(6.89) 

представляет, с точностыо до фазы, поворот на е вокруг оси х, г~с (} неi<О
торый песоизмеримый с п угод. 

п-ая степень вентиля Дойча представляет собой Дllажды I<Онтро;:шруе

мое Rn. В частности, R 4 = R.(48), так что вес однокубитовыс преобра
зования, генерируемые и х• достигаются целыми степенями R. Более того, 
его ( 4n + 1 )-ой степенью является преобразование 

. [ (4n+1)8 . . (4n+1)(}] 
-z cos 

2 
+zихsш 

2 
, (6.90) 

сколь угодно б.:1изкое к их· С~1едовательно, венmль Тоффо;rи достигается 

целыУи степенями вентиля Дойча, то есть вентидь Дойча является универ

сальным для классических вычислений. 

Действуя на трехкубитоRый вычислиrелъиый базис 

{ IOOO), IOOJ), 1010), IOJI), 1100), 1101). 1110), IШ) }, 

1·енсратор венти.;IЯ Дойча переставляст два его носледних злемента: 

1110) ..... IШ). 

Изобразим эту 8 х 8-матрицу как 

(о-х)в7= (01 О) 
~· 

(6.91) 

(6.92) 

(6.93) 

С помощью вентиля Тоффоли можно выполнить перестаковку JJюбых этих 

восьми элементов. в частности, д..т1я любых т и n 

Р = (6m)(7n). (6.94) 

Следовательно, нам доступно любое преобразо11анис, 1·снерирусмое 

P(o-x)67p-l ~ (tтxJmn· (6.95) 
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Более того, 

[(ux)sc.(tт,)s1] = [(~ ~ g), (g g ~)] ~ ( g g ~) =i(uy)57· 
о о о о 1 о -1 п о 

(6.96) 
Аналогично мы можем реализовать любое унитарное нрсобразование. ге-

нерируемое (и у Jmn. Наi<Dнец, 
(6.97) 

Следовательно, нам достунно любое преобразование, п~нсрируемое линей

ной комбинацией матриц (и,,у,,)тп· Они образуют линейную оболочку ал
гебры Ли SU (8), следовательно, мы можем генерировать любое трех куби
товое унитарное ареобразование (за искточением несупJ,ествснной общей 

фа-1ы). 

Вспомним теперь, ч1u мы уже обнаружили, что, комбинируя трехби

твые вентили Тоффоли, можно построить п-битовый вентиль Тоффоли. 

Схема -----.------
--t------+---

/0) -!!t-г4--

-- -dl---
ис1Ю~rь..1ует один вспомогательный бит, чтобы построить четырехбитовый 

вентиль Дойча (трижды контролируемое R) из одного трехбитового венти
JIЯ Дойча и двух трехбиrовых вентилей Тоффоли. Аналогичная схема ре
ализует п-битовый вентиль Дойча из одного трехбитового вентиля Дойча 

и двух n - 1-битовых вентилей Тоффоли. Кщь скоро мы имеем п-биrовый 

вентиль Дойча, а также универсальное классическое вычисление, точно те 

же аргументы, что и выше. показывают. что можно реалнзовагъ любое пре

обраювание из SU(2n). 

2. Универсальные двухкубп"Говые вентили. Мы нщ~ели, что для 

универсальности Юiассических обратимых вычислений необходимы трех

битовые универсальные вентили. Однако в кванrовых вычислениях ока
зываются адекватными двухкубитовые вентили. Поскольку мы уже знаем. 

что вентиль Дойча универса.тен, мы можем установить это. показав, что он 

может быть образован комбинацией двухкубитовых вентилей. 
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Фактически, если 

обозначает вентилъ контролируемое U (унитарное 2 х 2-nреобразование U 
применяется ко второму кубиту, если первый имеет значение, равное едини
це; в противном случае вентиль действует тривиально), то RCJП1f.JIЬ дважды 

контролируемое U получается с помощью схемы 

х 

у 

Степенью U, примснсшюй к третьему кубшу, является 

у- (х EIJ у)+ :с- х +у- (х +у- 2ху) = 2ху. (6.98) 

Следовательно, вентиль Дойча можно построить из вентилей контралируе
мот U, контролирусмОIО u-J и контро;шруемоrо 'NOT, где 

., . ( ) u~ ~ ->.Rx 8 : (6.99) 

мы можем Rыбрать 

(6.100) 

Так как положительные степени U сколь уmдно б,;шзко приближакrrся к С1' х 
и u- 1, то вентиль Дойча можно сконструировать и:1 одного ~wшь кон
тролироуемого U. Следовательно, при иррациона.ньном 8j1r контролиру-

емое e-i1ri4 Rx (~) само по себе является универсальным вентилем. 
(Заметим, что приведеиная выше конструкция показывает, что, несмот

ря на то, что мы не можем ностроить вентиль Тоффо.1и из К.'lассичсских 

днухбитовых обратимых вентилей, его можно сконструировать из коюро

лируемого «квадратного корня из NOT», ro есть контролируемопJ U, квад
рат котороrо U 2 ~а,.) 
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3. Тиnичные двухбитовые вентили. Итак, мы нашли :конкретные 
двухбитовые вентшш (контролируемые повороты), являющиеся уиивер
са.1Ьными. Следовательно, д.1я универсальности вполне достаточно, сели 

мы можем строить ruютные в И ( 4) нреобрюования, ,тействующие на пары 
кубитов. 

Однако на самом деле достаточно JIIOбoro тиничного двухкубитового 

венти;rя, чтобы генерировать все прсобрюования из И(4). Как мы видели, 
если е'А - типичный злемент И ( 4 ), то можно реализовать любое нреоб
ра.~ование, r·енерирусмое А. Более ·roro, можно реализовать любые преоб
рюования, rенерируемые элементом минимальной ат-ебры Ли, содержа

щей А и 

где 1' - перестановка (\01) 
и выходов. 

D=PAP- 1, 

+-> \10) ), получаемая переключением 
(6.101) 
входов 

Рассмотрим теперь общее преобрюование А [рюложенное в ба.1исе ал
гебры Ли U(,l)], а также рассмотрим конкретную схему построения 16-ти 
::шементов а.ш"Сбры Ли путем посдсдопательных коммутаций исходя из А 

и В. Конструируемые таким образом .элементы .-:rинсйно независимы [а от

сю;\а с01едует, что любое преобрюование в U(4) достижимо], если опреде
;-штель конкретной 16 х 16-матрицы не равен нуmо. ЕсJШ этот определитель 
не обращается в нуль тождественно, то его нули появляются rолъко на под~ 

многообразии меры нуль. Фактически мы можем выбрать, допустим, 

А=(аl+fо-х+"У<Ту)2з (6.102) 

(rтри нссоизмсримых о:) ,6, r) и с помощью явных вычислений показать. что 
действитет>нО, начиная с А и В, последовательными коммутациями мож

но генерировать всю 16-мериую алгебру Ли. Следовательно, мы приходвм 

к заключению, что неуспех генерирования всей алгебры И(4) нетипичен, 
и обнаруживаем, что почти вес днухкубиrовые вентюш универсальны. 

4. Другие достаточные наборы вентилей, Очевидно также, что 

универсальные квантовые вычисления можно реализоваu. с nомощью на~ 

бора вентилей, состоящих из классических мноrокубиwвых и квантовых 

однокубитuвых вентилей. Наnример, можно увидеn~, что универса,;Тhный 

набор образуется венте;Iем XOR, комбинируемым с однокубитовымн вен
тилями. Рассмотрим схему 

х 
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применяющую ко второму кубпту прсобра.1ование АВС , если х = О, 

и Аи хВО' хС, если х = 1. Если мы можем nодобрать такие А, В, С, что 

АВС = 1, 

AuxBuxC = U, 
(6.103) 

тогда эта схема функционирует как вен111ЛЪ контро,тируемое U. Факти
чески ддя любого унитарного U с единичным Определитедем существу

ют унитарные 2 х 2-прсобразовання А, В, С с такими свойствами (как 
вы покажете в упражнении). 0Iсдоватсльно, XOR в совокупности с про
извольными однокубитовыми преобразованиями образуют универсапьный 
набор. Конечно, двух типичных (некоммутирующих) однокубитовых ире
образований достаточно, чтобы добиться чего угодно. В действительности 

с помощью XOR-a и единственNого типичноrо однокубитового поворота 
мы можем построить второй однокубитовый поворо1; не коммутирующий 
с первым. Таким образом, XOR вместе со всего лишь одним однокубито
вым вентилем образует увиверсальный набор вентилей. 

Если мы сJюсобны реализовать вентиль Тоффоли, тоrда д;Jя универ
сальных вычислений достаточно даже некоторых нетипичпых одпокубито
вых преобразований. Например (еще одно упражнение), вентиль Тоффоли 

совместно с поворотами на "/2 вокруг осей х и z представляет собой уни
версальный набор. 

5. Точность. Наше обсуждение универсальности сфокусирова.~ось 

на достижимости. оставив без внимания сложность. Мы всего лишь уста

новили, что можем пос·1роить квантовую схему, сколь утодно близкую к 

требуемому элементу из И ( 2n), и о не рассмотрели размер необходимой нам 
схемы. Однако с 1uчки зрения теории квантовой сложности универса..'!Ь

ность очень важна, поскольку она означает, что с нриемлемой точностью 
и разумным замедпением одm1 квантоный компьютер может модеШiровать 

друтой. 

В действительности до сих пор мы были не очень точны: в вонросе 
о том, что означает для одного унитарного преобразования быть «бнизким» 

к другому; для этого следует определить топологию. Одна возможность 

представляет собой исnользование rой же нормы, что и в предыдущем об

суж,1ении точности. Тогда расстоянием между матрица"и U н W явля

ется IIU - Wll. Еще одна естественная топалогня связана с внутренним 
произведением 

(WIU) = tr wtu (6.104) 
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(если U и W являi-отся N х N -матриuами. то это в точности обычное внуr
рею-Jее произведение И CN

2
, В КОТОром U рассматривается как ~7V2 -компо

НСНТПЫЙ вектор). Тогда мы можем опредеJПiть квадрат расстояния между 

матрицами как 

IIU- Wll' = (U- W/U- W). (6. 105) 

.д;ля анализа сложности подходит нрактически любая разумная топология. 

Решающим моментом является то, что, имея любой универсальный 

набор венпшей, мы можем подойти на расстояние Е к любому же..чаемому 

преобразованию, действующему на фиксированное количество кубитов, ис

пользуя квантовую схему, размер которой ограничен сверху полиномиаль

но по t- 1. Следовательно, один универсальный кванrовый компьютер мо
жет моделировать друтой с точностью Е и не хуже, ч-ем с полиномиальным 
по t:- 1 фактором замедления. Теперь нам уже понятно: чтобы иметь высо
кую вероятность получения правильного ответа при выпо!шении квантовой 

схемы размера Т, необходимо обеснеч:ить выполнение каждого кванrового 
вен1ЮlЯ с точностью порядка т- 1 . Следовательно, если вы имеете семей
ство квантовых схем полиномиашJноrо размера, которые выпо .. 1няет ваш 
квантовый компьютер, 10 я. могу изобрести семейство схем поJUiномиаль

нот"О размера, коrорые выполняет моя машина и с приемлемой точностыо 

эмупирует вашу. 

Почему схема poly(c 1 )-рюмера цожет досшчь данного k-кубитового 
преобразовання U в пределах расстояния Е? Мы знаем, например, что поло
жительные ценые степени типичного k-кубитовоrо eiA ШIО'IНЫ на 2k-mpe 
{ еiЛА}. Область тора в пределах расстояния Е до любой заданной rочки 

имеет объем порядка 6
2

"'. Следоватет.но, с помощью (eiA)n rrpи нското-
"' ром целом n порядка Е-~ мы можем асимптотичес:ки (при достаточно ма-

лом Е) достичь любого преобразования { ei>.A} с точностт,ю не хуже Е. Нам 
также известно! что, испо.1ьзуя схемы фиксированного размера (независи

мого от Е), мы можем получить преобразовання { е'А. }, ще Аа образуют 
линейную оболочху полной алгебры Ли И(2•). Тогда тахже с полиноми

альной сходимостью мы можем аппроксимировать шобое ехр ( i Е о: а А а), 
а 

как в уравнении (6.87). 
В принциле мы способны добиться гораздо лучшего результа:rа, дости

гая желаемого k-кубитового унитарного преобразования с точностью не ху
же Е с помощью только poly ( Iog(' ··· 1)) квантовых вентилей. Так как коли
чество схем размера Т, которые мы можем построить, действуя на k куби
тов, ')ксш.шенциал:ьно по 1'. а схемы заполняют[) (2k) примерно однородно, 
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то до.-:тжна существовать схема размера Т, достигающая в t1peдeJ1ax расстоя
ния порядка е т любой точки в U(2k). Однако зrо можетоказаться трудной 
вычислите;1ьной задачей - классическим способом разработать схему, экс

поненциально близко подходящую к унитарному преобра:юваиию, которого 

мы пытаемся достичь. Поэmму бьmо бы нечестно опираться на зту более 

эффективную конструкцию в асимптотическом анализе квантовой сложно

сти. 

6.3. Некоторые квантовые алгоритмы 

Хотя мы по-прежнему не н состоянии показать, что ВР Р f BQ Р, 
существует три подхода, коrорым можно последовать, чюбы н.·'lучить 

различия между возможностями классических и квантовых компьюте

ров. 

(1) Неэкспоненциалъное ускорение. Мы можем найти кванmвые алго
ритмы, которые заметно быстрее лучших классических_ а.1горитмов, 

по не экспопенциально быстрее. Эrи аш'Оритмы не проливают свет на 

общеприНЯJУЮ классификапию сложности. Но orrn демонстрируют ха
рактер разделения между задачами, которые могут выполнять клас

сические и квантовые компьютеры. Ilримср: гроверовское квантовое 

ускорение поиска в неструктурированной базе данных. 

(2) «Релятивизированвое» эксповсвциальвое ускорение. Мы можем 
рассмотреть проблему анал~а содержимого «квантового черно!П ящи

ка>>. Ящик выпо;шяет а pn·on неизвестное унитарное преобразованис. 
Мы можем приплuвить для него входные данные и измерить СП) ре

зультат; наша задача - определить, что /'Слает ящик. Оказывается воз
можным доказать, что существуют кванmвые ящики (специалисты по 

теории вычислений называют их оракуЛами 1 ), обладающие следую
щим свойством: за1ружая ящик квантовыми суперпозициями, мо:жно 

у:шать, что находится внутри него, с эк.споненцuаJtьным ускорением по 

сравнению с тем, как много .времени приптось бы потратить, ccJrn бы 
нам были разрешены только классические входные данные. Специа
лист по теории вычислений ска:зал бы, чrо ВРР 1- BQP «относи
тельно оракула>>. Пример: саймоновское экспоненциалыюе квантовое 
ускорение отыскания периода функции <<2 в 1>>. 

1 Термин «Оракул» означает, чrо ящик отве•1ает на воnрос lieмf'iJишю; то есть время, за
трачивае"-юе па его рабо1)', не включается в анализ сложности. 
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(3) ЭкспонепцnЗJJьпое ускорение д.тя «nо-видимому» трудных задач. 
Мы може;м продс:монС1рИJХ)Вать квантовый а.lПUритм, решающий в те

чение полиномиальною времени задачу, которая с Юlассической точки 

зрения выглядит сложной, то сстъ сер1.езно подозревается (хотя и не 

;~оказано), что 'та задача не нринадлежит ВРР. Пример: алгоритм 
факгорюации Шара. 

1. Проблема Дойча. Мы обсудим "римеры из всех трех 1/ОДХО· 
дов. Но 1\ЛЯ нача.тrа разомнемся, вспомнив пример простого квантового 

алгоритма, который нреднарите.1ьно обсуждался в разделе 1.5: алоритм 
Дойча для различения между постоянной и сбалансированной фунщиями 

f: {0, 1} __, {0, 1}. Наи предоставлен квантовый черный ящик, вычисJIЯЮ· 
щий f ( х); то есть приводящий в 11ействие 1\ВухкубитоJЮе унитарное прсоб-
разование 

(6.106) 

которое инвертируетвторой кубит, если !(первый кубит) ~ 1. Наша:~адача 
состоит в том, чтобы определить, выполняется ли f(O) = !(1). Если мы 
ограничены <<классическими>> входными .~анными [О) и [1), то, чтобы полу
чиiъ ответ, нам необходимо обратип~ся к ящику l(важ)\ы (х ___; О их - 1). 
По если нам позволено ввести коп~рснтную сунерпозицию этих щшассиче

ских» состояний, m достаточно одного раза. 
Квантоnой схемой, решающей эту проблему ( обсуждавшуюся в разде

ле 1.5), является 

[О) 1 н]- l{н} Н3мерсние 

[1)~~ .. ~·-·-
Здес~о Н обошачает преобразова:ние Адамара 

ИJIИ 

н : [х) -> _1 .L:< -1)XYfy) 
J2y 

Н [О) __, ~([О) f [1)), 

[1) -> ~([О) -[1)); 

(6.1 07) 

(6.108) 
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то есть Н представляет собой 2 х 2-матрицу 

Схема иреобразует вход JO)I1) в 

IO)I1) -< ~(JO) + 11))(10) -11)) 

_. H(-1)/(o)IO) + (-1)!(1)Jl)](Jo) -11)) 

_. Н [r -t)f(O) + r -1)/(1)] Jo) 

+ [(-1)f(O)- (-1)f(l)] ll)} ~(JO) -11)). 

(6.!09) 

(6.110) 

Тогда при измерении первого кубита с вероятностью единица будет поду

чен результат JO), если f(O) = f(1) (постоянная функция), и с вероятностью 
единнпа- резупътат 11), есJШ f(O) т f(J) (сбалансированная функция). 

Квантовый компьюrер обпадает иреимуществом пере}{ классическим 

компьютером, поскольку он может привлечь квантовый парамелизм. 

Так как мы вводим суперпозицию состояний IO) и J1), выход чувствите
лен к обоим значениям J(O) и !(1), даже сели мы обратилпсь к ящику 
только один раз. 

2. ПРQбJiема Дойча-Йожы. Рассмотрим теперь некоmрые обобще
ния проблемы Дойча. По-прежнему будем предполагать, что нам нужно 

ана,.;жзироватъ квантовый черный ящик («квантовый оракул»). Но в надеж
.~е улнать что-нибудь о сложности мы будем представлять, что имеем се

мейство черных ящиков с персменным размером входа. Нас интересует, 

как время, необходимое для определения того, что происходит внутри ящи
ка, зависит от размера входа (где «время» изм~ряется тем, сколько раз мы 

обращаемся к ящику с вопросом). 

В задаче Дойча-Йожы нам предоставлен квантовый черный ящик, 
коmрый вычиспяет функцию, преобразуя n битов в один: 

J : {0,1}n -< {0,] }, (6.ll\) 

причем у нас есть все основания полагать, что f- постоянная [J(x) = с 
для всех х] и:ш сбалансированная [f(x) ~О дпя ровно половины возмож
ных значений входа]. Мы должны решить проблему принятия решения: 

является ли f постоянной иJШ сбалансированной? 
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Фактически, используя '!)' же схему, что и ддя решения проблемы Дой

ча (по с х, расширенным от одного до n битов), мы также можем решить 
и Э'!)' проблему, обращаясь к ящику только один раз. Заметим, что если n 
вснпшей Адамара нараJшельно применяются к n кубитам 

(6.112) 

то п~кубитовое состояние преобразуется как 

(6.113) 

где х, у представляют п-битовые строки, ах· у обозначает побиттюе AND 
(или скалярное произведение по модуню два): 

(6.114) 

Действуя на вхо11 (IO) )"11), схема преобразует его следующим образом: 

(6.115) 

Теперь вычислим сумму 

2n-1 

2
1" L (-J)f(x)(-l)xy. 

х=О 

(6.116) 

Есди f - постоянная функция, то эта сумма равна 

(6.117) 
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она обращается в ну.~ь. за искJrючепием случая, когда у ::____ О. Следовательно, 
при измерении п-битового выходного регистра с вероятностью единица бу

дет нолучен результат IY =О) ~ (10) )".Но если функция f сбалансирована, 
то при у - О сумма ( 6.116) становится равной 

2"-1 

2~ L ( -1)f(x) =О 
х=О 

(6.118) 

[поско,ты<у пOJIOIIинa слагаемых равны ( 1 1), а друтая половина - ( -1)]. 
Следовательно, вероятностr, получения результата измерения IY = О) равна 
нулю. 

Мы приходим к выводу, что квантовому оракулу достаточно одно1'0 во

проса, чтобы со LOO% уверенностью раз.1нчить постоянную и сбалансиро
ванную функции. Результат измерения у =О означает, что f - постоянi-шя, 
любой друr ой результат сбалансированная. 

Итак, квантовое вычисление изящно решает эту задачу, но действи

тельно ли это трудная проблема с К.lассической rочки зрения? Ограничи

ваясь вводом классических состояний lx), "ы можем задаватr, вонрос ора
кулу неолнократно, всякий раз выбирая вrюд х случайным образом (без 
возврата). Как то:rыrо будут получены различные ответы на два ра1лнчных 

вопроса, "ы определим, что функция сбалансирована (не постоянная). Но 
ecJrи функция фактически является постоянной, мы не будем уверены в том, 

что это действите.::Iьно так, ло тех пор нока не предложим 2n-l + 1 вопро
сов, получая всякий раз один и тот же ответ. В противоположв.ость этому 

квантовое вычисление дает определенный ответ всего лишь в один при

ем. В этом смысле (ec;m мы требуем абсолютной определенности) класси
ческое вычисление требует экспоненциального по n количества вопросов, 
тогда как квантовое вычисление - nет, следовательно, можно говорить об 

экспоненциальном усюорении. 

Но может быть неразумно требовать абсоиютной определенности от 

классического вычисSiсния (в частности, так как любой реальный компью

тер подвержен ошибка..м, то и квантовый комнъютер также будет не спо
собен достигать абсолютной надежности). !{опустим, что нас Уi\ОВЛетворя

ет предпо,;:южение о сбалансированности или постоянстве с вероятностью 

успеха 

P(success) > 1-Е. (6.119) 

Если функция действите:Jьно сбалансирована~ то верояпюсть получе
ния всякий раз одного и того же ответа на k заданных вопросов рав
на р- z-{k-l). Если пuслс получения одного и того же ответа k раз nод-



6.3. НЕКОТОРЫЕ КВАНТОВЫЕ АЛГОРИТМЫ 325 

ряд мы сделаем предnоложение, что функция постоянна, быстрый бейесов

ский анализ показывает, что верояnюсть тоm, чrо наша догадка ошибочна. 

равна k 
1 (в предположении, что сбанансиронанность и постоянство 

2 -l -1 1 

а priori равноВероятны). Итак, если мы высказываем догадку после k во
просов, то вероятность ее ошибочности 

(6.120) 

Следовательно, мы можем досПfЧь нсрояпюсти успеха ] - е при t.:- 1 = 

= 2k 1(2k-J + 1) юи при k ~ ~ log ~·А так как экспоненциально высокая 
вероятность успеха досrnгается с помощью пошшомиадьного количества 

повыток, то на самом деле незаконно говорить, что проблема является труд
ной. 

3. Задача Бернштейна-Вазирави. Точно такая же схема может 
быть использована ,д.'IЯ решения другого варанта задачи Дойча-Йожы. 
Предположим. что наш квантоный черный ящик вычисляет одну из функ

ций fa, 1ДС 
fa(x) =а-х, (6.121) 

а а представляет собой n-биrовую строку. Наше задача - опредеJШть а. 

Квантовый алгоритм может с определенностью решить зrу задачу, но
лучив только один (п-кубитовый) квантовый вопрос. Для этой конкреnюй 

функции квантовое состояние в уравнении (6.115) имеет вид 

2n.~12"-1 

2~ I: I: (-l)"x(-l)"Yiy). (6.122) 
х==О у=О 

Но фактически 
2n~l 

_!_ "'(~1)" "(~!)"'"--о 2n L а,у' (6.123) 
х=О 

то есть этим сосrоянием ЯRЛЯется )а). Мы можем выполнить схему один раз 
и измерить а-кубитовый регистр, обнаружив с вероятностью единшщ n-би
rовую строку а. 

Если разрешены то:n.:ко к.rасснческие вопросы, то на;каждый из них 

мы no::ryчae" rолько один бит информации и для определения значения а 
требуется n вопросов. Следовательно, мы имеем четкую границу меж
ду квантовой и классической сложностью задачи. Правда, этот пример не 
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вскрывает соотношения vtCЖ/~Y RP Р н HQ Р, носкшrr.ку классическая '~ада
чане является трудной. Количссrnо вопросов, необходимых с к.гшссической 

точки зрения, всего лишь линейно, а не экспtтенциа.;н,но но рю.меру входа. 

4. Задача Саймона. Бернштейну и Ба:;ирани упалось сфор,."риро· 
вать вариант nре,цыдущей 3адачи. который является классически труJ.

ным, и, таким образом, впервые установить «релятиюпированную» гра

ницу между квантоной и классической СJЮжностr~ю . .М:ы найдем более rю
учительны~ рассмотреть более простой пример, нескоJrько rю·щвсс прС!'(.Ю

женный Даниэлем Саймоном. 

Снова нам предоставлен квантовый черный ящик, и на этот раз ~ы уве
рены в том, что он вычис:IЯСТ функцию «2 в 1» 

f {0.1}" __, {0, 1}". (6 124) 

Бо:rсс того, функrщя имеет период. определяемый п-битовой строкой а~ то 
есть 

J(.c) = f(y), если у=";+ а, (б 125) 

где tD- побитовая ХОR-операuия. [То се rь а является нсрио.::J.ом, если мы 
рассматрнвас'Vf ::с принимающи.м значения из (Z:2 )77

• а пс и.з Z:". 1] ')то вес. 

что нам и.1вестпо об .Г. Наша за,:.(ача ·- опре.:з;е:тить 1начсние а. 
Эта задача ютассически тр_\,дн.ая. Нам необходи:мо обратиться к ора

кулу :1кспонсiщиально бо;1ьшос количество раз. чтобы иметь какую-нибудь 

разумную вероятность онрсде .. 1епия а. Мы ничего не узнаем, пока ню .. f не 
повезет выбрать два вопроса х и у, кторые случайно окажутся удовлетво

ряющими х·Г:а =у. Допустим, напрю.fер, что мы ныбираем 2n/.J вопросов. ,, 
Количество пар вопросов меныrrс ЧС~f (2n/-l)~, и д.ая каждой иары {:г, у} 

вероятность тон>, что х Е& а. = у, равна 2 п. С1едтштслыю. вероятносл, 

успешного отыскания а меньше, чем 

(6.126) 

даже нри ')кспонснциалт,но большом :количестве вопросов веронгность 

успеха :жспоненциально мала. 

Если угодно, эту зцачу можно сформулировать как про6,1ему приня· 

тия решения: функция f является и;Iн о,цно-одно1начной (1 в 1), н.ш оrоб
ражает два в од.ю (2 в 1) с некоторым случайно выбранным периол.ом а: 

1(Z2)n -группа, з.:Jе.\1СН"Пt.\Ш которой являются дB,)П'JHr.r<:: строки ,l.щны п. ГpytJIJOJJilЯ 
анерация предстакntет собой nо6нто~mе сложение n1.1 моду.1ю 2. Z 2 .• - 1pymra оста.тков ol 
сложения па моду:1ю 2п. - Прю1 рi!д 



6.3. HF·кororьrr 1\RAHTOBЬIE л_'IНН'ИТ.\1ЬI 327 

обе 'Ни l3lУ~:vюжнос 1·и И>v1t:IOT аnриорные нерояпюсш J /'2. llaч ну:;кно опрс
,....(е,тип., являсi'СЯ :ти функтн-тя 1 в 1 и.ти '!в 1. ТОI>щ нос.1с :2';'·1 классических 

воrтросов не рою ность коррсК1rюй доrа.'lки Уоlонле гворяет нсравенстн.у 

(6.127) 

и не у;шляется от l/2 при бо.1ьших значсшн1х n. 

Но д,1я квантовых вопросов пробнс~tа 5Ш.lястся щюс·rой! Исно:.Jиуе

'\13Я паыи схе:\13~ по существу) та же. что и выше, но rеперт. оба репrстра 

расншрены до n кубитов. :у{ы готовим равновзвешенную сунер1ю·нщию 

всех п-fiнтовых строк (i~Сйствуя на IO) преобrа:н_1вание).\ Н'~ 11 .!), а за1·ем об
ращаежя к оракулу: 

(

'"-1 ) 

и1 : ~ l:r) IO) 

'] .-. -- l 

L lг)lf(:т)) 
J=IJ 

(6.128) 

Теперь мы Н.1Л-tерясм второй рсп-rстр. (Этот '1ТШI на са:vю_\1 деле не об}па

те.сrен, но Jдя }!С н ости И1!JОжепия я вк.1ючаю его сюда.) Ре·3уJ1ы а·10_\1 И1-

мсрения ЯВJтяе·Iся ·зю1чснис, с.лучайно выбраннос из 21
' 

1 раннонсроя1ных 
лычсний .f'(.c). ДОllуt:·нш, pL":iy.Jьн:tтo\1 нв.IЯСТОI /(гr,)- Топ~а, поско.1r.ку оба 
·шачетrия. :r(1 и .г,, :_1 а, н то;-ll,к:о они отображаются функцией I на f(:г,_)). мы 
ириготонили состояние 

В IICpB0'\1 perИC"IJ)C. 

-1, ().с,,) + lт,1 'Р а)) 
/') v-

(6.129) 

Тенсрь мы хотиr.-t изв.1счь некоторунJ информаr{ию относитеш~но а, 

Очевилно, что на :)ТОм этане было бы беспо;rезно и·змерять репrс·1р (в вы
числительпо.\1 ба'3исе). Мы получJПИ бы результат ::r0 иди ;·0 '}:1 а с вероят

носты-о 1/2 каждый. но ни тот. ни .J.PYI'OЙ ничего не сказал бы о зн:ачении а. 
Но нредставим теперь, что нспосреJ{Ствснно перед измерением мы 

примени.·ш к рсгнс1ру преобразонанис А;щ:мара н Сп): 

Hl"i 1 (IJ.·,,; + IJ·п s а)!~ 
v.:L 

'2''- 1 

L [(-IJ''· (-1)''•+"''11v 1 

1j Г) 

1 ,~(-l'"''lv'. 
?(n-l)/2 L- 1 1 

- п у=С1 

(6.130) 
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Если а . у = 1, то слагаемые в коэффициенте перед IY) интсрфериру
ют деструктивно. Следовательно, о сумме по :q выживают rолько состоя
ния с а · у = О. Тогда результатом измерения является случайным обра
зом выбранное WJ всех возможных значений у, поЯВ.:lЯЮщихся с вероятно

стью 2- (n--l), таких, что а· у= О. 
Мы многокраТFIО повторяем этот алгоритм, получая всякий раз еще 

одно значение у, удовлетворяющее а . у = О. Кпк только мы найдем n 
таких линейно независимых значений {у1 , у2 , у3 , ... Yn} [то есть линейно 
независимых над (Z2 )n], мы можем решить уравнения 

Yl. а= О, 

У?. ·а=О, 

Yn. а=- О, 

(6.131) 

чтобы определить единственное значение а, и, таки:.\f образом, решить но

СШIIЛСнную задачу. Нетрудно видеть, что с помошью О( n) повторений 
мы можем достичь верояmости успеха, зкспоненrщалъно бmвкой к еди
нице. 

Итак, наконец-то мы нanurn nример задачи, которую можно решить 

за полиномиальное время, используя кванrовые суnернозиции д.ая данно

го частного типа оракула, тогда как если ограничиn~ся :к.,--шссичсскими во

просами, то для этого потребуется .экспоненциальное время. Специа.,"'Iист 

по теории вычислений мог бы сказать: 

Сушсствует оракул, относительно кoroporo BQP 1- НР Р 

Заметим, что всякий раз, когда мы сравниваем юJассическую и кванто

вую сложность относительно оракула, мы рассматриваем юJЗiповый оракул 

(вопросами и ответами являютсЯ состояния в rильберовом nространстве), 
но с выделенным: ортонормированным базисом. Если мы предлагаем клас

сический вонрос (элемент выделенного базиса), то всегда подучаем клас
сический ответ (друrой элемент базиса). Проблема в том, можем ли мы 
достичь сушсственноrо ускорения, выбирая более общие, квантовые, во

просы. 

6,4. Квантовый поиск в базе данных 

Следующий алгоритм, который мы изучим, подобно алгоритму Сай

мона, также демонстрирует ускорение по отношению к тому, чcru мы мо-
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жем достичь с помощью классических. вычислений. Однако в противопо

ложность зкспопенциальному ускорению рещения задачи Саймона в этом 

с:~учас ускорение юлько квадрати<пю (кванmвое время растет как квадрат
ный кореш~ классического времени). Несмотря на зто, результат (открытый 
Л. J ровером) чрезвычайно интересен ввиду большой поj]езности этото ал
rоритма1. 

Рассматриваемая эвристически, проблема, к которой мы обратимся, 
выглядит так: мы столкнутt:сь с очень большой неструктурированной ба
зой данных, содержащей N >> 1 отдельных обье:ктоR, а нам необходимо 
локЗJШЗовать один конкретный объект, одним словом, найти иголку в стоге 
сена. С математической mчки зрения база данных представпена таблицей 
или функцией f (х) с х Е {О, 1, 2, ... N -1}. У!ы уиерены в том, что отдель
ная заnись а пояюяется в таблице пJ.'IЬКО один раз, ю есл. чю f ( х) = а 
топько при одном значении х. Проблема состоит в том, чтобы по данному а 
отыскать эm значение х. 

Ес:~и база данных подходящим образом структурирована, то поиск х 

прост. Возможно, кто-то бьш настолько любезен, что записал значения а 

в возрастающем порядке. Тогда мы можем найти х, просмотрев только 

log2 N отде:.~ьных затшсей в тaбJmue. Предпо.аожим, что N = 2n являет
ся степенью двойки. Мы сначала найдем f(x) при х .~ 2"-- 1 - 1 и нро
всрим, бош~ше ли f(x), чем а. Uсли да, то мы найдем следующее f при 
х ......: 2n·· 2 - 1 и так далее. С каждым RЗГ:Iядом на табJшцу мы вдвое со
кращаем количество кандидатов среди значений х, так чm достаточно n 
взг:IЯДов, чтобы нрошерстить все 2n рассортированных записей. Вы може
те использовать этот а.'П'Оритм, чтобы отыскать номер в те .. i1Сфонной книге 
Лос Анжслеса, поскольку в ней имена записаны в алфавитном порядке. 

Но донустим, что вы знаете чей-то номер телефона, и вы хотите узнать 

его имя. &ли у вас нет возможности заглянуть в обратный снравочник, ro 
процедура поиска буl(ет утомитещ,на. Ваши шансы таковы: вам придется 

проверить порядочное количество отдельных записей в телефонпой книге, 
прежде че:м вы наткнетесь на извесrnый вам номер. 

Фактически, есш1 N номеров записаны в случайном порядке, то вам 
необходимо просмотреть N /2 номерон, прежде чем с вероятностью Р = 
= 1/2 найти его номер (и, следовательно, его имя). Об11аруженное Граве
ром сосmит в том~ что если вы имеете квантовую телефонную книгу, то, 

обратившись к ней примерно то:IЬКО JN раз, вы можете с высокой вероят
ностыо узнать интересующее вас имя. 

Эта задача юже может быть сформулирована как проблема оракула 

1 
[ .. К. Grover, Quantum Mechanirд Help.f in Searching for а Needle in а Haysюck, Pbys. Rev. 

Lett., 79, 325-328 (1997); quant~ph/9706033. 
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или «черного ящика». В этом случае оракулом является телефонная кнИI·а 

или справочная табmща. Мы можем ввести имя (значение х), а оракул -
выдать нуль, ес;ш f(x) f а, шrи единицу, если f(x) =а. Наша задача
как можно быстрее найПI значение х, при коrором 

f(x) - а. (6.132) 

Почему эта проблема важна? Возможно, вы никогда не пытаJШСJ~ най
ти в телефонной книге имя, коюрое соответствует данно~tу номеру, но если 

бы это не бьmо так трудно, то вы, может быть, гораздо чаще пыта.1Ись бы 

дела1'ь это. Более широко метод быстрого поиска в неструктурированной 

базе данных можно было бы привлечь к решению любой 1адачи из N Р. 
Наmи~ оракулом может быть нодпроч>амма, которая опрашивает каждо

го потенuиального «свидетеля» у, коwрый потенциш1ьно мог бы нол;твер

дить решение проблемы. Например, если мы сташсиваемся с графом и на.\1 

необходи~о узнать, существует ли на нем гамилы'Оноп обхо.~~. мы можем 

представить обход норакУJIУ)>, а он - быстро ответить, яв.:rяется зтот об

ХОJ~ гамильтоновым и:ш нет. Если бы нам бьш JL1всстен быстрый способ 

спросить оракул обо всех возможных обходах, то мы бы;IИ бы способны 

эффекrивно найти гамиль тонов обход (сели он существует). 

6.4.1. Оракул 

Итак, «оракулом» кратко называюr подпрограмму, которая быстро вы

числяет функцию, чтобы проверить пред.1агаемое решение пробдемы при

Irятиsr решения, однако проJ~олжим рассматривать оракул абстрактно, как 

«черный ящию>. Оракул <<Знает», Ч1'0 из 2n возможных С1рОК длнны n одна 
(«помеченная» строка пли <<решение» w) особенная. ""'ы предлагаем ораку
лу вопрос х, а он сообщает нам или х = v..-•, ИJШ нет. Другими словами, он 
сообщает значение функцнn 

fw(x) =О, 
fw(x) = 1, 

х i "'· 
х = I.V. 

(6.133) 

Даже более того, это квантовый оракул, следовательно, он может отвечать 

на вонрuсы, прсдставляющие собой суперпозиции строк. Оракулом явдяет

ся квантовый черный ящик, выпо!IНЯющлй унитарное преобразование 

(6.134) 

где lx) - п-кубитовое состояние, а IY) - однокубиrовое состояние. 
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Как мы ВИZ{ели раньше в других контекстах, состояние одпокубито

ВОIО реmстра может быть выбрано равным fi<IO) - IJ) ), так что оракул 
действует как 

v 1, : lx) }z<IO) -11)) 

--> (-1)t_(x)lx)-1 (IO)- Jl)). 
"12 

Тепер1. мы можем иmорировать второй регистр и по:I)'ЧИТЬ 

или 

(6.135) 

(6.136) 

(6.137) 

Оракул обращает знак состояния lw), но на шобое другое состояние! орто
гональное lш), действует тривиально. Зто иреобразование имеет простую 
Jеометрическую интерпретацию. Действуя на любой вектор в 2" -мерном 
rп . ..-тьбертовом пространстве, U _.; отражает его в пшернпоскости, перпен
дикулярной 1«~) (он сохраняет кuмпонснты в rинерн.ооскuсти и обращает 
компоненту вдонь lш)). 

Мы знаем, что оракул выпо.ill!Яет зrо отражение для нею)Торого частно

~-о состояния нычис:::штсльного базиса lu..:), но а priori нам ничеJ'О не и.звсст
но опюсите:rьно значения строки I.JJ. Наша :mдача - обращаяс1. к оракулу 

минималыше кол11чество ра·1, опрс,1елить w с :максима.1Ьной вероятносn.ю. 

6.4.2. Итерация Гровера 

В качестве первого шага при1отовим сосrояние 

N-1 

is) = _J L lx). 
,fN '"~о 

(6.138) 

Равновзвешенная сунсрнозиция всех состояний вычислительного базиса 

может быть :rerкo nО~'I}'Чена при:менением преобразооания Адамара к каж-

1\Ому кубиту начального состояния lx = О). Xon~ нам не и:Jвестпо значе
ние l..tJ, мы знаем, что li.tJ) Яll!Яется состоянием из вычис.;штсльноrо базиса, 
так Ч1U незанисимо от значения u.J 

l(«.•ls)l = - 1-. 
,fN 

(6.139) 
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12сли бы мы измерили состояние ls), проецируя его иа вычислительный ба
зис, то мы «нашлю> бы маркированное состояние lc,;), с вероятностью, рав
ной всего лишь 1/N. Однако, следуя алгоритму Гровера, мы можем много
кратно итерировать преобразование, повышая амплитуду вероятности неиз

вестного искомого состояния lw) и одновременllо подавляя амплитуды всех 
ненужных состояний lx oJ с,;). Сконструируем эту итерацию Гравера, ком
бинируя выполняемое оракулом неизвестное отражение U w с известным 
отражением, которое мы можем выполнить сами. Этим известным отраже

нием является преобразование 

U, = 2ls)(sl-l, (6.140) 

которое сохраняет ls), ио обращает знак ;nобого векюра, ортопшально
го ls). Геометрически, действуя на произвольвый вектор, оно сохраняет его 
компоненту вдоль ls) н обрашает знаки компонент в шпсрплоскости, орто
гональной 1 s). 

Ниже мы вернемся к проблеме построения схемы, выполняющей U s; 
а пока ШIШЬ прс;щоложим, что можем эффективно выполнять U 

8
• 

Одна итерация Гровера представляет собой унитарное иреобразование 

Rgrov---,- UsUw, (6.141) 

в котором наше отражение следует за вопросом оракулу. Рассмотрим, 

как Rgcov действует в плоскости, натянутой на векторы lw) и ls). Проще 
всего понять это действие, представив его геометрически. Вспомним, что 

l(wls)l = )и= siл В, (6.142) 

так что ls) лежит • nлоскости, натЯнутой на ортогональные веnоры lw) 
и l:.>j_), и наклонен к последнему из них под утлом В. В этой плоскости Uw 
отражает вектор относительно оси lwl), а U, - относительно оси ls). Сов
местно два этих отражения поворачивают вектор на угол 28: 

U,oИw ~ 28. 

Тш·да итерация Гровера является ничем иным. как новоротам на угол 20 
в плоскости, определяемой векторами ls) и 1"-'). 

6.4.3. Поиск одного из четырех 

Предположим, например, что в базе данных N ~ 4 объекта, среди 
:которых один маркированный. С помощью классических вопросов марки

рованный объект может быть найден с 1-го, 2-го, 3-го шш 4-го раза; в сред

нем для достижения цели необходимо 2~ вопроса, а в худшем случае -
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четыре 1 Но так как нiн е - Jп ~ ! , то е ~ зоа, 2е = 60° и, следова

тельно, ПOCJIC итерации Гровера ls) понорачивается в направ.."Iении, перпен
ликулярном lw 1 

) , то есть вдоль оси lw). Теперь измерение, просцирующее 
на вычислитепьный базис, с полной определетюстью дает результат I(A)). 
Достаточно всего одн01u кван·mвоп) вопроса. чтобы найти маркированное 
сосmяние, заметное у.rучшение по сравнению с классическим с.пуч:аем. 

Иногда полезно альтернативнос представление итерации Гровера как 

«инверсии относите~1ьно среднего». Ес.JШ ра.1:Iожи1ъ состояние )'tl-·) в вы
чисJ 1ительном базисе 

(6.143) 
.т 

то его внуrреннее произведение с ls) ~ - 1- L lx) можно представить в ви
..;N х 

де 

(6.144) 

где 

(n)- J~ L>x (б.145) 

:с 

-средняя амшюуда. Тогда применение U, ~ 2ls}(sl- 1 к I·Ф) дает 

(6.146) 
х 

ам1mитуды иреобразуются как 

U 8 : ах - (а} -> (а} - ах, (6.147) 

то естт~ коэффициент перед Jx) инвертируется относительно среднего зна
чения амнлиrуf(ы. 

Возвращаясь :к случаю N = 4, заметим, что в сосmянии ls) кажл:ая 
а'Ап:rи·rуда равна ~. Один rюпрос оракулу обращает знак амrшитуды мар
кированного состояния и, таким образом, сокращает среднюю амплитуду 

1 Конечно, если мы знае\оl., чm один маркированный объект :щссь обя:штельно нрисут
ствует, то Че'mертый вопрос на самом де;tе я:в.гurется изmtшним, так ч1о можно быть точнее 

1 
и mнорить, что необходимо самое большее три вопроса, а в среднем - 21. 
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1 
до 4. Тогда инверсия относительно среднего значения переводит амшrиту-

;tы всех немаркированных состояний от ~ в нуль и увеличивает амплиrуду 

маркированного состояния от-~ до+!. Итак, мы воспроизвели наш вывод 
о том, что достаточно одного вопроса, чrобы с попной определенностью 

найти маркированное состояние. 

Также легко понять, что одного вопроса достаточно д;тя того~ чтобы 

найти маркированное состояние, если в базе данных имеется N записей 

и ровно l из них маркирована. Тогда, как и выше, один вопрос сокращает 
среднюю ампдюуду от ]., до ~' а инверсия относите.1ьно среднеrо 

vN 2vN 
сокращает амп.1Итуды немаркированных состояний до нуия. 

(Сравнивая количество квантовых и классических вопросов, с которы

ми нужно обратиться к оракулу, возможно, не совсем справедливо говорить, 
что в квантовом случае необходим rоль:ко один вопрос. Если оракул Rыпuл

няет проrрамму, которая вычисляет фунщию, то в пролессе вычисления 
некоторое вспомогательное пространство будет заполнено мусором. Нам 
будет необходимо удалить мусор, пройдя вычисление в обратном направ

лении для ТОIО, чтобы сохранить квантовую когерентность. Если класси

ческое вычисление необратимо, то нет необходимости возвращать оракул 
в исхо;1ное состояние. В этом смысле, на языке теории сложности, один 

вопрос клантоnому оракулу может быть примерно эквивалентным двум во

просам классическому оракулу.) 

6.4.4. Поиск одпоrо из N 

Вернемся теперь к случаю, в коrором база данных содержит N оfiьек
тов, среди которых ровно один маркирован. Каждая итерация Гровера по

ворачивает квантовое состояние в плоскости, определяемой векторами 1 s) 
и lw); после Т итераций состояние оказыnается наклоненным к оси 1"'~) 
подуголом е+ 2Те. Чrобы оптимизировать вероятность обнаружения мар
кированного состояния при выполнении закmочител.ьного измерения, ите

рироватъ следует до угла, бпизкого к 90°, или 

(2Т + l)e с:е 2':
2
' =;- 2Т -1 1 с:е _zr:_; (6.148) 

2е 

вспомним, что sin е ~ Jи· или, при больших N. 

е"' -~-. 
vN 

(6.149) 
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ECJrn выбрать 
т= ~vN[1 + o(lv-'1')], (6.150) 

то вероятность получения /w) в качестве результата измерения будет равна 

Prob(w) = sin2 ((2Т + 1)0) = 1- О(~). (6.151) 

Таким образом, необходимо лишь око~•о ~ vN вопросов, чтобы с высокой 
вероятностью определить w, квадратичное усКDрение по сравнению с Юiас
сическим результатом. 

6.4.5. МножестВQ решений 

Если существует r > l маркированных состояний и r извесnю, ·ro 
количество итераций можно модифицировать так, чrобы вероятность отыс

кания одного из них оставалась очень близкой к единице. Анализ такой же, 

как и выше, за искточением rого, что теперь оракул индупирует отражение 

в rиперплоскостн, ортогональной вектору 

,. 
lw) = ~ L /w,) 

yr i'--1 

(6.152) 

- равновзвешенной суперпозиции маркированных состояний вычислитель

ного базиса /w,). Теперь 

(s/w) = {j;"" sin 8, (6.153) 

а итерация Гровера поворачивает вектор на угол 20 в плоскости, натянутой 
на векторы /s) и /w); мы снова приходим к выводу, что после количества 
итераций 

(6.154) 

состояние fuшзко к /w). Тогда если мы выполним измерение, нроецируя на 
вычис.rmтельный базис, w с верояnюстью, близкой к единице, найдем одно 
из маркпрованных (равновероятных) состояний. (С ростом количества ре
шений время, необходи~ое для отыскания одного из них, падает как r-· 1/ 2• 
в противоположность к .,.- 1 в классическом случае.) 
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Обратим внимание на то, чтu ес;ш продо~Jжить ныпо.'1нение итераций 

Гравера, то вектор продолжит поворачиваться, и, таiШм образом, вероят

ность отыскания маркированного состояния (в результате зак..110чительного 

измерееия) начнет падать. Алоритм Гровера подобен выпечке суфле - СIО

ит персдержать его н духовке, как оно начлет опадать. Следовательно. если 

нам ничего неизвестно о количестве маркированных состояний, то поиск 

одно10 из них может оказаться безуспешным. Например, Т ~ f VN ите
раций оптимально при r = 1. но при r --=- 1 вероятность отыскания мар
кированного состояния посде :этого количества итераций довольно б.аизка 

к нулю. 

Но ,цаже если r а priori неизвестно, мы вес же можем найrn решение 
с квадратичным, по сравнению с к.1ассическими ашоритмами (при r << 1'n. 
ускорением. Наnример, мы можем выбрать количество итераций С.JУЧай

ным в интервале от нуля до ~JN. Тогда ).J,Jiя каждого r, ожидаемая веро-

ятность отыскания маркирuванноrо сосmяния близка к ~- О1едоватеJ1ьно, 
маловероятно, что нам не ул;астся найти маркированное состояние после 

нескольких по~rrорсний. А nри каждом измерении мы можем предлагать 

оракулу найденное нами состояние в качестве классического вопроса, чrо

бы получить подтверждение того, яnляется ли оно действительно маркиро

ванным. 

В частности, если решение не бы.ю най.п;сно после неско.-;-Jьких попы
ток, то вполне возможно, что оно не существует. Таким образом, с высокой 

вероятностыо можно даn~ корректный ответ ~Л!НRТ на вопрос ((Есть Шf 

здесь маркированные состояния?». С.Jiедовательно, мы можем нриняп~ ал

горитм Гровера, в коrором оракул проверяет пред,1оженное решение, чrобы 

решить любую N Р-пробпему с-ква~ратичным ускорением по сравнению 
с классическим MCТOil,OM исчерпывающего поиска. 

6.4.6. Оеуществле11ие отражения 

Чтобы вылолить итерацию Гровера, нсобхо;щмо (кроме вопроса ора

куну) унитарное иреобразованис 

U, = 2ls)(sl-1, (6.155) 

коrорое отражает векrор относительно оси, опреде;ыемой векrором is). 
Как эффективно построить это нреобразование 113 квантовых вентилей? Так 
как is) = H(n)IO), ще H(n) -побитовое иреобразование Адамара, то можно 
заnисап. 

(6.156) 
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то есть для зrого достаточно построить отражение относительно оси [0) . 
.Мы легко можем построить это отражение из п-битового вентиля Тоффо
лиеСпJ. 

Вспомним, что 

Н<ТхН = lТz; (6.!57) 

инвертирование бита с а,тщмаровским поворотом базиса эквиnалент:но об
ращению относительной фа:ш векторов IO) и 11). СJСI\ОВа:rелъно: 

---=-1~--+ ~- -- . 
=i 

--{ п]---1 -[НI--
! 

-@-
ПОС.'IС СОПряжения ПOC::ICJ{НCJ·o бита ареобразованием Н веНТИ.:JЬ B(n) СТа
НОВИТСЯ (n- 1 )-кратно контро.1нруемым <Т z• который обращает фазу векто
ра 111 ... ) ll) и действуст тривиально на вес другие состояния вычислитель
ного базиса. Сопрягая с помощью NОТ(н), мы получаем U

5 
с точностью 

1{0 несущсственноi"О общего знака минус. 

В упражнении вы покажете, что п-битовьrй вентиль ТоффоiШ (J(n) мож
но построить из (2п- 5)-ти трехбитоных вептн~•ей Тоффоли о(З) (если 
дос·tуппо достаточное вспомогательное пространство). Следовательно, об

разующая U s схема имеет лииейн.ый по n = log N размер. Гроверовский 
поиск в бюе данных (при условии, чrо оракул мr,повснно отнечает на во

прос) требует времени порядка JN log N. Если мы рассмюриваем оракул 
как подпрограмму, которая вычисляет функцию за полилогарифмическое 

время, тогда поиск требует времени порядка VNpoly(JogN). 

6.5. Оптимальность алгоритма Гровера 

Гроверовское квадратичное квантовое ускорение поиска н базе данных 
уже интересно н потенциально важно, но конечно же, дейс rвуя более ис

кусно, мы можем добиться лучшего резуш.тата, не так JШ? Нет, оказывается 

не можем. Алгоритм Гровера обеспечивает максиманьно быстрый кванто~ 

ный поиск в неструюурированной базе данных, если <{время» измеряется 

в соответствии с ко;шчеством задаваемых оракулу вопросов. 
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Рассмо1рим случай одного маркированного сосmяния lш), пусть 
U(w, Т) обозначает квантовую схему, Т раз обращающуюся к оракулу. 
Мы не наюшдьmаем на эту схему никаких ограничений, за исключением 

количества задаваемых ей вопросов; в частности, мы не ограничиваем ко

личество кпантовых вентиJIСй. Эта схема применяется к начальному состо

янию IФ(О)), производя конечное состояние 

IФw(T)) = U(w, Т)IФ(О)). (6.158) 

Теперь мы должны выполнить измерение, предназначенное выделить lw) 
среди N его возможных значений . .Цля того чтобы мы бьши в состоянии 
идеапьно различать возможные состояния IФ'"(t)), они до,lжны быть взаим
но орrогональными, а чтобы их можно бы."'IО корректно различать с высокой 
вероятностью, они должны быть почти ортогональны. 

Если сосmяния {!Фw)} образуют ортанормированный базис, то для 
любого фиксированного нормированного вектора !'Р) 

N-1 

I; IIIФ"') -11")11 2
) 2N- 2ГN. (6.159) 

w=O 

(Сумма минимнзнрустся, если !'Р) является равновзвещенной суперпозици

ей всех злементов базиса !'Р) = }н~ IФw), как вы можете показ:rrь, nри

мекая метод неопределенных множителей ЛаfJ)анжа нахождения условных 

экстремумоп.] Наша с1ратеrия состоит в подходящем выборе состояния !'f'), 
позволяющем с помощьюнеравенства (6.159) что-пибу;\ь узнать о количе
стве обращений к оракулу Т. 

Наща схема с Т вопросами образует унитарное преобраеование 

(6.160) 

где U w - nреобраювание оракула, а U, - nроизвольные иреобразования 

НС"Оракуnа. Выберем в качестве 11"(1')) результат применения к состоянию 
IФ(О)) иреобразования U(ш, Т), в котором каждое U"' заменено на 1; то 
сеть результат при:менения той же схемы, но со всеми вопросами, задавае

мыми «пустому оракулу>>. Следовательно, 

(6.161) 

в то время как 

(6.162) 
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Чтобы сравнить I'P(T)} с I,P~(T)}, воспользуемся нашим предыдущим ана
лизом влияния ошибок на точность схемы1 рассматривая r.v-оракул как оши

бочное применсние пустого оракула. Норма вектора ошибки после t-го ша
га [ер. уравнение (6.63)] равна 

IIIE("',t)JII = II(U~ -l)I'P(t)}ll = 2111"-'I'P(tJ}II, (6.163) 

поскольку Uw = 1- 21"'}\wl. Посде Т вопросов мы имеем [ер. уравне
ние (6.66)] 

т 

lll1'w(T)} -l:p(T)}II (: 2 L l(wl<p(t))l. (6.164) 
t=1 

Из тождества 

(6.165) 

следует нсравснство 

(6.166) 

применение которого к (6.164) дает 

(6.167) 

Суммируя по w, мы находим 

т 

L 111·</Jw(T)) -l<p(T)}II 2 
(: 4Tl:(<p(t)l:p(t)) = 4Т2 (6.168) 

t= 1 

Привпекая неравенс·mо (6.159), мы приходим к выводу, чrо 

4Т~ ~ 2N- 2VN, (6,169) 
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если состояния IФw(T)) взаимно ортоншальны. С1словательно, мы ноказа
ни, что любой квантоный а . .-rтгоритм, способный разШIЧ:ить нее возможные 
значения маркиронашю1u состояния, до.;пкен обратиться к оракулу Т рю, 

rJ:e 

1'? fl (6.170) 

(без учета малых при N ---> оо поправок). Ат-оритм Гровера находит "-' 
с помощью ~ ,fN вопросов, что нрсвышает эту гранит()' всего пример
но на 11%. В действите~ъности можно усовершенствовать дока:зательство, 
чтобы улучшить границу до ~VN(l- с), что асимптотически насыщается 

алгоритмом Гровера 1. Более того, можно показать, что схема Гровера до
стигает оптимальной вероятности успеха с помощью Т ~ ~ yfN вонросоn. 

Испытываешь прис·1ун разочарования (и одновременно волну восхи

щения перед Гравером) от осознания того, что аJirоритм поиска в ба_1е 

данных не ~южет быть улучшен. Какое отношение это имеет к квантовой 
сложности? 

Ддя многих пробле" оптимизации в N ?-классе не и.звестно дучшего 
метода, чем исчерпывающий поиск всех возможных решений. Ис1 юлъ:зуя 

~mаптовый нapa.r1JICJШЗM, можно достичь квадратичного ускорения исчер

пьшающего поиска. Теперь мы :шаем, чrо квадратичное ускорение яв.:lЯется 

наилучшим, ссJш мы полагасмея на силу явного кванrооового пара.·пеШIЗ

·м:а и не разрабатываем наш квантовый а."IJ'Оритм, исподьзуя специфическую 

структуру решаемой задачи. Тем не менее nри достаmчной изобретатель

ности можно добиться и лучшеп) резу.ш.тата. 

Онтималыюсть а.-вuритма Гровера может быть исто.-жована как сви

детельство того, что BQP ":f_ N Р. По крайпей мере, если окажется, 
что N Р ~ BQP, а Р i N Р, то тогда N ?-проблемы должна обьединять 
глубокая внутренняя структура ( свидетсJiьств которой в настоящее время 
нет), хорошо подходящая к возможностям квантрвых схем. 

Даже квадратичное ускорение может оказаться полезным д.,"IЯ различ

ных N Р-IЮшtых проблем оптимизации. Однако квадратичное ускорение, 
в отличие от экспоненциальноm, реально не перемещает гранипу между 

разрешимостью и сложностью. В один прекрасный день кван1uиыс ком

ш.ютеры смогут превзойти к:1ассические компьютеры в выполнении исчер-

1 С. Zalka, Grover's Quantum Searching Algorithm is Optinш/, Phys. Rev., А60, 2746--2751 
( 1999); quant-ph/9711 070. [Впервые оптимальность алгоритма Гровера была доказана в рабо
те: С. Н. Вennet, Е. Bemstein, G. Brassard, U. Vazirani, Strengths and ~Veaknesses of Quantum 
Computing, SlЛМ J. CompuL, 26(5), 1510-1523 (1997); quant-phys/9701 001 - Прим. рео. 
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пывающен) поиска, но то:Iько в том сдучае, ecJm часы кванrовых приборов 
не будут слишком сильно отставатт~ от их к..1ассических прототипов. 

6.6. Обобщенный поиск н структурированный поиск 

В итерации Гровера мы выполняем преобразование U, = 2ls) (sl- 1, 
l N -1 

отражение относитеJJЬНО оси, определяемой вектором is) = /'iCi L lx). 
vN :J;=O 

Почему именно относительно нее? Преимущества состояния ]s) состоит 
в том, чrо оно имеет одинаковые перскрытия с каждым состоянием вы

числительного базиса. Таким образом, перскрытие :ообого маркированного 

состояния lw) с is) •·араптированно равно l(wls)l ~ 1/Vf\i. Следователь
но, если нам известно количество маркированных состояний, то мы можем 

опрел.елить, ско;IЬко потребуется итераций~ чтобы с высокой вероя"ТНОС1ЪЮ 

отыскать одно из них - количество необходимых итераций не зависит от 

тшо, какое состояние маркировано. 

Но! конечно, мы мorJПI бы выбрать отражение относительно другой 

оси. F:сли мы може.!-1 построить унитарное преобр33011ание U {с разумпой 

:1ффективностыо), тог;щ мы можем образояап. 

U(2IO) (OI - l)UI = 2UIO)(OIUt - 1 (6.171) 

прсобразование, отражающее относительно оси UIO). 
Пре;l,ПОЛОЖИМ, ЧТО 

lkiUIO)I = siпB, (6.172) 

где lш) - маркированное состояние. Тогда. если мы заменим в итерации 
Гровера U, на отражение (6.171), то одна итерапия будет выполнять по
ворот на угол 28 в Iшоскости, опредеШiемой векторами lw) и UIO) (в со
ответствии с теми же аргументами, что мы использовали для П.). Таким 

образом, после Т итераций с (2Т + l)B со "/2 измерение в вычислительном 
базисе с высокой вероятностью найдет lw). Слецовательно, есsш мы ::щ
меним в квантовой схеме Гровера H(n) па U, мы по-прежнему сможем 
выпоJшять поиск н базе данных до тех пор, пока U ]О) остается не ортого
нальным маркированному сОС1{)ЯНию1 • Но если мы не И:\!:еем никакой апри
ориой информации о rом, какое состояние ~аркировано, то нСn) яв:~яется 
наилучшим выбором не то.Тhко потому, ч-m is) имеет известное перскрытие 

1 L. К. Grover, Qшmtum Computers Сап Search Rapid/_"t: Ву Using Almost Any n·ansfiJrmation, 
Phys. Rev. Lett., 80,4329-4332 (199R); quant-ph/9712011. 
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с каждым маркированным состоянием, но также и потому, что оно имеет 

максимальное среднее перекрытие со всеми возможными маркированными 

состояниями. 

Но иногда, выполняя поиск в базе данных, мы им:еем некоторую ин

формацию о том куда следует заглянуrь, а в этом С.:I)'ЧЗС может оказаться 

полезной описанная выше стратегия обобщенного поиска1 • 
В качестве nримера проблемы с пекоторой вспомогательной струК1у

рой предположим, что f(x, у) - фунЮIЯЯ с однобитоным значением, зави
сящая от двух п-битовых с·rрок х и у, и нам нужно найти единственное 

решение f( х, у) ~ 1. С nомощью алгоритма Гровера мы можем искать 
среди N 2 возможных значений (N ~ 2n) пар (х, у) и с высокой вероятно

стью найти решение (х0 , у0 ) носпе ~N итерапий, квадратичное ускорение 
ПО сравнеНИЮ С КJiаССИЧССКИМ ПОИСКОМ. 

Но предположим дапее, что g( х) - функпил только от х, и известно, 
чш g(x) = 1 при ровно М значениях х, где 1 « М « N. Более того, 
известно, что g(x0 ) = 1. Следовательно, мы можем восполыоваться функ
цией g, чтобы помочь в поиске решения (х0 , у0 ). 

Теперь для консупьтаций у нас есть два оракула, один выдает значе

ние f(x, у), а лру1uй значение g(x). Наша задача ~найти (х0 , у0 ), задав 

минимальное количество вопросов. 

С классической точки зрения нам необходимо около N .'vf вопросов 
д;IЯ roro, чтобы с разумной вероятностью найти решение. Снача.1а мы вы
числяем g( х) ддя каждого х; затем мы ограничиваем наш поиск реше
ния f(x, у) ~ t шлько такими М значениями х, при которых g(x) ~ 1. 
Естественно поинтерссоваться, существует ли способ выполнить кванто

вый поиск за время порядка квадратного корня от классического времени. 

Исчерпывающий поиск, который обращается только к f -оракулу, требует 
времени N » ЖМ и, следовательно, не решает проблемы. Нам необхо
димо пересмотреть наш метод квантового поиска. чrобы воспользоваться 

иреимуществом струюуры, иредоставляемой функиней g. 
Лучший метод - сначана применять алгоритм rровера к g( х). При-

мерно за ~ /% итераций мы приготовим сосшяние, близкое к равно
взвешенной суперпозиции из М решений g( х) ~ J. В частпости, состо

яние lx0) возникает с амплитудой - 1-. Затем мы применяем алгоритм 
.,;М 

1 Е. Farhi and S, Gutmann, Quantum~Me<chanical Square Root Speedup in а Structured Search 
ProЬlem, quant-pЬ/97ll035; L.К.Grover, Quantum Search Оп Structured Prohlems, quant
pЬ/9802035. 
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Гровера к f(x, у) при фиксированном х. Приблизительно после ~JN 

итераций состояние lx0 )(s) эволюционирует достаточно близко к состоя

нию lx0 )(y0). Следовательно, lx0 , у0 ) появляется с амrшИ'Iудой ~1-. . ..;м 

Образованнос из ~ JN вопросов унитармое преобразование, которое 
мы до сих пор строили. может рассматриваться как преобразование U, 
определяющее обобщенный поиск. Более того, нам известно, что 

(6.173) 

Следовательно, если мы итсрируем обобщенный поиск примерно ~у'Х1 

раз, то приготовим состояние, достаточно близкое к (х0 , у0 ). В совокупно-
сти примерно после 

(6.174) 

вонросов мы ~ожем с высокой вероятностью найти решение. Это действи

тс.:rыю квадратичное ускорение по сравнению с кдассическим поиском. 

6.7. Некоторые задачи ие допускают ускорения 

Пример структурированного квантового поиска шшюстрирует, что 

квадратичные квантовые ускорения по сравнению с классическими алго

ритмами могут быть достигнуты для различных проблем, а не только для 

исчерпывающего поиска в неструктурированной бюе данных. Можно да

же надеяться. чrо квантовый параJШелк1м nозволяет существенно уско

рить любой классический алгоритм. Сейчас эта надежда будет рюбнта -
для многих задач квантовое ускорение невозможно. 

Продолжим рассматривать задачи с кванrовым черным ящиком, ора

кулом, который вычисляет функнию f, отображающую n битов в один. 
Но мы немного модифицируем наши обозначения. Функнии f может быть 
представлена строкой из N = 2n битов: 

(6.175) 

где Х, обозначает f( i). Наша задача - вычислить неко·rорую зависящую 
от Х функцию с Однобитовым значением, то есть ответить на ДАЛIЕТ-воп

рос о свойствах оракула. То, что сейчас будет показано, означает, что неко

торые функции от Х не могут быть ВЪIЧислены с низкой вероятностью 
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ошибки, используя квантовый а;норитм, за иск.;почением а.1rоритма, об

ращающеrося к оракулу столько раз (или почти столько же раз), сколько 

требуется классическому алгоритму1 . 
Главная идея состоит в том, что булева фунщия от персменных Xi 

может быть представлена полипомом от xi. Более TOI'O, раснредсление ве

роятностей д.i1Я кванwвоrо измерения может быть выражено через полином 

от Xi, tде степень полипома равна 2Т, есJШ измерение слса:ует нослеТ во
нросов оракулу. Проблема в том, может ли нодином степени 21' обеспечить 
разумную аппроксимацию интересующей пас бупсвой функции. 

Действие оракула может быть прслставлено как 

Uo: li,y;z) ___, li,yФXi;z), (6.176) 

где i нринимаст значения из {0, 1, ... , N -1}, у Е {0, 1}, а z обозначает со
с юяние вспомогательного кубита, не изменяемого оракулом. Следоватеш,

но, в каждом 2 х 2-бдоке, натянутом на /i,O; z) и /i, l;z), U0 представляет 
собой 2 х 2-матрицу 

( 
1-Xi Х; ) . 

xi 1- xi (6.177) 

Квантовые вентили, в отличие от вонросов к ораку~rу, не зависят от Х. 

СJ1словате.1ьно, после того как схема из Т нопросов подействует на любое 

нача.1ьное состояние, резулылрующес состояние IФ) бупет иметь амnлиту

цы, которые (по крайней мере) юшяются поJIИномами степени Т от Х. Rсли 

мы выпоmшм ПОЗМ па IV,), то связанная с положительным оператором F 
вероятность резупьтата (ФIFIФ) может быть выражена через поJIИном от Х 
степени, не меньшей чем 2Т. 

Любая булева функция от Xi может быть выражена (единственным 
образом) через нолином степени~ Л' по Xz. Например, рассмотрим функ
цию OR от N персменных Xi; это 

OR(X) = 1- (1- Х0)(1- Х1 ) · · · (!- Хн_ 1 ), (6.178) 

поmшом степени N. 
Допустим, мы хотим применить нашу квантовую схему для тоm, что

бы с полной определенностью вычислить функцию OR. Тогда мы должны 

1 Н. ~'arbl, et al, А l.imit оп fhe Speed of Quantum Computation in Determining Parity, Phys. 
RcY. Lett, 81, 5442-5444 (1998); quant.-ph/9802045; R. Beals, et al, Quantum Lower Bmmds Ьу 
Polynomia/::.·. In Pmceeding~· ofthe 39th Annual Symposium оп Fvundamenials o[Computer Science 
(FOCS'98), 352· 361, IEEE, Lo-" Alamos, California, NovemЬer, 1 99В; quant-ph/9802049. 
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бы1ъ в состоянии выполнить измерение с двумя результатами О и 1, 1де 

Prob(O) = 1 - OR(X), 

Prob(l) = OR(X). (6.179) 

Но эти выражения являются полиномами стене ни .._"v', которые могут быть 
вычислены только nосле как минимум Т ~краТiюго обращения схемы кора

кулу, где 

(6.180) 

Мы прихоJщм к выводу, ч10 не существует юшнтовой схемы, которая менее 

чем за 1\1/2 обращений к оракулу может rочно вычислить OR. Фактически 
!UIЯ тrой функции (или любой функции, принимающей значение О тош,

ко для от~;ноrо из N ее возможных ар~ентов) существует более сильное 
заключение (см. упражнение): требуется Т;? ~V', чтобы с tютюй определен~ 

ностью вычис.1ить OR. 
С другой стороны, вычисJIЯЯ функцию OR (отпсчая на ДА/НЕТ-вопрос 

«Имеется ШI маркированнос состояние?»), именно алгоритм Гровера может 

лостичь количества вопросов порядка vfN. Таким образом, вывод о том, 
чw для детермииированного вычисления OR необхо;щмо 1\1 вопросов, хо
тя и корректен, но несколько обманчив. Мы можем вычисJшть OR веро
ятиостным образо.н с Iюмощью гораздо меш.шсm КОJшчестRа вопросов. 
По-видимому, алгоритм l"ровера может Iюстрои1ъ полином от Х, который, 

имея степею~ то~IЬКО О( V}V), тем не менее обеспечивает весьма адекватную 
аппроксимацию полинома N-ой степени OR(X). 

Однако OR, принимающая значение 1 для каждого значения Х, кро
ме Х = CJ, яв.тястся очень простой булевой функцией. Нам следует рассмот
реть друтие функции, которые мо1ут предложить квантовому КО"~<пьютеру 

более серьезные проблемы. 

Первое, •по приходит в голову- зrо функция PARITY(X), принима
ющая значение О, если строка Х содержит четнос котrчество единиц, и -
значение 1, ес.тш строка Х сапержит нечетнос количество единиц. Очевид
но, чтобы определить четность, классичес:кий а.'IГОритм должен обратиться 

к оракулу N раз. Насколько Jlучше тю можно сделать, предлагая кваюовые 
вопросы? Фактически мы вообще не можем цобИ1ъся лучшего рсзу;Iыата -
необходимо по крайней мере лт;2 кванmвых вопросон, чтобы с вероятно-

стью уснеха, бош,шей! +д, найти правильнос значение PAR1TY(X). 
При обсуждении PARI'I'Y удобно использовать новые неремснные 

Х, = 1- 2Х,, (6_181) 



346 ГЛАВА 6 

принимающис значения ±1, так что 
N--l 

PARITY(X) ~ П Х, (6.182) 
i=D 

также принимает значения ± J . Теперь, после ТОJ'О как выполнена кванто

вая схема со всеми Т вонросами ораку,-уу, мы должны выполнить ПОЗМ 

с двумя возможными исходамli F cven и Fodd; результаrом будет наша опен

ка PARITY(X). Как мы уже отмечали, вероятность получения резуJП,
тата (к примеру) «everl)) («четный») может быть выражена через поли-

(2Т) - -
ном Peven (Х) степени (самое большее) 2Т по Х,: 

(Fcven) = Р,~:;;}(Х). (6.183) 

Как часто nаша догадка будет верна? Рассмотрим сумму 

N-l 

"' (2Т) - - _ "' (2Т) - п -L.. Peven (Х) · I'ARITY(X)- L.. Pe~n (Х) Х, (6.\84) 
{Х) {Х) ;~о 

(2Т) -
Поскольку каждое слагаемое nолинома Peven (Х) содержит самое боль-
шее 2'Г из персменных Xi, то можно воспользоваться тождеством 

(6.1 Х5) 
Х~ Е{О, 1} 

чтобы понять, что сумма в (6.184) должна обращаться в нуль nри N > 2Т. 
Таким образом, 

р(2т)(Х) = 
even 

р('т)(Х). 
even ; (6.186) 

par(.X)-....o-1 

то есть при Т < N/2 мы с одиirаковой вероятностью можем угадюъ 
«evem>, как в случае, ко1да на самом деле PARITY(X) является нечет
ной, так и в том случае, когда она действитеJП>но четная (в среднем). Ham 
квантовый алгоритм ничего не может сообщить о значении PARITY(X); 
то сеть в среднем по возможным (а priori равновероятным) значениям Х, 
мы с равной вероятностью будем как правы. так и неправы. 

Мы можем также показать, демонстрируя явный алгоритм (см. упраж

нение), что для онределеllия PARITY (или вероятностного, или детер
минированного) достаточно N /2 вопросов (при условии, что N чет
ное). В ·уюм смысле мы достигаем двукратного ускорения по сравнению 
с Юiассическнми вопроса.'-!и. Но это лучшее из того, чего мы можем до

биться. 
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6.8. Поиск в распределенной базе данных 

Поучительно вз1лянуть на квавто.вый а.пгоритм поиска в базе данных 

с новой точки зрения. Представим, что двум участникам, Алисе и Бобу, 

необходимо договориться о встрече в удобный для обоих день. У Алисы 

есть календарь, в который внесено N ____:_::: 2n дней, каждый из которых отме
чен нулем, если в этот день она занwrа, или единицей, если она свободна. 

Аналогичный календарь имеется у Боба. Их задача найти день, в который 

они оба будуТ свободны. 

Алиса и Боб имеют квантовые компьютеры, но они находятся очень 

далеко друг от друга. (Алиса на .Зем:Jе, а Боб путешествует по туманно

сти Андромеды.) Следощнельно, для них слишком дорого связываться друг 

с другом. Им нужно срочно определить дату, но они должны экономить на 

объеме посылаемой туда и обратно информаоин. 

Даже если существует день, когда они оба свободны, может оказать

ся, что найти его нелегко. Если Алиса и Боб связываются, посылая туда 

н обратно классические биты, тогда в ХУJ(шем случае им будет необходимо 
обменяться порядка N = 2n записями календаря, чтобы иметь разумный 
шанс уснешно договориться о встрече. Мы спросим: может быть, вместо 

зтоп' им лучше обмениваться кубитами? 1 (Or .земли до Андромеды тша
телыю спроектирован и построен кRантопый информационный хайвей, так 

что посылать кубиты вместо битов не намного дороже.) 

ДJТя знакомого с основами теории квантовой информации этот водрос 

выглядит странным. Теорема Холе во раз и навсегда сказала, что один кубит 

может нереносить не более одного бита классической информации. Хотя, 

немного подумав, мы увидим, что теорема Ходево факrнчески не реша

ет проблему. Хотя она ограничивает взаимную информаоию приготовления 

состояния и результата измсрення, она не гарантирует (по крайней мере не 

прямо), что Ал11ее и Бобу необходимо обменяться таким же количеством 

1 В ранней версии этих лекций я пред:шшл другой сценарий, в котором Алиса и Боб 
и-мелk почти идентичные таблицы, по с одной песовпадающей записью; их задачей было 

найти ноложение несовnадающеrо бита. Однахо этот пример был нсу;щчен, посJСольку задача 

могла быть решена с nомощью всего лиniЬ log N битов i(..13ССИЧеской связи. (Я благодарен 
Ричарду Клину, УКil-~авшему на Э1)' ошибку.) Мы: хотели, чтобы A..Im:ca узнала адрес (двоичную 
строку длиной n) одной '3а!Jиси, 1rоторой ее таб..'Шца отличается от таблицы боба. Дл.а этого 
Боб вычисляет четносtъ N /2 записей сноей таблишк с метюJЙ, принимающей значение О 
в ее сам.ом младшем зllачащем бите, и nосылает А'IНсе только бит чеmости. Аш1са сравнивает 

чеrnость ~х же записей ее таблицы и находит один бит (самый младший значащlil:й бит) адреса 
песовпадающей записи. Затем они повторяют то же самое ДJll каждого из ocтaвiiiiO[CJI n - 1 
битов до тех пор, пока А.Jиса не узнает полный адрес «ошибкИ>). Bceru послано только n 
битов (к все от Боба к А.тшсе). 
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кубитов, что и битов, чтобы сравнить их календари. Тем не менее ~по при

ятный сюрпиз - узнать, что АJшса и Боб могут выпошпrrь задание, об

менявшись О( VNlog N) кубитами по сравнению с O(N) классическими 
битами'. 

Чтобы добиться этото, Адиса и Боб должны действовать сообща, осу

ществляя распределенную версию поиска в базе данных. А:шса имеет до

ступ к оракулу (ее календарь), вычисляющему функцию fл(х), а Боб имеет 
ораку:I (его календарь), вычисляющий f в ( х). 13местс они мoryt· предложить 
оракулу 

fАв(х) се fл(х) А fв(х). (б 187) 

Один из них может осуществить отражение U :;• так что они могут выnол
нить полную итерацию Гровера и произвести исчерпывающий поиск под

ходящего днях такого, чю fA 8 (x) = 1 (кота Алиса и Боб оба свободны). 
Если взаимоприемлемый день действительно существует, они достигнут 

це:m в его поиске после порядка ..(N вопросов. 
Но как Алисе и Бобу задать вопрос !А8 (х)? Опишем, как им это сде

лать, действуя на любое одно и:з состояний вычислительного ба:шса jx). 
Сначала Алиса выполняет 

Jx)JO) -> Jx)Jfл(x)), (6.188) 

а затем посылает n + 1 кубиюв Бобу. Боб яьmолняет 

Jx)JfA(x)) ~ (-1)fл(х)Лfв(х)[х)lfл(х)). (6.189) 

Эrо преобразонание, очевюtно, унитарно, и вы можете легко проверить, 

что Боб может осуществить его, обраmвшись к своему оракулу. Тенерь, как 
и требовалось, фазовый множитеш, перед Jx) равен ( -1 )fлв(х), по в другом 
регистре нродолжает храниться [!А (х )), что будет портить коt·ерентность 
суперпозиции значений х. Боб не может удалить этот регистр, но это может 

сделать Алиса. Тогда Боб посъmаст n + 1 кубитов обратно Алисе, а она еще 
раэ консультируется со своим оракулом, чтобы выполн11ть 

(6.190) 

Обменявшись 2(n + 1) кубитами, они завершmш один вопрос 113 !Ав ора
кулу и, таким образом, могут выполнить одну итерацию Гравера. 

11-I. Burhman, et. ai., Quantum vs. Classica/ Communicatiotr and Cotnputatюn, ln Pror:eeding.r 
oftlle 30lh Annual АСМ Symposium ofTneory oj Computing, АСМ Pre:o~s, 1998; quant-ph/9802040. 
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Допустим, например, что Алиса и Боб знают, что имеется только одна 

взаимоприемлемая 11:ата, но у них пет априорной информации о том, что это 

:\а ;:(ень. После вримерно ~ .JN итераций, требующих обменяться всего 

Q"' ~/N · 2(log N + 1) (6 191) 

кубитами, Алиса выполняет измерение, нолучая удобную i\Юу с вероятно
стью, близкой к единице. 

Таким обра1ом, по крайней мере в этом частном с;Iучае, обмен 

0(/NlogN) кубитами так же хорош, как и обмен O(N) классическими 
битами. По-видимому, нужно бьiТIJ осторожнее в интерпретации гранип;ы 

Холе во, которая явно утверждает, что кубит имеет не большую способность 

переносить информацию, чем бит! 
Если Алисе и .Dобу 1аранее неизвестно, ско:Iько имеется подходящих 

дат, ro они тем не менее могут вьшолнип. поиск Гранера (как мы отмечали 
в § 6.4.5) и с разумной вероятностью найти решение. С помощью 2 · log N 
биrов классического сообщения они могут проверить, действительно ли 

найденная цата устраивает их обоих. 

6.8.1. C.lOЖIIOCTЬ КВаНТОВОЙ СВЯ1И 

В более общем виде можно nре,IJ.ставить, что каждый из нескольких 

участников обладает п-биrовым входом; им необходимо вычислить функ

цию, зависящую от всех входов, с тем, чтобы се значение в конце концов 

ста.1о известно одному из них. Какой минимальный объем сообщений необ

ходим для вычисления функции (детерминировапноrо или вероятностно

го)? Хорошо изученный раздел классической теории сложности, которому 

а.цресуется этот вопрос, наэывается сложJюстью связи. То, что :мы уста

нов~mи выше, является кnадратичной границей между квантовой и к.;шс

си{Iеской СJЮЖНОСТЯМИ СВЯЗИ ДЛЯ ЧRС11ЮГО К.Л3СС3 функций двух участ

НИКОВ. 

!!омимо перехода от обмена классическими битами к обмену кубита

ми сущсствуюr другие интересные пуrи обобщения классической сложно

сти связи. Например, предположим, что участники делят некоторое заранее 

подготовленнос запутанное состояние (пары Белла ИlПf многокомпонент

ное .запутыван:ие) и могут использовать е1'0 паряду с классической свя1ью, 

чтобы выполнить вычисление функции. Вновь непосредствеюю не очевид

но, что разделенное запутывание упростит задачу, так как само по себе 

оно еще не nозволяет участникам об~t:енивап.ся классическими сообщепи-
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ям:и. По оказывается, что запутЬJвание оказывает nомощь, по крайней мере 
небольшую1 . 

В последнее время анализ сложности связи ПOIIy.'IЯpeH среди теорети

ков в области сложности, но эта диcциrL'lliHa пока еще не представляется 

занимающей важное положение в практической технике связи. Возможно, 

зто удивите.'IЬНО, принимая во внимание важность зффективного распре

деления вычисmпельной нагрузки в параллельных вычислениях, которые 

стали обычным делом. Более тоrо, похоже, что в реальной жизни практи

чески вся связь может рассматриваться как форма дистанционных вычис

лений. На са.чом деле мне не нужно получать llCC биты, дошедшие до меня 

по телефонной mшии, особеила потому, что я скорее всего запомню только 

несколько битов информации~ имеющих отношение к звонку в ближайшем 

будущем (фи..1ьм, на который мырешюш сходить). Как менее прозанчсскнй 
прнмер, нам на ЗеШJе может быть необходимо связа•ъся с роботом в глубо

ком космосе, чтобы проинструюировать, выходиТ!. лн ему на орбиту вокруг 

удаленной звездной системы. Так как ширина полосы предельно оrрани

чена, то мы хотели бы вычИС..'IИТЬ правильный ответ на ДА/НЕТ -вопрос 

«Выходить ли на орбиту?>) с помощью минимального обмена информацией 

между Землей и роботом. 

Возможно, будущая цивилизация будет использовать известное квад
ратичное разде;~енис между классической и квантовой сложностью связи, 

обмениваясь, скорее, кубитами, чем битами, со своей фJiотилней косми

ческих сил. А возможно, будет найдено экспоненциальное разделение, по 

крайней мере в определенных ситуациях, чrо существенно повысило бы 

стимуи для развития необходимой технологии квантовой связи. 

6.9. Периодичность 

Проблема Саймона до сих пор является единственным примером, в ко

тором мы нашли зкспоненциадьное разделение между скоростью квантово

го алторитма и скоростью соответствующего классического алгоритма. Ал~ 

горитм Саймона использует квантовый параJШелизм~ чтобы ускорить поиск 

периода функции. Его успех вдохновляет нас искать друтие кваlffОвые ал

горитмы, предназначенные для отыскания друrих разновидностей периода. 

1 R. Cleve, et. а!., Quantum Entanglement and the Communication Complexity oi the Inner 
Product J<unction, Lect. Notes Comput. Sci.., 1509, 61-74 (1998), quant:-ph/9708019; Н. Buhrman, 
et al, ... Complexity, Phy•. Rev., А60, 2737-2741 (1998), quant-ph/9710054. 
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Саймон изучал периодические функции, примимающие значения 

"(Z2 )n Для этой цели мощным инструментом служилоп-битовое преобра
зопание Адамара Н(~<). Если вместо этого мы хотим изучать периодические 
функции, примимающие значения в Z2", то инструментом сопоставимой 

силы будет (дискретное) иреобразование Фурье. 

Урок задачи Саймона в том. что, хотя поиск иrолок в стоге сена может 

быть 1рудным, отыскание периодически распределенных иголок в стоге се

на может ока.1аться rораздо проще. Например, если мы рассеиваем фотон 

на периодическом массиве иголок, он нероятнее всего рассеется в O!I:HOM из 

иреимущественных направлений, в котором удовлетворяется условие брэг

говского отражения. Эти иреимущественные направления зависят от рас

стояния между иголками. Таким образом, рассеяв только один фотон, мы 

уже приобретаем некоторую полезную информапию о периоде. При по

строении эффективных квантовых алгоритмов следует и дальше пою.:зо

ваться смыс.1овым подтекстом зтой метафоры. 

Итак, представим квантовый оракуп, вычисляющий функцию 

J: {0, J}" ~ {0, l}m, (6 192) 

которая имеет неизвестный период т, где r -- ноложите.'IЬнос целое число, 

удометворяющее 

1 « r « 2". (6.193) 

То есть 

f(x) = f(x + rnr), (6. 194) 

где тп- - произвольнос J\елое число такое) что х и х + mr лежат 
в {0, 1, 2, .. , 2"- 1 }. Мы должны найти период r. Рассматриваемая клас
сически, эта проблема труд,тя. Если r, скажем, норядка 2n/'2, нам необ
ходимо обратиться к оракулу порядка 2n!'J раз, прежде чем мы, возможно, 
найдем дна значения х, оrображаемых на одно и то же значение J ( х ). и, 
с.1едовательно, что-нибудь узнаем о периоде r. Но, как мы уиидим, суще
ствует квашовый алгорИ'Iм, определяющий r за время ро!у(н). 

Даже если нам известно, как зффективiЮ вычислять функцию f(x ), 
О1_rрсде.:гiение ее периода может оказаться трудной задачей. Наш квантовый 

алгоритм может быть применен для отыскания за роlу(п) время периода 
любой функции, которую мы умеем вычислять за poly( n) время. Эффектив
ное отьtскание периода позводяет эффективно решюъ множество (по-види

мому) трудных задач, таких как фаiСТоризация целого числа или вычисление 
дискретного логарифма'. 

1 Дискретный ."'оr-арифм. оnределяется как минимальный пшюж:иrе.'Тhl-fЫЙ корень х уразне-
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Кшочевая И/J;СЯ, п:ежащая в основе квантового поиска периода, заклю

чается в том, что иреобразование Фурье может бытъ. вычис;тено с помощью 

эффективной квантовой схемы (что было обнаружено Питером Шаром). 

Квантовое преобра.зование Фурье (QFT) использует мощь квантового па
раллелизма, чтобы ТJ;Остичь экспоненпиа.ньноrо ускорения хорошо извест

ного (к.тассическоrо) быстрого иреобразования Фурье (FF'T). Поскольку 
FFT имеет такое широкое поле применений, то, возможно, однажды и Qt"T 
станет столь же широко распространенным. 

6.9.1. Отыскание первода 

QFT является унитарным нреобразованием, действующим в вычисли
тельном базисе согласно 

Qf'T : /х) (6.195) 

где N ___:_ 2n. Будем но ка предполагюъ, чго мы эффективно выполняем QF'T, 
и посмо1рим, как это позволяет извлекать период функции f(x). 

Эмунируя ашоритм Саймона, мы сначала обратимся к оракулу 

с }и~ !х) (:югю.> приготавливаемым применением H(n) к /0)) и, таким 

образом, приrотовим состояние 

.'V-1 

Jл ~ lx)/f(г)). (6.196) 

Затем и.змерим выходной регистр, получая результат IJ(x0 )) при иското

ром О ( х0 < r. Это измерение готовит во входном регистре когерентную 
сут1ерпозицию А значений х, которые отображаются на f(x 0 ): 

А-! 

)л~ lxa + jr), (6 197) 

це 

N- r ( х0 + (А - 1 )r < N (6.198) 

ния ах= Ь(modp), где все переменвые нвШIЮТСЯ: це.'Iыми ЧНСJ~ами. Пычисление дискр~ного 
логарифма янпяется с:южной вы<rnслитtшьной проб.;Jемой, что находит применсине н крипто
графии. Кнантовый а.-тrоритм решения зтой :щцачи см. в юшrе М. Нильсен, И. Чаш; Кватпо
вые вычш:.ленuн и кеантовал информация, М., \-fир (2006).- Прим. ред. 
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(6.199) 

На самом деле и3~ерение выходного регистра не обязателыю. Если его про

пустить, те состоянием вхолноrо регистра будет некогерентная суперпози

ция (nrосуммированная по х0 Е {0, l, 2, ... , r-1}) состсяний вида (6.197). 
Оста.-r1ыrая часть алгоритма также хороню работает, действуя на зто началь

ное состояние. 

Теперь наша задача СОL'ТОИТ в том, чтобы извлечь значение r из состо

яiшя (6.197). Если бы мы па этом этапе измерили входной регистр, проеци
руя его на вычислительный базис, то мы бы ничсп) не узнали относитеJIЬ

но г. Вместо этого (ер. с адгuритмом Саймона) следует сначала выпо.1лить 

ареобразование Фурье, а уже затем проводить измерение. 

Применяя QFT к состоянию (6.197), получим 

(6.200) 

l'.сли мы теnерь выпо~шим измерение в вычисшпельном базисе, то верою·

ность получения результата у будет равна 

2 

Prob(y) = -~ (6.201) 

Этс распределение резко выделяет такие значения у, при коюрых ут / N 
близко к целому чис;rу: Ilanpимep, если N/r оказывается целым (и, следо
вательно, равным А), то 

А 1 

РrоЬ(:ч) ~ ~ 1 L e2~iJY! А 
j=O 

у= А· (це.1ое), 
(6.202) 

в праrивном с:1учае. 

D более общем случае мы можем просуммировать геометрическую 
rrrогрессию 

(6.203) 
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где 

2nyr(mod N) 
е~ N . (6.204) 

Существует точно r значений у Е {О, l, 2, ... , N- 1}, удовлетворяющих 

-~ ";; yr(modN) ";; ~- (6.205) 

(Чтобы убедиться в этом, представим про"аркированные ~<ратные r и N 
в ряду чисел, простирающемся от О до r N - 1. Для каждого кратного N 
существует кратное r, удаленное от него не более чем на расстояние r/2) 
Для каждого из зmх значений соответствующее О удов..-·Iетворяет 

(6.206) 

Теперь, поскоJJьку А. -1 < lj, то при этпх значениях 8 все слагаемые н сум
ме по j в уравнении (6.203) лежат в одной полуллоскостн. следовательно, 
они интерферируют конструктивно и сумма становится зна[_штельной. 

Мы э.наем, что 

(6.207) 

поскольку расстояние по прямой от начала координат меньше, чем длина 

дуги вдоль окружности, а при AIBI ";; n 

(6.208) 

так как мы можем увидеть (графически или вычисmrв е10 произво!{
ную), что эrо расстояние является выпуклой функцией. На самом деле 

А < lj + J и, следовательно, АО < т. ( 1 + ;:, ) , но, приме!U!Я вышеуказан
ную границу к 

ei(A -1)0 - 1 1 ei(A--1)0 - 1 
--с;,---- +<i(A-1)0 ;? --.с;---[-1, 

eifi - 1 е~е - 1 
(6.209) 

мы тем не менее можем прийти к зыводу, что 

l е•м-11 z(A-1JIBI_ =~л-(1 ~) в ;:, 11 1 1f ~1f' е" - 1 7r е 
(6.210) 
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Пренебрегая возможной поправкой порядка 2/ А, мы находим 

Prob(y)? (;,)} (6.211) 

!1J1Я каждою из r значений у, удовдетворяющих нсравенству (6.205). Следо
вате:rьно, с вероятностью, не ниже чем 4/к2 измеренное значение у будет 
удовлетворять 

или 

"- - _1_ ,-: }!_ ,-: "- + _1_ 
r 2:.\f -....:::. IV -....:::. r 2N' 

(6.212) 

(6.213) 

где k- целое число, выбранное из {0, 1, 2, ... , r-1 }. Резуш.тат вычисления 
с разумной вероятностью находится не дальше чем на расстоянии 1 /2 от 
целого кратною числа N 1 r. 

Пусть нам известно, что r < М « N. Таким образом, N lr- рацио
нальное число со зна.\1енателем, меньше rn. Два различных рациональных 
чис .. 1а, знамепатеJiь каждого из которых меньше 1Vl, не могут бы1Ъ ближе 

1 2 а с ad-bc 
друг к другу чем на 1 М , так как Ь - d ~ -,;;г-. Если результат из-
мерения у удовлетворяет перавеяству ( 6.212), то существует единственное 
значение k/т (при r <М), определяемое yiN, при условии, что N? М2 

Это значение kjr можетбыть успешно изв.чечено из измеренного yjN с по
мощью метода цепных дробей. 

С вероятностью, превышающей 1/1Г2 , мы нашли значение kfr, где k 
выбирается (примерно равновероятно) из {0, 1, 2, ... ,r -1}. С приемле
мой вероятностью k и r ЯВJJяются взаимно простыми (не имеющими обще
го множите~"IЯ), так что мы добились успеха в отыскании r. Обратившись 
к оракупу, мы можем проверить, действительно ли f(x) = f(x + r). Но ес
ли GCD(k, r) f 1,1 то мы наПDШ всеm лишь r1, множитель r. 

Если мы не досrnrли успеха, ro мы могли бы проверить некоторые 
близкие значения у [измеренное значение моrло оказаться вбтtзи интер

вала -r /2 :( yr(modN) ( r /2, в действительности не находясь внутри 
em] ктн проверить несколько множитслей r [значение GCD(k, r), если оно 
не равно единице, по-вид11:мому, невелнко]. Если не удается и это, то мы 

прибегнем к повторению квантовой схемы, получая (с вероятностью не ни-

1GСD (Gr.•co•~ CommoQ Diviaor)- каи&т.шай общий детrrелъ- ~ Ilpuм. пере.. 
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же 4/7Т2 ) на этот раз значение k' fr. Теперь k' также может иметr, общий 
множитель с г, в таком случае наша процедура внОiи~ онрс;~:сляет r 2 , мно

житель r. Но с достаточно высокой вероятносп.ю GCD(k, k') = 1, в таком 
случае т :-:- I-'СМ(т 1 , r 2 ).1 Действительно, мы можем вычисsmть вероят
t-IОсть того, чrо случайно выбранные k и k' являются взаимно простыми, 
сле)~ующим: образом. Так как вероятность того, 1:по простое число р делит 

с:Iучайно выбранное число, равна 1/ р, то вероятность того, что р делит без 
остатка оба k и k', равна 1/р2 А k и k' являются взаимно нростыми тогда 
и только тогда, когда не существует простого числа р, делящего их обоих 

без остатка. С."Jедовательно, 

Prob(k, k' взаимно простые)~ 

п (1- _L) ~ -1- ~ jJ_ "'о 607 (6.214) 
О Г(2) ' ' проеше р р· " 7r 

[где ((z) обозначает дзета-функцию Римана]. Таким образом, носле векото
рого постоянного (не зависящеJU от N) количества повторений алгоритма 
мы наверняка Jtобьсмся успеха в поиске периода т. 

6.9.2. От FFТ к QFT 

Рассмотрим теперь реализацию квантового иреобразования Фурье. 

Преобразованис Фурье 

~ J(x)Jx) ~ ~ (~ ~ e2пi,yfN J(x)) Jy) 
х у vfЛ7 х 

(6.215) 

представляет собой перемножспие ~итарных !v~ х 1\Г -матриц, где матрич
ный (х, у )-элемент равен (e27ri/N) У. С наинной точки зрения это 1Iреоб
разование требует О( N 2 ) э.тементарных онерщий. Существуе'l; Оitнако, хо
рошо известная и очень полезная (классическая) процедура, сокращающая 

кошrчество операций до О( N log N). llредполатая, что N ~ 2", нрсдста
вим х и у в виде двоичных разложений 

2n-1+ .2"-2+ -j 2 X=Xn-1' Xn-2 ... -х1· +Хо 1 
_ . 2n-l 2л-2 У-Уп-1 +Уп-2· + ... +у1·2+Уо· 

(6.216) 

1 f.CM (l..cщ.t Common Multiple)- наименьmее общее краmое. Прим. переб. 
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В нроизвс;{ении х и у можно отбросить дюбые слагаемые, содержащие n-ю 

и более высокие степени двух, поско.;rьку они не н носят вклада в e21rixy/2"'. 
Следова1-ст.но, 

~~ = Yn-l(.xo) +y"_,(.xlxo) +Yn-з(.x,xlxo) + ... + 

t Уi(.х"_,хп з ··.ха)+ Уо(.хп-lхп-2 · · · хо). (6.217) 

где множители в круглых скобках представляют собой значения соответ

ствующих двоичных разрядов, например: 

(6.218) 

Теперь мы можем вьrчислить 

f(x) = -
1
- I>'"1

""1N f(y) 
JNY 

(6.219) 

для каждого из N значений х. Но сумма по у факrоризуется на n сумм 
по yk ~ О, 1, которые могут быть последонателыю выч:ис.Iены за время 
порядка n. 

С помощью квантово10 параллелизма можно ;щби1ъся горюдо ~rучmе

го результата. Из (6.217) мы пшучим 

QFT: lx) --+ _!~ L e'•ixyfNIY) 
v'Ny 

Jin(IO) + e2ni(x 0 )ll))(IO) j e2ni(x,x0 )11J) 

... (IO) + е'•'(.х"_,х,_, ... х,\11)). (6.220) 

QfT преобразует каждое состояние вычис~1Jtте."IЬноrо бюиса в иезапутан.~ 
ное сосrояние n кубитов; таким образом, мы ожидаем, что оно может 
быть эффективно реализовано. Действительно, рассмотрим случай n ~ 3. 
Нетрудно понять, что э1у рабо1)' выполняет схема 

lx2)-Гн!-----{RJ- R, 

lx,) j ___ _ 

lvo) 
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(но обратим внимание на то. что пО[)Я;J.:ОК слеiЩRания би:тов на выходе ин

вертировался) Каждый вентиль Адамара действует как 

Другие вкла,1ы в относительную фазу векторов IO) и 11) в k-ом кубнтс 
обеспечиваются двухкубитовыми условными поворотами. Г;::tе 

R" = ( ~ е''~'" ) , (6222) 

а d ~ (k- j) -«расстояние" >~ежду кубитами. 
В случае n = :3 Qi'T строится из трех вентилей Н и трех венти

лей контро.шруемое R. В общем c . .ciJЧac очевишюе обобщение этой схе-

мы требует n вентилей Н и ( ~) ~ iп(n- 1) контрошtрусмых R. Вновr. 
двухкубитовый вентиль применяется к каждой паре кубнюn с контролиру

емой относительной фа~ой пj2d, Г/tС d - «расеmяние» '-'1еж,;~у rубитами. 
Таким образом, ce1teЙCTIIO схем, осуществляющее QPT, имеет размер но
рядка (Jog N) 2 

Мы можем сократип. сложность схемы до линейной по log 1\1, если 1·0-

товы ограничиться реа.1и3ацией фиксированной точности, поскош~ку двух

кубитовые вентюпт. действуя на значительно раЗ,1С.lевные кубиты, вносят 

лишь экспоненциально малые фазы. Если ~fЫ опусти'-1: венти.1н, действую

щие на пары, разделенные более чем на тп, тогда каждое c;Jar-aeмoc в (6.217) 
заменяется приближением с nt-битовой точностhю; полная ошибка и ху /21

-, 

наверняка не хуже, чем п2- т, сле,J~он.атсльно, мы можем достичь точно

сти Е: в xyj2n при т~ Iogn/c.·. Если мы сохраним вентили, действующие 
только на пары кубитоu с расстоянием т или !\.fенее, торюмер схемы бу.tет 
равен mn ,...._, n log n/ Е. 

Фактически, если мы собираемся измерять в вычис.lrпельном бюнсе 

непосредственно посне выпо.:шения QtT (И.i!И его обращения), то возмож
но дальнейшее упрощение - двухкубитовые вснти.1и не нужны вообще! 

Заметим, во-первых, что венти.1ь кшпрошrруе'\1ое R
0

• }(ействует сим~fет

ричным образом на два кубита - он действует тривиально на JOO), [OJ) 
и 110) и изменяет фа:зу r 1 I? на ~i()J.. Таким образом, без ~011Ификации вен
ПUIЯ можно менять местами «контро.1ьный>~ и «не.1евой)) биты. С учетом 

зтой замсны наша схе.,.ш дJIЯ трехкубитовоrо 01--·т мшкет бып. п1ображена 



.6.10. (l)AKH>PlBAЦШI 359 

33НОВО как 

- - ---....-
-, 

-~ J--1 (___ -· --· c_J 

1 )-,т,, _, Н.? ~ Н1 
L 

Коль скоро lvп) \ВМерено, нам известно значение бита. который унрав.Jя
ет вентиле\1 R. 1 • .Jtйствующ:и:ч на ilBa первых куб~па. CIC,'ЮlШl-c;rыro, :-.-tы 

tю:тучи\t то же самое расrlрс_це:Jенис веrоятпостей рс3у.1ыатон измереt1ий, 

ССJШ 1шесто применснJ-нi кшпро:шруе~юю Н1 и послс;~ующсrо И"i:мсрсния 
\fЫ снаlш:rа ИJМсрим у1,, а затем 11рименим к спедующС\1)' кубнту пово
рот (R 1) у,,. обус:юв.1енный результатом измерения псрво1о куби га. Ана.,ю
гично чожно замепи·1ъ вснтшш контролируемое R 1 и контро.1ируемое R-? 
оцнокубитовьr."-f IЮВорото:м 

(6.223) 

[то есть Новоротом с относитс.аыrоН фа·юй п(.у 1 у0 )], Ж":йствующим натре

тий: кубнт после того, как бьши измерены значения у 1 и у0 . 

R общем случае. если мы собираt?мся и3мерять после выщ)Jшения QfiT. 
то }1,.1Я его осущсств.1ения пеобхщщмо только тt пенти.1сй А.Qамара и n - 1 
однокубитовых поворотов. Проi,едура QFT 3амсчатслъно нроста! 

6.10. Факторизация 

6.10.1. Ф31аорюация как отыскание периода 

Что связывает пpoбJie:\ty факторизации (поиск прuстых множите.'1ей 

большого составншо шыожитсльногu целого числа) с периодичностью? 

Существует хорошо известная (ратщ~fи·юванная) редуъ:ция факторизации 

к опреJ.еJ\ению периода функции. Хотя ::па редукция непосредственно не 

связана с квантовы~ш вычис.1ениями, \1:Ы обсудим ее 1_цесь J:ЛЯ по.1ноты, 

а также и по·1ому, что нерспектива исriО.JhЗования квантоно1·о комш.ютера 

как инстру-мента факторизации вьпывает сто.1ь си.1ыюе нолнение. 

ДопусПI;\t, мы хотим найти ~но житель п-битового числа N _ Выберем 
псевдослучайным образом а. < N и вычис.1им наибольший общий де.1и-
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тель GCD(a, N), что можно 1ффективно [за время порядка (log N) 3
] вы

нолнить с помощью алгоритма Lвклида. Если GCD(a, N) f 1, тогда GCLJ 
является пстривиальным множителем числа N и задача решена. Но нред
ноложим, что CCD(a, N) ~ 1. 

Оrступмпие: алгоритм Евклида. Ч'юбы вычислить GCD(N1 , N2 ) (при 
N 1 > N2) разцелим сначала N 1 на N2 , получая остаток R 1. Затем 

ра.щелим N2 на R1, получая остаток R2. Раздели,м R1 на R2 и так 
далее до тех нор, пока не получим в остатке нуль. Пасдедпий иену

левой остаток и есть R ~ GCD(N1 , N2 ). Чтобы убс;1итьсяв том, что 
ашоритм работает, заметим лишь, что: (1) на R делятся все предыду
щие остатки и, следовательно, лт1 и N2 ; (2) любое чисJЮ, на которое 
дс.IЯтся 1V1 и N2, делит ncc остатки, включая Н. Общий делитель лт1 
и I'Г2 , который в свою очередь деmпся на все оста.Jrьныс общие дели

те.1и зтих чисе.1, есть не что иное как GCD(N11 N2). Чтобы понять, 
сколько времени занимает алгоритм Евклида, заметим, ч1о 

Rj ~ qRн 1 + Rн2 , (6.224) 

1 
где q;?: 1, а RJ+2 < nj 11; следовательно, Rj+2 < 2RJ. Два )(еJIСНИЯ 

сокращают остюок как минимум в два раза, так что требуется не бо

лее чем 2log N 1 делений, каждое из которых испо:Iьзует О( (log N) 2 ) 

элементарных операций; полное КОJmчество операций имеет поря

док О( (log N)3 ). 

Числа а < N, взаимно простые с N (не имеющие общего множи
теня с N), образуют конечную грунпу относительно умножения но мо
дулю N. [!lочему? Нам нужно установить, что каждый злемент а име
ет обратный. Но для данного а <" IV, взаимно просmго с N, и каждого 
Ь < ~N. пробегающего все в3аимно простые с . .:rv значения, все произведения 
ab(mod N) различны 1 • Следовательно, для пекотарого Ь мы должны иметь 
а.Ь"" l(modN); таким образом, число, обратное к а, существует.] Каждый 
элемент а этой конечной группы имеет конечный порядок r, нанменылее 
положительное целое чисJю такое, что 

а'"= l(modN). (6.225) 

Порядок а по модулю N янляется периодом функции 

fN а(х)- ax(rrюdN). (6.226) 
--~--------------

1 Если N - делитель числа аЬ - atl, то оно должно делителем и Ь - Ь'. 
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МЬI знаем, что существует .эффе.ктиrшый кван1ояый а.:'Iгоритм, позволяю

щий найти период функции; следовательно, если мы можем эффективно 
вычислить f N а• то также эффективно можем найти и порядок а. 

На первь~й взгляд, вычис~IСЮiе f N ,а может по казаться трудным, по
ско.;IЬь._J' показателr, стснени х может быть очень большим. Но есJШ х < 2ш 
и мы нре..uставляем х в виле дооич1юго разложения 

2m.-! 2m-2+ + ''+ х =Xm -1 · +xm-2 · ··· Х1 ·.:.. Хо, (б 227) 

то 

(6.228) 

Каждое a2
j имеет бош.иrой показатель степени, тем не менее оно может 

быть эффективно вычислено классически.м компьютером путем повторного 

возведения в ква,1ра:r: 

2' ( •' ')' а (mod N) - а (mo<l N). (6.229) 

То есть необходимо только т- 1 (КJJассических) умпожений но модулю N, 
чтобы собрать таблицу всех а''. 

Вычисление ax(mod N) ВЫПО;JНЯСТ программа 

11\iPt;T 1 

For j ~О to т- 1, if xJ = 1. MCLПPLY а2'-

Она 1ребует максимум т J"'НОжений по МОi()'ЛЮ N, каждое из которых Iре
бует порядка (log N) 2 элементарных операций'. Пocкo.ThkJ' т < N, у нас бу
,г~уr· нсrшохис шансы успешно выдетпь период, если выбрап. m"' 2Jog]'i. 
Следовательно, вычисление f N 

11 
может быть выполнено семейством схем 

размера O((log N)3), имеющих' следующую стр)'К1)')1у: 

lx·) r 
[х1) +---
[хо)~' 1 .. ·-l~ 
[1) ~~-{а:} 

----;-------
1 Исrюльзуи разные трюки д.'IЯ еыпо.ЩiеНИJI эффекrnвноrо псрсмножении очень боль

ших чисел, J(QЛИчество элементарных операций можно сократить до O(IogNioglog!\'x 
х log log log N); таки'lt образом, асимптотически при больnшх N семейство схем ра1мера 

O(log2 N log log N log log log Л') может вычисшпь fN . 
,а 
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Умножение на а2) выпоJlНЯется, если контрольный кубит xj имеет значе
ние 1. 

Предположим, что мы нашли r, период а по модулю N. Тогда, если т 
четное, то 

N является денителем числа ( ar 12 + 1) ( ar 12 
- 1). (6.230) 

Очевидно, чw N не делит ( ar 12 - 1); если бы это бьшо так, то порядок а 
был бы~ r/2. Таким образом, если наряду с этим N не яв:тяется делитсJIСМ 
(а'/ 2 + 1) или 

а'/2 f -1(modN), (6.231) 

тогда N должен иметь нетривиа.ньный общий множитель с каждым 

из а'/2 ± 1. Следовательно, GCD(N, а'12 + 1) f 1 является множителем N 
(что можно эффективно определить с помощью кпассических вычис.1ений), 

то есть залача решена. 

Таким образом, коль скоро найдено r, мы успешно факторизова
ли N, за искшочением случаев, когда (1) r нечетвое или (2) r четнос 

и а' 12 = -1 ( mod N). Насколько веJХ>ятеи этот успех? 
Донуспrм, что ]V является произведением двух простых множите

.·,ей Pr f pz: 

(6.232) 

(это фактически самый неблаrоприятный случай). Для каждого а < р1р2 
существуют единственные а 1 < р1 и а2 < Р2 такие, что 

а= а1 (mod р1 ), 

а= a,(modp2)-
(6.233) 

Следоватедьно, случайный выбор а < N эквивалентен случайному выбо
руа1 <р1 иа2 <р2 . 

Отступление: мы используем Китайскую теорему об остатках. Реше
ние а уравнений ( 6.233) единственно, поскольку если а и Ь являются 
решениями, то р1 и р2 должны быть деJПiтелями а - Ь. Решение су

ществует, поскольку каждое а < р1р2 решает уравнения (6.233) при 
некоторых а1 и а2 . А так как имеется ровно р1р2 способов выбрать 
а1 и а2 и ровно р1р2 способов выбрmъ а, ro единственность означает, 
что для каждой nары а1 , а2 сушествует соответствующее ей а. 
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Пусть теперь r 1 обозначает порядок а 1 по модуmо р1 , а r2 - поря

док а.2 по моJJ:ушо р2 . Китайская теорема об остатках уrвержJ(ает, что ar =:= 
l(modp,p,) эквивалентно тому, что 

aj = l(modp,), 

а2 = l(modp2). 
(6.234) 

С1едовательно, r = LCM(r1 , r 2 ). ЕсJШ r 1 и r 2 оба нечешы, то таковым же 

яnлястся r, и мы проигрываем. 
Но если одно из двух чисел, r1 или r2, четное, то таковым же являет

ся r, и мы продолжаем игру. EcJDI 

а:1 ' = -l(modp1), 

а.;!'= -l(modp2 ), 

то а."/ 2 = -l(rn()(!p1p2 ), и мы снова проигрываем. Но ес.ти или 

а:1 ' = -l(modp1 ), 

или 

Т' /2 
а2 = l(пюdр2 ), 

a~l' = l(nюdp 1 ), 

а;!'= -l(modp2), 

(6.235) 

(6.236) 

(6.237) 

то ar/2 fc -l(modp1p2 ), и мы выигрываем. [Конечно, одновременнос ра

венство а~12 = I(modp1) и а;1' = I(modp2 ) невозможно, что означало бы 
п.r/ 2 = I (modp1p2), то ес1ъ r не могло бы быть порядком а.] 

Допустим, что 

r 1 ::-:- 2cl · ( НСЧСТН.QС ЧИСЛО), 

r 2 = 2cz · ( нечетное число), 
(6.238) 

где с 1 > с2 • Тогда r ~ LCM(r1,r2 ) = 2r2 · (цeJioe число), так что а"/2 = 
l(шodp2 ), а уравнения (6.236)удовлетворяюrся- мы победили! Аналоrич· 
но с2 > с 1 подразумевает уравнение (6.237) · · мы снова в выигрыше! Но 
при с1 = с2 имеет место r = r1- (нечетное число)= r1 · (нечетное число'). 
так что удовлетворяются уравнения (6.235)- в таком едучае мы проиграли. 

Итак, все сводится к альтернативе: при с 1 ·- cz мы проигрываем, 
а при с 1 1- с2 -· побеждаем. Насколько Rероятно, что с 1 -1- с2? 
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Полешо знап>, что мультюшикативная группа по модулю р являет

ся цикличес:кuй - она имеет такой образующий элемент порядка р - 1, 
что все элементы яв.пяются его степенями. [Почему? Множество целых чи

сел по модулю р образуют конечное поле. Есни бы груnпа не была цик

лической, то максИМа.JlЫIЫЙ порядок ее элемеН'ТОв бьтл бы q < р - 1, 
так что xq = 1(modp) имело бы р- 1 решений. Но зто невозможно: на 
конечном поле существуст не более чем q корней q-ой степени из едини
цы.] 

Допустим~ что р- 1 __:___ 2k · s, где s -- нечетное, и рассмотрим норядки 
всех э.аементов циклической группы порядка р - 1. Для IqJаткости мы об
судим только самый неблагоприятный д..'IЯ пас случай k = 1. Тогда, если Ь 
является образующим злементом (имеет порядок 2s), то четные стенсии Ь 
имеют нечетвый порядок, а нечетвые-порядок 2 · ( нечетнос число). То
гда в этом случае г~- 2с · { нечетнос число), где с с равной вероятностью 
принимает одно из значений {0, 1}. Слсl!овательио, если р 1 и р2 оба та
КОI'О (неполходяще1о) типа, а а 11 а2 выбираются случайно, вероятность то
го! что с 1 f с2 , равна 1/2. Следовательно, раз мы наш.1и r! то веrюят
ность успешного отыскания множите;Iя как минимум равна 1/2. если N 
яв.."1Яется произведением двух нростых чисед. Ес.1и же N имеет бопьшс 
двух раз.:1ичных простых множителей, то наши нечетные числа даже луч

ше. Этот метод тернит неудачу. если 1\f является степенью простого чис
ла N ~ р~, но степени nростых чисел успешно факторизуются l!рутими 
методами. 

6.10.2. RSA 

Интересует ли :кого-нибудь. пJЮСТОЙ юш трудной является факториза

ция? Некоторых это очень интересует. 

Предполагаемая сложность фактори..1ющи является основой надежно

сти широко используе-мой схемы RSA для кринrографии с открытым клю
чом1. юн-срой ны можете воснользоваiъся, даже сели носьшаете tzepcз ин
тсрнет номер своей кредитной карточки. 

Идея криптоrрафии с открытым к.~ючом заключается в том, чтобы из

бежать необхо;\имости обмена секретным ключом (который может быть 

персхвачен и скопирован) между желающими установить связь с партне

рами. Шифрующий ключ общеизвестен. Но его испот;ювание щш того, 

1 R. L. Rivest, А. Shamir, I .. М. Лdleman, А Method ofObtaining Digical Signaшres and PuЫic~ 
Кеу Cryptosystems, Comm. АСМ, 21(2), 120-126 (1978). 
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чтобы извлечь дешифрующий кдюч, 1ребует непомерно сложных вычисле
ний. Следш~ателыю, Боб может послать шифрующий ключ Алисе и кому 

уrодно. по 1Uлько он будет в состоянии декодировать сообщение, коrорое 

А;шса (или кrо-нибудь дру1uй) закодирует с номощью этого ключа. Коди

рование яв.1Яется <<Односторонней фунющей», коrорую легко вычис:шть, но 

очень трудно обратить. 

(Конечно, л_,нса и Боб '-'ОIЛИ бы избежать необходимости обмена от

крытым к.шочом, если бы они выбрали конфиденциа.;tьный кmоч во вре

мя их предыдущей тайной встречи. Нанример, они моши бы договоритr,ся 

использовать д.1Инную с:I)'Чайную строку в качестве разового шифра д.1я 

:кодирования и декодирования. Но, возможно, Алиса и Боб никогда не заду

мывались о rом, что однажды им пона;.юбится тайно связаrься друг с дру

гом. И:1и, возможно, ранее они ;"(ОJUвори;rнсь использовать разовый шифр, 

но уж:е израсхо;юпали свои тайные ключи и не имеют желания вновь поль

зоваться и~и, опасаясь, что тогда их код смогут взломать шпионы. Сейчас 

они с.mшком далеко друг от 11pyra, чтобы безонасна обменяться новым 
тайным ключом; их самым надежны" выбором оказывается криптшрафия 

с открытым к.'Jючом.) 

Чrобы построить открытый юrюч, Боб выбирает два больших простых 
числа р и q. Но он не открьшаст их значения, а вместо ЭТОП) вычисаяст 
произведение 

N ~pq. (6.239) 

Пос:ко.1ьку Боб знает разложение JV на простые множители. то ему известно 
и значение функции Эй.1ера <p(N) количества чиссд, меньших чем N, 
являюшихся взаимно простыми с N. В едучае произведения двух простых 
чисел зто 

<p(N) = N- р- q 1 1 ~ (р -l)(q -1) (6.240) 

(только чисда, кратныери q, имеют общий множитеJfl, с N). Найти <p(N) 
несложно, ec~w вы знаете разложение N на простые множители, но это 

трудно, если вам изьсс1но только ;V. 
Затем lioб пссвдослучайным образом выбирает е < <p(N), взаимно 

простое с 'Р(Л'). Он открывает A'II!Ce (и любому подсдушивающему) зна
чения N и е, но ничего снерх эroro. 

Алиса 11реобразует свое сообщение в ASCII1, число а < N. Она коди
руст сообщение, вычисляя 

Ь ~ f(a) = ae(nюdN), (6.241) 
--~--------------

1 ЛSCII American Standard Codc for lnformation Interchange - американский стандарт 
кода для обмена информацией. - ПpWit. перев. 
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что можно быстро выполнить пуrем новторного возведения в квадрат. Как 

теперь Бобу декодировать это сообщение? 

Допустим, что а является взаимно простым с N (что имеет подавля
ющую вероятность, если р и q очень большие - во всяком случае Алиса 

может проверить это прежде, чем кодпровать). Тогда 

a~(N) = 1(modN) (6.242) 

(теорема Эйлера). Это так, поскольку числа, мсш.шие N и взаимно простые 
с N, образуют группу [порядка <p(N)] отосительна умножения по моду
лю N. Порядок любого ЭJiемснта группы до:Iжен быть делителем порядка 
груrшы (степени а образуют подгруnпу). Поскольку GCD(e,<p(N)) = 1. 
то нам известно, что е имеет мультипликативпос обратное d = е- 1 по мо
дулю <p(N): 

ed = 1(mod<p(N)). (6.243) 

Значение d является счюrо сохраняемым секретом Боба; он использует его 
для декодирования, вычисляя 

Г 1 (Ь) = Ъ"(modN) = 
• • a""(mod N) ~ 

= а(а~(IV))(цел~чиом)(mоdN) ~ 

= a(nюdN). (6.244) 

Отступление. Как Бобу вычислить d = е- 1 ? Мулътюшикативное обратное 
является побочным продуктом выполнения а..шоритма Евюшда вычис

ления GCD(e,<p(N)) ~ 1. Проследим цепочку остатков снизу вверх, 
начиная с Rn :-:-:- 1: 

1-,--- Rn = Rn-2- qn-lRn-11 

Rn-1 = Rn-3- qn-2Rn--21 

Rn-2 = Rn--4 - qn-ЗЙn-3 
и так далее ... 

(где qз - часrnые), так что 

1 = (1 t qn·~lqn_,)Rn-2 -qn-lRn-3• 

(6.245) 

1 = (- qn-1- qn-з(l + qn-lqn-z))Rn-3 + (1 + qn-lqn-zJRn-4 
11 TIU< ДII.IJCC , • • • (6.246) 
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Прод0;1жая, ~tы :можем выразить единицу чере3 шшейную комбинацию 

;побых двух следующих друг за другом остатков; в конце концов, мы 

пройдем весь путь вплоть до 

1 ~d·e+q·<p(N) 

и идентифицируем d кав c 1(mod<p(N)). 

(6.247) 

Конечно, если Ева имеет средство сверхбыстрой факrоризации, то 

RSA-cxeмa ненадежна. Она фавторизует N, найдет <p(N) и быстро вы
числит d. Па самом деле ей даже не нужно факторкзовать лr; достаточно 
вычис;Jить порядок по моду;Jю N закодированного сообщения ae(mod N). 
Так как е явдяется взаимно простым с 'Р( N), то порядок а'( mod N) тот же 
самый, что и порядок а (оба элемента rенернруют одну и ту же орбиту или 

циклическую подrруппу). Как только порядок Ord( а.) становится известен, 
Ева вычисляет d такое, ч1u 

de =о l(mod Ord(a)), (6.248) 

так что 

(а") а=" а. (а.Осd(а))(целое число)=" a(mo<l N), (6.249) 

и Ева может дешифровать сообщение. Если нашей едШiственной целью 

является взлом RSA, то мы обратимся к алгоритму Шара, чтобы найти r = 
= Ord(a.c), и нас не должно беспокоить то, можем мы или нет использо
вать r, чтобы выделить множflтель N. 

Насколько нажна такая персnектива крипmrрафических применений 

квантовых вычислений? Коrда быстрые квантовые компьютеры станут до

етупной реадьностью, заинтересованные стороны могут прекратить ис

пользование RSA иmr могут использовать более длинные ключи, чтобы 
оставаться на шаг впереди современной техники. Однако люди, имеющие 

секреты, иногда хотЯ'!; чтобы их сообщения до поры (лет 30?) оставались 
конфиденциальными. Их могут не устроить более длинные к.аючи, если они 

не уверены относительно темпов будущих технологических достижений. 

А если они избегают RSA, то чем они будут подъзоваться вместо это
го? Изнсстно не так много подходящих односторонних функций, да и они, 

а не только RSA, (мо•·ут быть) беззащитны перед квантовой атакой. То есть 
на самом деле многое постав.1ено на карrу. Если станут дос1упными быст

рые бош~шие квантовые компьютеры, то зашифрованная информация О'fа

нет легко доступной. 
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Но квантовая теория, одной рукой отбирая, дру1ой дает; квантовые 

комш~ютеры мОiут скомпрометировать схемы открытых ключей, но име~ 

сте с этим ~ предложить альтернативу: обсуждавптееся в четвертой г.::Iаве 

безопасное распределение квантового ключа. 

6.11. Определение фазы 

Существует альтернатияпый взrля11. на алгоритм факторизации (пред

ложенный Китаевым ), углубляющий паше понимание roro. как он работает: 
мы можем факгоризовать, поскольку можем .эффективно и точно измерять 

собственные значения некоюрога унитарного оnератора. 

Рассмотрим а< N, взаимно нростос с 1V. Пусть х принимает значения 
из {0, 1, 2, ... , N - 1} и пусть U а обозначает унитарный оператор 

!т) _, lax(mod N)). (6.250) 

Этот оператор унитарен (перестановка вычислитепьноrо ба1иса), поскольку 

умножение на а по мо.<-~:удю N обратимо. 
Если порядок а по модулю N равен r. то 

u: ~ 1. (6251) 

Отсюда следует, что все собственные значения U а. являются корнями сте~ 
пени r из с.гщницы: 

.\k = e_2nikfr. k Е {О 1 2 r 1} ' ' , ... , - . (6.252) 

Соответствующими собственными состояниями являются 

(6.253) 

существует r взаимно ортогональных состояний, связанных с каждой ор~ 
битой длины ·r·, генерируемой умножением на а. 

Оператор U а не эрмитов, но его фа3а (~рмитов оператор, генерирую
щий U {.J является наб.i1Юдаемой велИtfиной. Предпоjюжим, что мы можем 
выпшшитъ измерение) которое проецирует на ба:зис собственных состоя

ний U а и определяет значение Лk, с равной вероятносп.ю выбираемое из 
возможных собственных значений. Следовательно. измерение определяет 
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значение kjr, что ;(слает процедура Шара, и мы можем с приемлемо вы
сокой вероятностью успеха получить множитель N. Но как измерить соб
стнепные значения унитарного оператора? 

Допустим, чrо мы можем выполнить унитарное преобразование U, 
обусловленное контрольным битом, и рассмотрим схему 

IO) -н- ' ~ -~ п;- "''"'""~ 
IЛ) ~ и - - - IЛ) 

Здесь IЛ) обозначает собивенное состояние U, соответствующее собстнен
ному значению Л (UIЛ) = ЛIЛ)). Toma !\СЙствие схемы на контрольный бит 
имеет BИJt 

IO) __, -1 (10) f-11)) __, ~(IOJ +Лil)\....., 
v2 v2 ' 
1 1 ....., 2 (1 1 ЛJIO) + 2(1- >.)1!)). (6.254) 

Тшда результат измерения контро;tьноп) кубита имеет распределение веро-

ятностсй 
2 

Prob(O) ~ ~~(1 + >.)1 = cos2 1rф, 

Prob(l) = l!(l- >.)1
2 

= sin2 1rф, 
(6.255) 

где Л =- e2r.iф. 

Как мы обсуждали ранее (нанрнмер, в связи с ироблсмой Дойча), зта 

процсдура с уверенностыо различает собственные значения Л с~ 1 ( ф = 

= О) и Л = -1 (ф = 1/2). Но также могут бытт. ра.з1шчимы и другие 
возможные значения Л, хотя и с меньшей статистической достоверностью. 
Например, предположим, что состояние, на которое действуст U, является 
суперпозицисй его собстненных состояний 

(6.256) 

Прел.положим также, что мы n раз выпо.tняем изображенную выше схему 
с n индивидуальными контрольными битами. Таким образом, мы готовим 
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состояние 

(6.257) 

Если Л1 f Л2 , то при больших n перскрытие между двумя состояниями n 
контрольных битов экспоненциально мало; измеряя контрольные биты, мы 

можем, как минимум в ОТШfЧНОМ приближении, выпотшть ортогональное 

проецирование иа баше {/Л 1 ), !Л2 ) }. 

Если мы используем достаточно контрольных битов, то в нашем рас

поряжении имеется достаточно большая выборка, чтобы с приемлемой ста

тистической надежностью измерить Prob(O) = ~(1 + соs2JТф). Выполняя 

контролируемое iU, мы можем также измерить ~(1 + sin 21Гф), что доста
точно для оnределения ф но модулю целое число. 

Однако в алгоритме факгоризации нам необходимо измерять фазу 

e2 1Гik/r с экспоненциальной rочносrъю, чrо, похоже, требует экспоненци
ального количества испытаний. Донустям все же, что мы можем эффектив

но вычислять высокие степени U (как n случае с U а)~ такие как 

(6.258) 

С помощью описанной выше процедуры измерения U 2
J мы определяем 

ехр ( 21Гi21 ф), (6.259) 

где e 21riф - собственное значение оператора U. Следовательно, измере
ние U 2

' с точностью до одного бита зквивалентно измерению j-10 бита 
собственного значения U. 

\1ы можем использовать эту процедуру определения фазы для отыска

ния порядка и, следовательно, факторизации. Обратим уравнение (6.253), 
чтобы получить 

(6.260) 
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каждое состояние вычислительного базиса (при х0 :::/ О) является равно
взвешенной сунерпозицией r собственных состояний U а. 

Измеряя собственное значение, мы получаем Лk ....:.: e21rik/r с k, рав
новероятно выбирающи:мся и.1 {0, 1~2, . .. ,r -1}. Если т< 2п, то, чтобы 
определить kfr. мы измеряем с точностью до 2n битов. В прииципе мы 
можем выnолнять Э1)' процедуру на компьютере, который хранит меньше 

кубитов, чем это необходимо для вычисления QtT, потому что всякий раз 
мы можем присrупать к определению только одного бита из k/r. 

Но поучительно представить, что мы включаем QFT в процедуру опре
деления фазы. Предположим, чtо схема 

IO) --0--------.--
IO) -lн'--• ----т------1--

:::+1 J}=~J,~ 

__l_(/0) +Л4 1J)) 
J2 

~(/О)+ Л2 /1)) 

__l_(/0) + Л/1)) 
J2 

действует на собственное состояние /Л) унитарного иреобразования U. 

Ус:ювный ОТIСратор U rотовит состояние -1-(/0) + Л/1)), условный опе-
у'2 

ратор U2 готовит ~(/О)+ Л2/1)), а условный оператор U4 - __l_IO) + 
v2 J2 

+ Л 4 /1)) и так дапее. Мы могли бы вьnюлнить иреобразование Адамара 
и измерить каждый из этих кубитов, чтобы получить распределение ве

роятностей, управляющее j-м битом ф, где Л = е2п'Ф. Но целесообразнее 
заметить, что приготовленное схемой состояние равно 

2rn.-1 

_1_ L е'•'Ф"/у). 
у'2"' у~о 

(6.261) 

Лучший способ узнать значение ф- выполнить перед измерением QFT(m), 
а не иреобразование Адамара Н (т) 

Рассмотрим для ясности случай т = З. Схема, которая готовит состо
яние 

(6.262) 
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а затем выполняет его Фурье-анализ, имеет вид 

Эта схема почти петюстыо выполняет описанную выше стратегию опреll.е

ления фазы, по со значительной модификющей. Прежде чем мы выполняем 

завершающее преобра..·юванис Адамара и измеряем У 1 и fj2 , выполняются 

некоторые условные фа:юные повороты. Это те фазовые повороты, кото
рые опичают QI<'T(З) от иреобразования Адамара Н(з) и резко повышают 
эффективность, с которой мы можем извлечь значение ф. 

Мы можем лучше понять, что делают ус:1овньJе повороты, есJШ пред

положим, что ф = k/8 при k Е {0, 1, 2, ... , 7}; в это>~ случае нам известно, 
что прсобразовапис Фурье будет с вероятностью единица 1·енерировать на 

1\ЫХОде У -= k. Мы можем представить k в виде д.воичнон) раз;rожсния 

(6.263) 

Фактически схема для самого младшего значащего бита у0 иреобразования 
Фурье явщrется в точности измерительной схемой Китаева, применяемой 

к унитарному преобразованию U 4 , собстnенньrе значения котороП) равны 

(е 2~'Ф) 4 = ei~k = ei~ko = ±1. (6.264) 

Измерительная цень И/(еально ра:.шичает собственные значения ± 1, так 
что fio ~ k 0 . 

Схема !I)JЯ с;rедующего бита У1 начти такая же, как и измеритс.IЬная 
cxe:wa ;~;ая U 7 с собственным значением 

(e21riФ)2 = ei-тrk/2 = ei1r(k1.k0) ~ (6.265) 

за исключением того, что добав.1ен условный фа.·ювый nоворот~ который 

умножает фазу на exp[-i1Г(.k0 )], давая в результате е'~•,. Вновь, применяя 
вслед за измерением иреобразование Адамара, мы с онределенностью но~ 

лучасм результат ii1 = k1. Аналогично схема для jj2 измеряет собственнос 
значение 

(6.266) 

за искшочением юrn, что условный поворот уда..1яст ci1r(.k1 k()), так что ре
зу:u,татом с определенностью является fj2 = k2 . 
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Таким образом, QFT наилучшим образом осуществляет программу 
оnре;(еления фазы. Сначала мы измеряем значащие биты младших рюря

дов фазы ф и ИС!юлr,зуем приобретенную в измереникх информацию, чтобы 
у.rучruить достоверность определения значащих битов следующих разря

дов. Имея в виду эту интернретацию, вы сможете просто запомнить схему 
цля QFT(")! 

6.12. Резюме 

Классические схемы. Сложность задачи можно характеризован. раз
мером однородного семейства логических схем, рещающих зту задачу. За

дача трудная, ес;1и ра'Змер схемы является суnерполиномиальной функци

ей от размера входа. Один классический универсальный компьютер :может 

эффективно мол;елировать другой, так что классификация сложности ап

паратно-не1ависима. Трехбитовый венТШiь Тоффо;m является универса.гп.

ным для кJшссических обрати:мых вычислений. Обратимый компьютер мо

жет мо;~слировать необратимый без значительного замед.Jения и неприем

.:Jемых затрат памяти. 

Кваштuиые схемы. Хотя этu не доказано, но выглядит праnдопО)~об

ным, что квантовые схемы полинамиалыюга размера не мо1ут моделиро

ваться классическими вероятностными схемами полиномиального размера 

(BQP f ВРР); O!IНaJ<O ;щя зтогодостаточно попиномиальноrо простран

ства (ПQР <;;: PSPACE). Квантовая схема с шумом может с нриемлемой 
точностью моделировать идеальную квантовую схемуразмера Т. если каж

дый квантовый вентиль имеет точность порядка 1 /Т. Один универсаль
ный кванrовый компьютер может эффективно моделировать другой, так 

что класс сложности BQP аппаратно независим. Типичный двухкубнто
вый квантовый вентиль, если он может действовать на любую пару куби

тов в нриборе, адекватен д.~я универальных кванiовых вычис.Jений. Так

же адекватны вентШiь контролируемое ~·от плюс типичный однокубитовй 

вентиль. 

Бьrс·rрый квантовый поиск. Исчерпывающий поиск маркированно

го э;~смента в неструктурированной базе данных из 1V злементов может 
быть выпо;rnен с номощью квантово1о компьютера за время порядка vГfli, 
но не быстрее. Квадратичное квантовое ускорение также может быть до

стигнуто для некоторых проблем структурированного поиска, но некото

рые проб:1емы оракула не допускают существенного кванrовшо ускорения. 

Два участника, каждый из которых имеет о распоряжении таб:шцу из N 
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заnисей, могут лока.rшзовать совпадающие строки в их таблицах, обменяв

шись О( VNlog N) кубнтами, явно вступая в конф.тшп с духом (но не бук
вой) границы Холепо. 

О1ыскание периода .. Используя квантовый nаралле:m:зм, можно вы
числить квантоное иреобразование Фурье в N -мерном прос1ранстве за вре
мя норядка (log N) 2 (по сравнению со временем N log N д.сrя классическо
го быс1рого иреобразования Фурье); если нам нужно сразу после зюго 
выполняп. измерение, то для вычисления QPT достаточно однокубитовых 
нентилей. Таким образом, квантовые компьютеры моrут зффсК1ивпо ре

шать некоторые задачи с периодической струюурой, такие как факториза

ция и задача о дискретном логарифме. 

6.13. Упражнения 
6.1. Линейвое моделирование вентили Тоффолв. На пекции мы постро

или п-битовый вентиль Тоффшш e<n) из трехбитоных вентилей Тоф
фоли &(3 ). Схема требовала только оююго бита вспомогательного про
странства, но количество венпшей было экспоненциально велико по n. 
Исполь3уя более широкое вспомогательное пространство, можно су

щественно сократить ко;rm:чество вентилей. 

а) Найдите вычисляюшее e(n) семейстпо схем из 2п- 5 вентилей е(з). 
(Здесь используется n- 3 вспомоt'ательных битов, которые в кон
це вычисления возвращаются к своим исходным, равным нушо, 

значениям.) 

Ь) Найдите вычисдяющее e(n) семейство схем из 4n-12 вентилей g(з), 
которое работает независимо от начальных значений вспомога

тельных битов. (Вновь n·- 3 вспомогательных битов в конце вы
числения возвращаются к своим начальным. не обя:.ште.1ьно рав

ным нущо, значениям.) 

6.2. Универсальный набор квантовых венти!'ей. Цель зтого унражне

ния --завершить дем-он~tрациrо тшtJ, что контролируемое КОТ и про~ 

изпольньtе однокубиtовьtе йентилИ образуют универсальный набор. 

а) Пусть U - произвольная унитарная 2 х 2-матрица с единичным 
онределитедем. Найдите унитарные иреобразования А, В и С 

такие, что 

АВС~ 1, (6.267) 

(6.268) 
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(Указание. Из конструкции уг;:юв Эйлера мы знаем, что 

U = R,('Ф)R"(B)RztФ), (6.269) 
где, напри>~ер, R, ( Ф) обозначает поворот вокруг оси z на угол ф. 
Нам также известно, чrо, например, 

uxRzlф)ux = Rzt-ф).J (6.270) 
Ь) Расс!Wотритс двухкуби-швый веитиль контролируе"'ой фаsы: он 

применяет U '-'- ею:l ко вrорому кубиту, есни первый кубит имеет 

значение 11), и 11ействует тривиально в противном случае. Пока
жите, чrо фактически он является однокубитовым вентилем. 

с) Используя вентили контролируемое NOT и однокубитовые венти
ли, изобразите схему, реа.1ИЗующую контролируемое U, где U -
нроизно:IЬнос унитарное 2 х 2-nреобра1ованис. 

6.3. Точностh. Целr:. Э1Utu упражнения - установить связь между rочно
стью квантового сос1ояния и ·шчностыо соответствующего распреде

ления вероятностей. 

а) Пусть IIAII обозначает норму оператора А, а 

IIAII,, = tr [(AAI) 112
] 

обозначает следовую nop;wy. Покажите, что 

IJABII., '( IIBII · IIAIJ,, и 1 tr Al '( IIAII" 

(6 271) 

(6.272) 

Ь) Преююложим, что р ир-две матрицы ппотности, а {la)} -пол
ный ортанормированный базис. Так что 

Ра = (alpla), 
Р. = (aliJia) (6273) 

соответствующие расnределения вероятностей. Исnользуя (а), 

покажите, что 

(6.274) 
а 

с) Предположим, что р = I'Ф)(ФI и р ~ I.P)(,PJ -чистые состояния. 
Исnользуя (Ь ), покажите, что 

L:IP.- f>.J ( 2IJIФ) -IФJII- (6.275) 

• 
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6.4. Поиск в базе да11ных с непрерывным временем. Квантовая система 
с п-кубитовым rШIЬбертовым нространством имеет гамШiьтониап 

Н~= Elw}(wl, (6276) 

rде l'-"') - неизвсстное состояние вычислительного бюиса. Вам нужно 
найти значение r.v с помощью следующей щюцедуры. Включите не :за
висящее от времени возмущение Н', так что полным гамильтонианом 
будет 

Н= Hw +Н'. (6.277) 

Пригоrовьrе начальное состояние 1'1'>0} и позвольте ему ово,поциониро

вать в течение времени Т под управлением Н. Затем измерьте состо

яние. По резуJJr.тату измерения вы должны сделать вывод относитель

но w. 

а) Допустим, что в качестве начального состояния выбрано 
2n-1 

ls) = -
1- " lx}, 2n/2 Ц 

s- -о 

а в качестве возмущения 

Н' Els)(sl. 

Решите зависящее от времени уравнение Illредию'Сра 

(6.278) 

(6.279) 

(6.280) 

чтобы найти состояние в "Мометп времени Т. Каким следует вы

брать '1'. чтобы оптимизщювать вероятность успешного опреде
ления vЛ 

Ь) Теперь нредноложlfм, что I'<Po} и Н' можно выбрать какими угод
но, но мы требуем~ чтобы спустя время Т состоянием системы 
бьто lw), так чтобы измерение онредС.11ЯЛО &J с единичной ве
роятностью успеха. Выведите нижнюю. границу, которой должно 

удовлетворять Т, и сравните с вашим результатом в (а). [Ука
зание. Как и в нашем апа."Iизс на леiЩии, сравните эволюцию, 
управ:JЯемую Н, с эволюцией, управляемой Н' (случай «пусто
го opaкymD> ), и используйте уравнение Шредингера, чrобы найти, 
как быстро состояние, эоошоционирующее в соответствии с Н, 
отклоняется от состояния, эволюционируюп.:~;его в соответствии 

с Н'.] 



Часть 11 

Решение упражнений 1 

1 Решения унрежнений ныполнены Эндрю Лэндалом и Джимом Харрннrтоном (упр. 4.1, 
4.2, 4.6). 
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Решения упражнений к главе 2 

2.1. Точность воспроизведения вероятноетвой гипотезы 

Операторы (матрицы) плотности чистого состояния двухуровневой си

стемы находятся во взаимно однозначном соответствии с гочками на по

верхности сферы Блоха. Благоларя .:этому соответствию, мы можем выбрать 
ме-ру Хаара таких матриц плотности равной обычной евклидавой мере 

на 5 2 : 1 

-sl_· n_O,-d_Od--'<p'-. 
djt = 

4r. 

Если мы извлекаем 11/J) из однородного ансамбля чистых состояний 

и предnолагаем, что извлеченным вслед за ним из 1uro же ансамбJJя состо
янием является IФ). то усредненная ожидаемая точность ооснроизвсдения 
нашей гипотезы дается (классическим) математическим ожиданием по обо

им выборам: 

(F) ~ Е,,р)ЕIФ) [1(ФI.P)I 2 ] - Е,Ф)RФ) [(Фiw)(.PIФ)] ~ 

= ЕIФ!НIФ! [ tr (IФ)(ФIФ)(.РI)] = tr ( в,ф)ЕIФ) [IФ)(ФIФ)(.РI]) 7
-

= tr ( El>f) [IФ) (1/11] ЕIФ) [IФ) (ФI]) = 

= tr [ (J ~(1 +i>IФ) ·б) sin ~:Фр) х 

х (J ~(1 1 hiФ) а) siн~:еФ,о)] 

= tr [ ( ~1) 01)] = ~ trl = ~ 

То, чrо усредненная точность воспроизведении равна ~, интуитивно 
понятно, но мы должны честно выполнить вь1Числе:кия; чтобьt подтвердить 

праюшьпостъ нашей интуиции. Особенно работая в кнюповом мире! 

Прежде чем приступать к решению, я хотел бы объяснить, почему при

Iотовленная измерением маtрица плотности может быть заrшсана в виде, 

1 В общем cJIY'-Iae отыскание меры Хавра .цля матриц плотности может оказап.сfl трудноЯ 
задачей. 
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данном в условии задачи. Вспомним, чrо если начальным состояниеi~-1 кван

тоnой системы яR..Ъiется чистое состояние 1~·), то, согласно третьей аксиоме 

(см. ра:ще.1 2.1 ). измерение наблюдаемой А с верояпюстъю Pn = (Ф/Р" /Ф) 
выбирает проектор Р n на одно из собственных сос1uяний А и переводит 

систему в нормированное чистое состояние 

1 
, ) Р"/Ф) 
~·п = (>Р/Р"/Ф)l/2 

Это наводит на мысль, чrо матрица плотности чистого состоянии до;rжна 

трансформироваться в aNClUtбль всех возможных ре3уш.тюuв измерения: 

Но [1/Jn){'f/.,·л.l является именно проектором Pn, так что приютавливаемая 
измерением матрица плоn-юсти с тем же основанием может бьпь :шписана 

в виде 

D 
n 

Однако следует предостеречь, что такая эволюция верна. CCJJИ lО:IЬ

ко нача.1ьным состоянием системы является чистое состояние. В общем 

случае, как бьшо показано на лекциях, зво.1юция "Матрицы плотности р 

под влиянием измерения (фон Неймана) имеет вид р __, I;" Р" tr(pP п) 
(см. разде." 3.1.1). 

С данной выше матриuей плотности вычис.1ение точносп1 восnроиз

ведения сравпите.J:ьно прос·rо: 

F = (ф/р/V') = (Ф/(Р1 (Ф/Р,/Ф) + Р, (1/l/P ./'+')) /Ф) ~ 
= (ф/Р;\Ф)('Ф/Р!/Ф) + (Ф/P;/Ф)(ФIPJIV') = 

~ (,Р/Р)/1/1) 2 + (Ф/Р!/Ф) 2 
= PJ +PI = 

=pz+(l-p)2 (р=;р1 ) 

=2p2 -2p+l. 

Чтобы найти усред1t.енную точность воспрои..1ведения, необходимо вы
числить (классическое) математическое ожидание по всем возможным ре

алюациям состояния /Ф). Поско:~ьку состояния /Ф) распре;(елены однород-
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но, усредненную точность воспроизведения (F') = Е1") [FJ можно най
ти, полагая однородным распределение р Е [0, !]. Щлинный путь со
стоит п замене l·ц>) спинорами или проектора~и и усреднении по всем 
углам.) Это ;щет следующее значение усредненпой точности воспроиз

ведения: 

1 

(F) = j (2р2 - 2р + 1 )dp ~ ~ ~ ~ + t 
а 

Таким образом, пыпОJrnение измерения увеличивает точносп, воспро

изведения на ~. Эвристически это можно запомнить, заметиn, что с вероят-

ностью~ сосюяние [V1) ориентировано вдоль оси измерения, а соответству

ющий результат измерения дает IФ) вдоль лай оси имеет вероятность ~· 

Вероятность того, ЧIО I'ипотсза верна, равна ~ · Ь. 
Следуст заметить, чтu, хотя выражения д.,lЯ точности воспроизве,цсния 

н за;щчах 2.1 и 2.2 вьшiядят ра1.nrчными, на самом л,еле оба они являются 
частными случаями общего выражения 

F = tr Р1Р2· 

В задаче 2.1 обе р 1 н р2 были чиСIЪIМИ сосшяпиями, а н за:щче 2.2 чисше 
то.1ько р 1 . В общем случае F оnисывает, насколько по~обны два квантоных 
состояния. Непосредственно ВИJ(НО, что ТОЧJIОСТЬ ооспроизвсдения яв:mется 

не са,_\fой лучшей метрикой, так как, например, tr(p)2 = 1 то.Jько в частном 
случае, когда р янпяется nроскюром. Позже в этом курсе мы найдем более 

хорошие меры точности воспроwJведсния. 

2,3, Раз,,ожепве Шмидrа 

2.3,1, Частичные следы. Решение этой части главным образом получается 
путем чисто ~еханического применения определений. Начаш.ным состоя

нием системы яктяется: 
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что, будучи .записанным как оператор шютности, представ...'!Яет собой: 

IФ)(ФI = Hl т+ VЗI щ + VЗI т ~ 1 щ) х 

х (т 1 1 vГз(r 1 1 + vf:!(J r 1 1 щ 1) = 

1 vз 3 3 .fi (j 1 1 

(
1 vзvз 1)((trl) 

= (1 щ1 щ,1 m,l щ) 8 vз 3 :J .;з щ 1 · 
1 vзvз 1 Щl 

Частичный след по системе В дает: 

РА = trв IФ)(ФI = 

~ (j в IФ)(ФI i в)+ (!в IФ)(ФI !в)= 
= l [1 i)(i I+V'ЗI i)(! 1+ v'ЗI !)(i 1+31 !)(!Н]~ 

8 +31 j)ii 1 + VЗI i)(! 1 + VЗI !)(j 1 t 1 ))() 1 

~! (41 i)(i 1 +241 i)(! l+2v'ЗI!)(i 1 ~41 J)(! 1) = 

- ( 1/2 ..;3j4 ) ( (j 1 ) - (l j), 1 !)) V'З/4 1/2 (! 1 . 

Поскольку состояние jФ) симметрично относительно обмена система
ми А и В, ro оказывается, что частичный след по системе А дает тот же 
самый нид приведеиной матрицы плотности р в: 

Рв = Lrл IФ)(ФI = 
= (i А IФ)(ФI i А)+ (!А IФ)(ФI LA) = 

= l [1 j)(j 1 + VЗI j)(! .1 + VЗI !)(j 1 + 31 ))(! 1+] = 

8 +31 j)(i 1 + VЗI i)(J 1 + vГзll)(i 1 + 1 !)() 1 

= ~ ( 41 1) (1 1 + 2VЗ1 1) (J 1 + zvГзiJ) (1 1 + 41 J) (l 1) = 

= (1 j), 1 !)) ( Уз}4 ~~4 
)( ii 1). 

2.3.2 РаЗJшжение Шмидта. Решение эrой части задачи ·юже нолучается 
в резу.тн.тате простых манипуляций опредедениями, во с ;(ополпительным 

преобразованием, с помощью которого мы предварительно поворачиваем 

базис системы А так, чтобы диаrонализовать приведеиную матрицу р А. 
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Чюбы выполни1Ъ ~то, найдем сначала собственные состояния, диагонаsш
зующие Рл: 

1 1/2-Л vГз/1 1-о 
vГз/4 1/2- л - , 

1/4-.\+Л' -3/16=0, 

л' -Л+ 1/16=0, 

л±= 1/2 ± v'з/4, 

I'Ф±)л = jz(l [),± ll)л), 

Чтобы выnолнить (локальную) замену базиса, :ко1орая реа.ти_зует эти 

собсп~енные веК1'0ры ll качестве базисных, используем обычную формулу 
перехода от одншо представления к другому, основанную на очевидной 

rождественной вставке: 

i=± 

Коэффиr(иентами этого рашожения фактически являются состояния систе

мы R, так как впуrреппсе произведение здесь вычисляется только по со
стояниям системы А. Действительно. 

(Ф'IФ) ~ !(л(i 1 + л(ll) х 

х [1 i)л ( !1 i)в + '71l)в) + tl)л ( '71 nв + !ll)в)] = 

= Ht r> в 1 v'зtt> в + v'зl r> в + 1 t> в) = 

1 ]- у'3 (1 \ 1 ) ) - 1- ) ~ ~4~ i.в + l в = 'Pt В> 

(Ф IФ) = !(л(i 1- л(! 1) х 

х [1 i)л (~~Т) в+ '71 !)н)+ 1 !)л ( '71 i)в +~~!)в)]= 
= Н1 r> в+ v'зlt> в- v'зl r> в -lt> в) = 

1-v'З( ) -= ~4- 1 i)н -ll)в = I'Pz)в. 
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Мы почти у цели. Все, ч1о нам осталось сделать ~ это нормиро1tать 

полученные состоя11Ия: 

(<Ptli'J) = 4+\~у'З(в(i 1 + в(ll)(l Т/в+ ll)в) = 

~~(н v{) ~р~, 
(<P2I<fi2) = 

4 -1~у'3(в(Т 1- в(ll)(l Т) в -ll)в) ~ 

= ~ ( 1- v;) ~ р, 
Используя нормированные состояния I'P;l в = ~I<PJ в, мы можем 

yPi 

записать раз,;10жение Шмидта эТОI'О чистого состояния по ортанормирован

ным состояниям систем А и R: 

1 нVЗ 
-4 -(lilв+ll/в) + 

~ 
~ 

-

= (t ;t) [ }z(l Т) л+ ll)A)] [ }z(l Т) в+ ll)в)] + 

+ C;t) [~(li)A-11/A)] [~(ltlв-ll)в)] 
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2 .. 4 .. Трехкубитовое чистое состояние 

Пет. Прежде чем объяс11яп •• почему, я хотел бы отметить, что па ca.Jy[OM 
;tc;re неверно в этой за.дачс. Разложение Шмидта для трехкомпоненпюй 
системы донжно выглядеть с.:1едующи.м образом: 

L YP,Ji) л® Ji) в® Ji)c· 

Надеюсь, это ни у кого не вызывает недо}'}fения, так как :множители .;р;, 

очснИ)tНО. должны присутствоnать, чтобы нормировать состояние. В общем 

случае разложение Шмидта п-компонентной системы имело бы nид 

I:vPi®li)j, 
j 

где каждый базис fllм•щта { Ji)1} является ортонормированным в j-ой си
стеме. 

Тспер1, обратимся к <<объяснению>>, которое я уnотребляю как эвфе
мизм «л.оказате.Jьства>> 1. 

Пусть IФ) Аве чистое состояFJие ·rрехкомнонснтной системы~ пред-
наложим, что IФ) .11Jc имеет разложение Illмидта. Коль скоро тю так, ro оы
численис rшрциального следа но любым двум подсистемам даст ДИЗl'онаJrь

ную н базисе lliмидта приведеиную матрицу плотости оставшейся нодси

стемы. Более того, вычисляемые этом базисе приведеиные матрицы rтот

ности подсистем должны иметь один и тот же спеюр значений Pi 2. Лю
бые локальные (действующие внутри одной ПОJ~системы) унитарные пре

обра'ЗОвания базисов сохраняют собственные значения приведеиных мат

риц JI.;JОтпости. Следовательно, спектры (ненулевые) приведеиных мюриц 

Шiотности всех этих подсистем до .. 1Жны быть и;~ентичны нсзаRисимо от то
го, в како~t базисе они выражаются. 

Это требование строгонJ «совпадения спектрою> несправед.-rиво д.IЯ 

произвольных JФ) ""зс' и примеров этому моожсство. Я ;~умаю, что про
стейши~ контрпримерам является: 

I•ИАвс = JО)л ( ~(JоО)вс + J!l)вc)), 
1 Энфемизм от греческого euphemia - во~держапие от резких слов, смягченное выражение 

(перев.) 
2 Точнее, приведеиные матрицы плотности долж:ны иметr. соtшадающие спеКiры иеuуде

вых собственных значений Pt (см. ра:~де.1 2.4).- Прим. ред 
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Рмзс = I'Ф!лвс лво(ФI = 

= ~(IOOO)(OOOI + IOOO)(Olll + IOll)(OOOI t IOll)(OЩ), 

Рл =trвtrcPлnc 

~ IО)лл(ОI 

=о~), 
Рв = trл trc Р.4вс 

с" ~(I0) 8 в(Oi+ll)вя(11) 

( 
1/2 о ) 

= о 1/2 , 

2.5. Кван·rовые корреляции в смешанпои состоянии 

о 

Как мы видели в задаче 2.2, вероятность измерения собственного зна
чения Р n равна Pn = tr Р пР· ВЗаимно однозначное соответствие между 
проекторами на кубиты н точками на поверхности сферы Блоха гопорит 
о том, что вероятность результатов двух последовательных измерений -
«спин вверх» вдоль оси ft у первqго кубита и «спин вверх» вдоль оси т у 
второго кубита - равна 

р = tr8 { P,ntrл [(Рп ®lв)Р] }, 

р ~ trв a(l +т· 8 8 ) trл [ ~(1 -t ii 8 л)® lв)Р] }· 

По отношению к следу но системе А проекrор Р fi~ является мульти

пликативной константой. поскшiьку его действие на систему А тривиально. 

В силу линейности следа такую консrанту можно внести по.J; его знак: 

р = tr В tr А [ ( 1 А ® ~ ( 1+ т · а В)) ( ~ ( 1 1 fi · а л) ® 1 в) р] = 

~ tr8 lrл [(~(1-t ii aл)®~(l-t m·Вв)) + 
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С помощью данной в за11.аче р, зти сдеды можно вычислить явно, учитывая 

ошпейность следа и равенство нулю еледои матриц Паули: 

= tr8 trл [ (~(l+iъ u л))@ ( ~(l+т <Тв)) Оlлв+~IФ-)(1/1 1)] ~ 
= 312 tг8 tгл[(Нi>·д'л)®(1 t-rh·д'в)]+ 

+~ tr В tr А [ ( (1 + i\ ·д' л) 0 (1 + m ·д' в)) 11/;-}(-ф -~] 

- .з~ tr8 trл [lэl] + ~(Ф-I(l+n·д'л)0(1 +т-0'8 )11/1-) ~ 

= ! + ~ ( 1/J -1 н п · а А t т . д' в + п · и л ® т · d в 11/J ) = 

= ~ tk[n· (Ф-Iд'лiФ-)+rh· (·Ф-1<711 11/'-)+(Ф-In·д'л 0rh·д'вiФ-)]. 

В синглетном состоянии IФ --) математические ожидания и А и и в рав
ны нушо, в чем можно убедиться юш с помощью явных нычислений и.w 

заметив, чm ешелет является скалярным (спшт-0) состоянием. Остается 
нычислить только одно слагаемое, самое правое из приведеиных вьnпе. 

,[ljiя этого имеется несколько способов. Возможно, проще всего показать, 
что блаrо,'l,аря спин-О симметрии синглеnюе состояние имеет один и mт 

же вид в mобом базисе, следовательно, мы можем выбрать систему коорди

нат, в коmрой n = i. Более того, симметрия состояния позволяет ноложи1ъ 
rTt = Z cos О -t- i si n (}, так что мы находим 

(Ф-In ·О' л) 0 т· д'вiФ-) = (w-lиz ® uzii/J-) cos8 + 
+(1/J-Iu z 0 и xii/J-) siв /1 = - cos8, 

что дает ответ 

Этот результат интуитивно понятен. С большей вероятностью мы об

наруживаем снины антипараллелъными, так как матрица плотиости имеет 

большую сингJiспrую компоненту. По этой же причине менее вероятно об

наружить спины параллельными. Вариация меж;::tу двумя возможностями, 

естественно, синусоидальная. 
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Решения упражнений к rлаве 3 

3.1. РеОJ•иза•1ии ПОЗ:U 

Поскольку мы имеем n = ,1 положите.;:Iьных оператора, дейс·rвующих 
в N = 2-мсрно\1 гильбертовам пространстве 'Н. то сог;~асно теореме Пай

марка эту IIOЗM можно расширить до <<ортогонального ИЗ\iерсния фон 
Нейманю> 1 в n = 4-мерном гюьбертовом пространстве 'Ji ff!ltj_. Сдс.1аем 
это путем расширения N ~ 2 проекторов до чсть•рех. ·фебуя ортонормиро
ванность состояний, из которых формируются эти проекторы. На лекt{ИЯХ 

бы.1о показано, чrо с помощью следующс1u отображения 

а= 1, . .. ,n, 

вариант <<прямой суммЫ>> теоремы Наймарка можно преобразовать в вари
ант «тспзорного произвсдения». 

Есии венамагательная система прнrоrовлена в состоянии IO) в, то :но 
отображение гарантирует, что даш.нейшая зво;ноция системы Л будет огра
ничена подпространством 'lt. Разжриость расширенного тензорпым про
и3ведением пространства равна N(n - Jl{ + 1), что в наше~1 случае рав
но шести. Однако это не самое эффективное из нозможных 01uбрuжений. 

Мы можем использовать с;Iс,1уюrцее, более рациона.:rьное. отображенИе той 

же самой размерности: 

а= 1 ..... n. 

Очевидно, зто отображение также ограничивает систему А подпро

странством Н. ес.;~и всiJомогательная система Приготовлена н состоя

нии /0) В• но размерность тензорного произведения ги~'Iьбертовых нро

странств теперь только 2N = 4. · 
Чтобы найти IIЗИ. сначала найдем расширение в прямую сумму иро

странств, а затем применим приRеденнос выше отображение. Состояния~ш. 

нк.;тючающими ПОЗМ, которую мы хоте:ш бы расширип,, являются 

1 Некоторые авторы называют зтот тип измерения ПЗИ (проскrорпо-значное измерение). 
К их числу нринад.;Jежит и ав·юр, ПЗИ tupa..·щo более ясно, чем «ортоmнаm.ное измерение фон 

Неймана». 
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Чтобы расширить базис, удобнее и попятнее переписать их в спинорной 

форме в 2-базисе, в коwром два после;хних состояния записываются с по

"tощью соотноШений 1 

Первым сосrоянием, которое будет расширено, является i":\1). Един
ственным ограничением является нормировка, позrому мы можем расши

рить его с помощью нюб01о 2-спинора в '}-{-, имеющего норму 1/2. Суще
ствует множество выборов, но реа.аьно разумны rолько те из них, у которых 

или равна нулю одна компонента~ или обе компоненты имеют одинаковые 

значения. Я прол;емонстрирую, что по.;rучится, если выбрать расширение 

енинора первого типа: 

( 
l/V2J 

lи,) = 1/f . 
СледуЮщий Reкrop до.1жен быть орrогонюен предьщуrцему и также 

нормирован. С rочностью до произвольной фазы зrо фиксирует его расши
рение, которое мы можем применить. Вновь имеется тодько один разумный 

выбор, дающий тривиальную фазу: 

( 1/~J lи,) = !/~ . 

-,-------
1Записывая состояния таким обра:юм, я явно иснользую соr:пашение о фазе спинора. 

\-ф(O,I.fJ)) -- (~~'::i~i12 ). как э·ю oбы'ffio делается. Хотя cor.'luweниe о i<распрелелеmюй 

(

."-•<?1 2 cosB/2) 
фазе)> l"l/.>(0, l.fJ)} = -~io.p/'1. siп0/ 2 RЫГ.1Ядит более сим.\н:•Jрично, оно IJСдст к общим фазам 

в 1 ix) и llx), которые труднее запомнюь и уж во всяком случае нефн.зичны. 
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Два nоследних выбора полностью фиксируются требованиями ортогональ

ности и нормировки и имеют вид 

( 

1/2 ) 1/2 
lиз) = -1/2 , 

-1/2 
( 

1/2 ) -1/2 
lи4) = -1/2 . 

1/2 

Теперь нужно применять наше отображение, чrобы прсобразонать эти 

«прямые суммы» состояний в тензорные произведения состояний. То есть 

взять нашу исходную систему А и ввести вспомогательную систему В та
ким образом, чтобы базисные состояния в НА ED нА~ отобразились на ба
зисные состояния в НА@ н вНепосредственная проверка показывает, что 
эrо получается, ecJm выполнить следующее 01uбражснис базисных векто
ров 

где введены обозначения IO) в = 1 Т,) в, 11) в 
записать проекторы в виде 

1 L z) в. Это позволяет 

П, ~ lи,) (u,l 

с о 
1 

о -! о о о 
= 1 т z r x)(i z i х 1, - 2 1 о 1 

о о о 

П, = lщ)(и,l 

со 
о 

~) = 4 ~ ~ о 
~ ll,T,)(l,lx 1, 

о 

о 1 о 

Пз = lиз)(изl 

= ± ( i1 
1 -1 -1) 1 -1 -1 

-1 1 ~ = 1 f xlx)(j xlx l, 
-1 -1 1 
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= l ( ~1 
4 -1 

l 

-1 -1 1 ) 
l 1 -1 
l ] -1 = IJ.J,)(lxlx 1 
-l -1 l 

Для wro, чrобы в исходной системе бъша реаJШзована ПОЗМ, вспомо~ 
rате;11.ная система тлжна быть приl()товлена в состоянии 1 Т z) в. 

Как упоминалось в ходе вывода, существует свобода в выборе путей, 

СJIСдовате.1ьно, возможны другие решения. 

3.2. Обратимость супероператоров 

а) Предположим, что сунерап ератор М имеет левый обратный супераnера

тор N такой, что N оМ =Т. Согласно теореме о представлен1<и Крауса М 
и N имеют представления операторных сумм: 

М(р) = LM~pM1, 
р 

а 

Более того, представление операrорной суммы их композиции выражается 

иа языке операторов R{ap) = N.M": 

LRia"JPRJa"J = LN.M"p(N.M")
1 

= 

= LN.M,.pM~N! =NoM(p), 
ар 
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Но поскольку N оМ= Т, то операmры R{a~} одновременно должны быть 
операторами Крауса для тождественного сунероператора, имеющего триRи

а.оьное предстаюение Т(р) = lpl t. В наиболее общем случае операторы 
Крауса определены с точностыо до унитарного поворота; отсюда следует, 

что NaMp ~ ламl, где Лар- элемент унитарной МО'!рИЦЫ, а I: [Л,мf'' -_ 1 
ар 

согласно нормировке столбцов унитарной матрицы 1 • 

Ь) Используя rождествснную вставку L NlNa=l и соотношение NaMJl :..:;__ 
а 

-о Ламl из части (а), получим требуемый результат: 

(6.2Щ 

а 

(6.282) 
а 

(6.283) 

с) Из части (Ь) мы 1паем, чm мtмм ~ 'Уvм 1. Эmго достаmчно, чmбы 
rюказать nронорциональность ;(руг другу всех операторов М, поскольку 

в этом случае разложение Крауса имеет всего одно слагаемое, ко·rорое в со

ответствии с нормировкой 11,олжно быть унитарным. 

Так как мы рассматриваем только иенулевые онераrоры, нам известно, 

что 'Уvм f О. Таким обра-зом2, 

detM~Mм ~ det 'У~мl, 

detMtd~tMм ~ ('Yм~Jn, 

( det Мм)' det М,. f О, 

detM,. f О. 

1 На самом деле требование унитарносm маrрицы ,\,J.t здесь излишне. Справедливость 
раыенства Л/ о М(р) = I(p) - р для любого оператора nлотности р 1ребует выполнения 
NaMp. -:--: >." 1,1, где Лaft -элемент произволышй матрицы с единичной нормой Ги:Iьберта
l!lмидта, определяемой уравнениями (6.104), (6.105). Впрочем уже н следующем пункте ре111е
ния данной зада•m упитарность маtрицы Лар. не предполагается, в противном с."Iучае ~штрица 

'i'vp.• опреде;Iяемая как~ Л~v..\ар. = 1-v!-1- была бы равна единичной матрице "'vp, _:___ bvp.·

Прим.ред. 
2 Здесь Iю втором равенстве n - размерносп, гиш,бертова nространства состояний рас

сматриваемой кнаН'L\JВой системы. - Прим. ред. 
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СJJе;щватсльно, каждый из операторов MJ.L должен быть обратим и, в част~ 
н ости, 

М1М,. ~ '1,.,.1, 

M t _ м-t 
jt- ljtp,. р. . 

Отсюда следует, что все онсраторы М нрОlюрциональпы друг другу: 

мtмJ.l· = fvJ.ll, 

мvмtмр. = 'YvJtM,п 

Mv(lvvM~ 1 )MJ.t = fuJLMv, 

'lvl' 
MJL = -;:;;-Mv. 

'"" 
3.3. Как MIIOI о супероператоров? 

На лекции мы видели, что существует три эквива."Iентных способа 

установить, что $ является супероператором: 
1. $ нрсобразует матрицы плотности в матрицы плотности. 
2. $ является впшrnе положительным линейным отображением, сохра

няющим эрми·rовость и еле;~ своего аргумента. 

3. $ имеет пре;1ставление операторвой суммы. 
Необходимо найти ко.nrчество степепей свободы $, исnо.ТhЗуя любой 

из эmх критериев. Здесь я опишу подходы, исполь..1ующие только крите

рии (1) и (3). D каждом из этих •ю;tходов р рассматр11вается как N х N 
оператор шютности, который полностью описывает с\iешанное состояние 

(то есть ансамб.% чистых состояний) в N-мерном гильбертоном простран

стве. 

Матрица плотности р является эрмитовой матриr{сЙ с единичным еле~ 

дом и, следовательно~ зависит от N 2 
- 1 свободных параметров. Однако 

было бы ошибкой думать, что действие $ сводится всего лишь к случай~ 
ному нсрсмсшиванию этих параметров. Базис для р фактически являеl'Ся 

N2-:vrерным, ар может быть записана как р ~ ~(l+а-Л), где л, представ
ляет собой 1\r 2 

- 1 линейно независимых базисных матриц. Как видно из 
этой записи, $ снособен не только случайно персмешивать матрицы Лi, из
меняя б, но также может отображать единицу на линейную комбинацию 1 
и Л: 

(
1 ) 1 - -$ -1 = -(1 t-(3-Л) 2 2 1~1я нскоторого /]. 
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При таком подсчете количество свободных параметров равно (N2 -1)2 

для отображения Х и - N 2 - 1 для аффинного сдвига 1, что в сумме дает 
(N2 -1)2 +N2 -1- N 4 -N2 вещественных параметров. 

Если вы не убеждены в существовании аффинного сл.вига, то посмот~ 

ритс, как сдпигается центр сферы Блоха под действием канала затухания 

амюmуды в задаче 3.6 Ь. 
Поскольку $ имеет представление операторной суммы, мы можем за

писать 

$(р) = LM"pMt, 

" где каждый оператор М" Е GL(N,C) 1 зависит от 2N2 вещественных па-
раметров. В GL( N, С) существует N 2 линейно независимых матриц. что 
означает, что prima [acie2 $ зависит самое большее от 2N2 (IV2 ) ~ 2N4 

вещестпенных параметров. 

Матрицы MJL должны также удовлетворять условию нормировки 

Lмtм,, = 1. 

" Это дает только N2 допоШIИтельных связей, так как эрмнто во сонряженное 
уравнение идентично записанному выше. Наконец, мы видели на лекции, 

чю наиболее общей неоднозначностъю в определении матриц М11 является 
унитарная перестаиовка операторов: 

M,u. .-.......+ U,u.",Mv. 

Так как существует самое большее N2 матриц М", то И"" Е П(N2 ) зави
сит от N 4 вещественных параметров. Таким образом, мы находим, что $ 
зависит самое большее от 2N4 - N 2·- N 4 = N 4 - N 2 вещественных пара
метров. 

В обоих подсчетах мы нaniШI, что $ зависит самое большее от N 4 - .N2 

вещественных параметров. 

3.4. Насколько быстра декоrсревтнзация? 

а) Уравнение движения простого затухающего гармонического осциллятора 

имеет вид 

1 G L( N, С) 1руппа невщюжденНЬiх матр1щ размерности N над полем кuмплексньсх чи
сел С. - Прим. ред. 

2 Primu facie (лат) - по первому виду, на первый взrл1д. - ЛpWtt. перев. 
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Мы ожидаем, что при слабом затухании средняя энергия осциллятора убы

вает экспоненциально: 

Таким образом, а.;иплитуда осцИЛJIЯций должна затухать как е -Ьt/ 2m. 
Из классической механики шm откуда-нибудь еще :мы помним. что при 

слабом затухании добротность определяется как 

~ 271" ( ПOJrnaя энергия ) 
Q ~ Потеря энергии за период 

На лекции мы иапmи, чrо декогерентизация хорошо моделируется ка

налом затухания фазы. Из основного уравнения /ЩЯ зrого канала сдедует, 

что недиагона.тьные в базисе когерентных состояний элементы матрицы 

пл:отности затухают как 

где Г - темn рассеяния одного кванта осциллятора его окружением. Та

кой вид зюухания наводит на мысль иитерпретировюъ Г как коэффициент 

эффективной радиационной силы зюухания с добротностью 

Время дскоrерентизации системы по порядку величины представляет 

собой время, за которое нс;щаrональные элемен1ЪI уменьшаются в е раз по 

сравнению с их нача . .-тьными значениями: 

2 
tdecoh = 2 · Гln~rnl 

Данное в :Jадаче кот-состояние не выражается н базисе когерентных состоя

ний. Однако для сюiьно локализованных rауссовских волновых накеrов мы 

ожидаем, что собственное состояние оператора уничrожения будет пример

но пропорционально собственному сосrоянию х-операrора: 

.-.. mw ,...... z .-.. г---- ( . ) а= ..j 2n, x-t rnwP , 

Г) ~ г;;;;((~) i (~)) ~ г;;;;;(х) ,а ~ V 'ih х + mw р ~ {'fh . 
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Следовательно, мы ожидаем, что показателъ экспоненты недиаt'ОПЗЛЫIЫХ 

злемеН1-'ОВ матрицы мотиости будет иметь порядок 

2rru...;x2 

ln- ml2 = mw lx- ( -x)l2 = • . 
2h " 

Теперь у нас есть все необходимое, ч-rобы вычислить время декогерен

тк~ации маятника: 

2 
tdecah == ---'"---о 

Гln-ml2 

2Q'h. 

w(2mwx2 ) 

Qh 
mc.v2x2 

Ь) При нуленой температуре все уровни энер1ии осциллятора былп связаны 

с основн:ым состоянием окружения. При конечной темперюурс n = k'Г co-
h"' 

стояний окружения дос·Jу:IТНЫ для взаимодействия 1. Таким образом, 1ю но
рял.ку веJШчины тем11 за1ухания становится в n раз быС'lрсе. Соответствен
но время д:екоrерентизации должно уменьшиться на эrот фактор: 

fdecoi,(T) ~ r';tdecoh(O) = 

ro- 34J . s .. 1 с' 

to- 23 J . к ' . to2K 

Мора.%: декогерентизация - очень быстра. Это один из самых быст
рых известных в насrоящее время физических нроцессов. 

3.5. Затухание фазы 

а) Непосредственно видно, что Мо, Ml 11 м2 выражаются ТОЛJ>КО через 
две mшейно nезависимые матрицы (1 и u 3 ). Э10 наводит на мыс.1.ь, что 

воз:можпо нредставление операторной суммы, испо~JЪзующее толы:.о два 

1 Это справед.'Utво при kT » hw. -- Прим. ред. 
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оператора Крауса. (Фактически всегда, КОL)Щ набор операторов Крауса за

висит от п линейно не1ависимых матриц, можно lfайти nредставление опе

раторной суммы, исполь.1ующсе зти n операторов.) 
Посмотрим явно, как оnераторы М действуют на маrри•IУ плотносш р 

общеru вида 

р __, М0рМЬ + M,pMJ + М2рМ1 = 

р р 
(1- р)р + 4(1 1 о-3 )р(1 ~о-,)+ 4(1- o-3 )p(l- о-3 ) --

(1- ~) Р t- ~<ТзР"з 
Зта форма nодсказывает выбор 

No= 

N,=~<rз 
в качестве операторов Крауса канала затухания фазы. Действительно, N 0 
и N 1 у!lовлетвор>LLОТ ус;ювию NbN0 + N\N 1 ~ 1 и, с~едователъно, долж
ным образом нормированы. 

Ь) Соотношение М,, ~ U~aNa ,~аст с;тедующую систему уравнений для 

компонент U
11

a: 

.гР Гр y'J=P1 ~ U00 V 1- 21-t-U01 \j~o-з, 

г;; ГР ГР v ~ (1 -1- "з) = U!Oy 1- 2 1 + ULI у 2 о-3 , 

д(l- о-,)= U20 Vl- ~ 1 + И21 ~ о-3 • 
Сравнение коэффициентов при линейно нсзависимых 1 и и 3 11.ает 

12- 2р 
Uoo = v 2- Р, 

Иш- V4 !' 2р' 
[!20 = j 4 !' 2р' 

Uн = j'f, 
u2l -с -л. 
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Осталось лишь дополнить матрицу lJ до унитарной, п01ребовав, чтобы 
все ее строки и столбr1ы бьши взаимно ортогональны и нормированы: 

/иоо/ 2 + /Иоt/2 1- /Ио,/ 2 ~ 1 * Ио2 =е'" J 2 ~ р' 

/и /' /И /' / 2 _ lf _ '"' h 10 + 11 i и,,/ ~ 1 * 12 -е у 2=Р' 

/И,о/ 2 + /И21 / 2 + /И22 / 2 = 1 * И22 = e''f [§,, 
и;,v02 + Иi1И12 + lf21U22 =О * е'('I'-Ф) = 1 * 'Р ~ 'lj;, 

UaaUo, + UioИ12 t U;оИ" -О * ei(&-<p) ~ -1 * О~ 'Р + 1r. 

Больше связей нет, следовательно, с rочнос'IЪЮ л;о неопределенной общей 
фазы (N2 ~О не может иметь хорошо опреl\еленной фазы) 

fi - 2Р О -е'"' fi. v-2-p v2-p 
И= J4JJ2p Л е'"'/§ 

с_р- - [i2I е'"' ~ v4-2p V2 v~ 

с) Операторы Крауса для кана.п:а, имеющего унитарное нредстанление И АЕ• 

определяются как 

М~'= (!LE/~AE/OE), 

где l.и) Е - ортого1lальные состояния окружения. Мы можем обычным спо
собом сформироватъортогоналный базис окружения из {/0) Е> /'to) Е• i't1) Е}
Одним из методов яв.."'I.Яется применение процесса Грама- Шмидта, но вме

сто этого я выберу базис, отражающий симметрию между /'to) Е и /11) Е: 

а± ( ) /±)Е= V2 /ro)E ± /r,)E , 

(±/±) = 1, 

* /а±/2 (1 ± (ro/r,)) = 1, 

1 
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В этом бюисе операторы Крауса имеют вид 

М0 = (O"IИ,tEIOв) = yl=Pl, 

М±= (±в[ИАвiОв) = 

р (1±(1-s) 
2[1 ±(1-s)l О 

р[1 ± (1 - f )] ( 1 о ) 
2 о ±1 . 

о 

±[l±(J -с)] 

399 

)-

О»и не похожи на операюры канала затухания фюы, но их можно иреобра

зовать в три таких оператора. И даже более того, их можно преобрюовать 

в два оператора, которые выглядят как операторы канала затухания фюы. 

Чтобы найти их, рассмотрим, как и в части (а), действие операторов Мо,± 

на произвольную матрицу rшотности 

Р ~ МорМ6 + М+рМ~ + М_рМ1 

р(2 -s) ps 
(1-р)р+ 2 p+тtrзPtrз 

г;-1Jf 
Na = V' -тl, 

В такой форме очевидно, что это оnераторы Крауса для канала зату

хания фа..%r, имеющего вероятность декогерентизации с его окружением, 

равную Ер. Обратим внимание на то, чrо нри е ----~> 1 мы воспроизводим 
канал затухания фюы из части (а), а nри е ~О затухание фюы исчезает. 

d) Uсли капал из (с) описывает рассеяние о·щельноrо фоrона, то мы име
ем Гscatt = рдt. Но декоrерентизация возникает только тогда, когда окру
жение может различить результаты рассеяния, то есть Г decoh = spAt. Сле
донатеm.но, 

Г decoh = Е Г 6Catt · 
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3.6. Декогерентизации на сфере Блоха 

а) Под действием ~<анала заrухания фазы матрица Iшотности р ~ ~(1 t 

-t Р · if) эволюционирует как (исполиуя операторы Мм из задачи 3.5) 

р __, MorM6 + M1rMI + м,рмj ~-
Р р 

(1- р)р 1·1(1 !-и3 )р(1 + и3 ) + 4(1- u 3 )p(1 -а3 ) = 

( 1- ~) Р + ~"зР"з = 

(1-~)r+~ [H1i-a3 (P 8)аз)] ~

(1- ~) р+ ~ [~(1- f>. if+ 2Р3а3)] 
! [ ( 1 - ~ t ~) 1+ ( 1 - ~ - ~) Р а 1 рРзи3 J -

! [1-t (1-p)J'.a t-рР""з] ~ 

Hl+ (cl-p)P,,(!-p)P,,F~,) .ст] 
Таким образомj мы видим, что действие каиала затухания фа:зы сжима

ет сферу Б;юха, нревращая ее в вытянутый вдоль оси z сфероид (элиипсоид 
вращения). Вьще;rснное положение оси z означает, что канал заrуханин фа
зы действует в пекотором нредпочтитс::rьном базисе. 

Ь) Под действием канала заrухания амплитуды матрица плотности р эво
люционирует как 

р __, М0рМЬ + м,rмi 

HU y'lo-p)cl+Pif)U у'1о-р)]+ 

+4 [( ~ ':;') (1 IP·if) ( ::r ~ )] = 

1 [ ( 1 О ) ( 1 + Р3 Р1 - iP2 ) ( 1 
-• 2 О уТ=р Р1 t iP2 1 - Р3 О 
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! [( () +2 о 
уР ) ( 1 + Р3 Р1 - iP2 ) ( О 
О Р1 + iP2 1 - Р3 ,fP ~)] ~ 

I(Hf\+p-pP1 (P1 -iP2 )y'l-p) 
~ 2 (Р1 + iP2 )y'l-p 1 -Р3 -р+рР3 ~ 

=~[1+(v"!"=PP1 ,,;J=PP2 ,Pз fp(l-P,)) а] 

Таким образом, мы видим, что действие канала затухания амплиrуды сжи

мает сферу Блоха в сплюснутый вдоль оси z эллипсоид вращения и сдви
гает ее вверх. 

с) Пщ~ /~сйствием «двойного канала Паулю> матрица шютности р эвОJJЮци

онирует как 

р ~ М0рМ6 + М1рМ1 + M 2 pMj = 

) 
р р 

~ (1- Р Р+ 2<Т1Р<Т, + 2<ТзР<Тз ~ 

=.(1-p)pt~[Hl+u 1 (P d)u 1)+Hl+u3 (P д')u,)]= 

(1-p)p+~[l-~P d+P1u 1 -~P dt Г3а3] 
1 [ ~ ~ ] 2 (1- р + p)l + (1- р- р)Р ·а+ рР. d- p1'2 u 2 

~ [1 1 ((1- р)Г1 , (1- 2р)Р2 , (1- р)Р3 ) а]. 

Таки~ оfiразом, действие двойного канала Паули при р < ~ сжимает 

сферу Блоха в СIL"ПОснутый вдоль оси у Э;mинсоид вращения, а при р > ~ 
в вытянутый nдоль оси у инвертированный сфероид ( однополосnтой гипер
болоид вращения). 

3. 7. ДеiСОI"ерентизация затухающего осциллятора 

а) Рассмотрим производную Х по времени: 

Х = tr [i>r(t)e-"•'e л•а] = 

~ Г tr [ ( ap1at - ~at ар1 - ~ p 1at а) е"•' е-л •а] . 
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Чтобы упростить это выражение, мы хотим преобразовать два вторых сда

гасмых под знаком саеда к такому же виду, что и первое (с целью по воз

можности сократить их друг с другом). Это можно сделать, испо:JЪЗуя свой

ство инвариантности следа относительно циюшческих перестановак и ком

мутационные соотношения меЖ11У операторами уничтожения и рождения: 

[a,al] = 1, 

[а, е""']= [a,atj a:t (е"•') = Ле"•', 

[е "'•, a!J = :а (е-"'•) [а, al] = ~л• е-"'•. 

Применяя :ни манипуляции к Х, найдем 

Х = Гtr [ ( ap1at ~ !ap1 (at ~Л')~ !(а+ Л)р1 аt) е"• 1 е-"'•] 

= ~ tr [Л* р1 елаt ае-.\"'а - Лр1 аt е>.а' е ->.•а J . 

Or лишних онератщюн рожж:ния и уничтожения можно избавиться, 
используя правила дифференпирования экспонент: 

д ->.*а -.\*а 
дЛ*с =-ае , 

д ..\а1 - t ла' 
д Л е ~а е 

таким обрюом, мы лолучаем для Х дифференцюыьное уравнение в част

ных производных: 

Х = ~!: tr [л·р е"•' _j)__ (е-"'•) + Лр !}__ (е"•') е-"'•] = 
2 1 дЛ' 1 дЛ ' 

= ~Iл•_j)__tt· [Р е"•' е-"'•] ~ !.:лд._tr[р е""' е·-''•] = 
2 ал• 1 2 ал 1 

Г ( , дХ дХ) 
= ~2 Л д Л* +Л д,\ . 

Здесь я довольно бесцеремонно лереставю nорядок операций дифферен
цщювания и вычисления следа. Д"1Я данных целей я буду предполагать, что 
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1десь все .относящиеся к делу фунщии равномерно непрерывны, так что 
зта коммутация разрешена. 

Используя правило дифференцировашrя сложных функций (цепное 

правило), мы можем заrrnсать для Х линейное уравнение в частных произ
водных с постоянными коэффициентами: 

· г ( ах ах) Х = ~2 alnЛ' t atnЛ · 

Естественно предположюь, что решение зтого равнения является функцией 

от .'Iинейной комбинации его аргумснrо.в: 

Х = X(c>lnЛ* J-iilnЛ+;t). 

llодставляя этот аюац в уравнение, мы находим соотношение между коэф

фициентами 

чтu дает искомый скейлинговый закон: 

X(:i,t)~X(<>InЛ' 1 ,ВlnЛ~~(a-t !З)t) 
~ Х (а lп (Л*е-Г'/2 ) + i3ln (ле-Г'/2 )) 

= X(:i',O), 

Ь) Прежде чем начинать решение. следует заметить, что этот кот ненорма

лен не только в житейском смысле, но и в смысле борновсrой интерпрета
ции. Чтобы должным образом нормИJЮвать :этоrо кота, нам нужно положить 

равным единице «бра-кот кет-кот»: 

N 
lcat) = y'2(la1) + la,)), 

INI' (catlcat) = -
2
-((a1 la1) + (a1 l<>z) + (a2 la1) + (a2 la2)) = 1. 

Но вмесrо того чтобы опыекаться на дальнейшие детали нормщ:ювки эmго 

кота, я nросто замечу, что перед ним должен быть нормирующий множи

тель. 
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Результаты части (а) показьшают, как связаны между собой след кота 

и оnераюра в мо~tент времени t с их следом в момент t = О. Однако опе

ратором под знаком следа яв.:1ястся оператор «смещения» Dл -=-- c>..al е~л•а, 
который переводит одно когерентное сосrояпис в другое. Поскош.ку онс

раrор любой паб.nодаемой осциллятора можно разложить по этим операто

рам сдвю·а 1 , то временная эвоmоция кота полностью опреде.:mется те~f, как 
и:~:v~сняется во времени действие на вего зтих онсра1uров сдвига. 

Конкретнее, с01::шсно части (а): 

tr [icat(O))(cat(O)Ie"'•' е--'"•] ~ tr [Pcat(t)e-'•' е-Л'•]. 

В общем случае Pcat ( t) не обязано быть чистым: состоянием (фактически 
мы увидим, что оно им не явдяется), но до норы до времени будем пред

полагать его чистым. Это даст возможность иреобразовать с."Iеды в '"ште

~штические ожилания. С IЮмощью внуrреннего произведения когерентных 

состояний 

(сфЗ) = <р'з-(" '+11<.')/2 = 

_ -~ (Jo. 2 _,_i/11 2 -2Rc(a* Р)) ilm(a:* /3) 
-·· е е 

1 ' ~ --2io:·-,8 ilm(a*fJ) 
-е е 

мы находим, чrо 

>. t >.* Л' t Л'* (cat(t)le а е- •1cat,(t)) = (cat(O)Ie • е- •1cat(O)), 

1 См., например. А. Peres, Quantum Тheory: Concept.s and Methods, Кluwer Academic 
PuЬlishers, 1'\ew York et al, 2002.l0nepaтop сдвиrа D(..\), действуя на jO)- основное coCТOJI.HHe 
гармоническо1u оспи:mятора, иреобразует в IЛ) = D(Л)IO) - собстпснное состояние опера
тора упичтожени• а! Л) = ЛjЛ} (когсрспnюс состояние). Преобразование одного коrеtжншого 
состояния в другое обеспечивает сшкон умножения операторов сдви1·а D(A)D(/l) = D(Л + 
1 J.L) cxp[(ЛJI"' - ..\ * р,)/2]. На русском пьпrе с теорией кшеренmых состояний можно позна
комиться по книгам И. А. Малкин, В. И. Манько, Диисv.tические симметрии и ~;:огерентиые 
спстошщя квантовых cucm~t, М.: Наука ( 1979); А. М. Переломов, Uбобщен.ные когеретпные 
cocmfJянuя и ll.X при.менения, (1987). - Пр им. ред.] 
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Эти ~лагаемые можно бьuю бы почти сог:tасоватъ друг с друrом~ пред
налагая, что эволюция во времени преобразует чистое состояние в другое 

чистое~ но эrо ведет к ·юму, что недиагонааьные элементы не подходят друг 

к другу: 

Чтобы исправить это несоотвстствие нсдиаrональных элементов:, мы 

должны потребовать~ чтобы недиаrональные компоненты шта затуха.m 

быстрее диагона.:rы-Iых, как раз ба..1ис д.:м когерентных состояний яв.'1Ястся 

зю:ухающим. Это ведет к поJПiостыо перемсшивающей состояния эволю-

ции: 

la,)(a,l ---> [ate-Гt/2) ( йte-Гt/2j, 

l<>z)(a21 ---> la2e-Гt/2) \ о:2е-Гt/2,, 

la1)(a21 -4 (a,la2) (1-е-'') /а! е-Гt/2) \ а2е-Гt/21, 

1<>2)(a,l ---> (<>zla,)(l-e г') /aze-Гt/2) ( a,"-rt/21· 

Таким образом, наш кот эво.:nоционирует в нечто бодее диагональное: 

INI 2 ( l (a 1 1aJ(l-e-г') ) 
lcat(O))(cat(O)I ---> -?- l J(l-e-г') ~ 

- (а2 а1 1 

INI
2 [1 -~!а,-а,1 2 (1-е-Г')( е () 2 +е их cos 21 t + 

+ <Туоiп021 (t))], 

I'J~C матрица п;ютности выше выражается в зависящем от времени бази

се ( /:~: ;::;~~ } а углы поворота 021 (t) опреле;шются как 1121 (t) = 

= Im(<>2a1)(l- cr'). 
Если мы рассматриваем затухание rолько недиаrональных элементов, 

то можно игнорировать фазу 1121 (t). )(ля иремен t « 1/Г базисные состоя-
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ния остаются приблизите.'1ьно такими же: 

а амшштуды недиагопа.льных элементов экспоненциально затухают со нре

менем: 

Решения упражнений к главе 4 

4.1. Теорема Харди 

Боб и KlJep делят множество идентично приготовленных копий cocm-
яния 

где х --вещественное число из интервала [О, 1/2]. 

а) Если Боб выпОJJНЯСТ измерение в башсе {10), /1) ), а Клер - в базисе 
{/'Р), /'P_j_) }, то всякий раз, когда ре.зультатом Боба ятiЯется /0), Клер полу
чает /'Р)- Вследствие симметрии подсистем в /tЬ) 80, такая же картина будет 
набJподаться, если Боб и Клер обменяются базисами. 

Тогда мы можем спроецировать рюделенное состояние на jO} в одной 
подсистеме, чтобы найти j<.p) в дру1uй подсистеме; 

(/О)вв(0/®1с)/Ф)вс ~ v'I -2х/0)8 ®/0) 0 + .f:i'/0)8 ® /l)c ~ 
= /0) 8 ® (v'l- Zx/0) 0 + .f:i'/1) 0 ) 

(/О)в в(О/ ® lc) /Ф)пс =/О) в® (N/'P)c)-

Нормируя проекцию, мы находим 

I'P) = J\-_ ~/О)+ J 1 :._ х /1). 

Рассмотрим некоторое нормированное состояние /х) =а/О)+ Ь/1), где 
а, Ь Е IC. Поскольку 

(xJ.Ix) ~ (b(O/-a(l/)(a/0) +Ь/1)) =0, 
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то ортопшальное ему нормированное состояние равно lxj_} = Ь* ]О} -а* /1}. 
СJюдовательно, учитывая, что при х Е [0, 1/2] коэффициенты вещественны, 
мы можем опрелслить 

/'Pj_)=J х /О)-р-2х/ 1), 
1-х 1-х 

Ь) Боб и Клер оба выбрали {/'fJ}, ]'Pj_}} в качестве базиса юмере
ния. Вероятность Р(х) того, что результатом обоих измерений являет

ся I'P~ ), вычисляется как квадрат соответствующей ампшпудьr состоя
ния /Ф} в с: 

Мы можем вычисЛl1ть 

н('Р /®c('Pj_/= (Jl=:xв(OI-J\-_2;в(!/)0 

( J 1 : хс(О/- )\ --~ с{1/), 
lj .. ( .1

1 
х / J - 2х в('Р ®с'Р c~ 1 -xв(O®c{OJ+ 1 _xв(1/0c(1/-

JX{l- 2х) 
1 _ х (в(О/0 с(1/ + в(1/0 0 {0]). 

Подсталовка разложений в('Pj_l ® с('Р 1 ] и /..Р)вс в базисе {/0), /1)} 
в определение Р(х) дает следующий результат: 

1 

х ~ 1- 2х Jx(1- 2х) 1 
Р(х)= т::-;:v1-2х+ 1 _х ·(О)- l-x (vx+vx) 

2 

2xv'l=2X 
l-x 1-х 

= 1 xv'1=2XI' 1-х 

х2 (1-2х) 
Р(х) = (1- ж)2 

2 
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с) Заметим, что Р(х) ;:" О при х Е [0, 1/2] и Р(О) ~ Р(1/2) = О. Так 

как Р(х) непрерывна в этом интернале~ ее максимум достигается в нско·ю-
- _ _ ~ df'(x) 

рои внуrреннеи критячеекои точке, удовлетворяющеп ус:ювию ----;;ь;- = О 

(или х): 

dP(x) = _d._ [х2 (1-2х] ~ 2х [1 _ 4х+Зх2 t-x- 2x"], 
dx dx (1-х)2 (1-х)3 

dP(x) _ 2х ( 2 ) 
-d-·- 3 х -3х+1. х (1- х)· 

Корнями приведеrшоtu выше квадратно1'0 ]рсхч.1ена являются .т-~(3 ± 

"15). Внутри О < х < 1/2 лежит топько одна критическая точка l'(x): 

.т = !(3- "15). 11одста&1ЯЯ ее значение в выражение ;щя Р(х), нахО!\ИМ 

1) -· 1("/0 11) max - 2 .::>у О - • 

d) Если Р(х) не равна ну;но (что соответствует О < х < 1/2), то суще
ствует измеримое нарушение предсказания А;п.бсрта (и теоре"ы Хард")
Рассуж.цения А.:1ьберта пекоррсктпы на этапе комбшшрования резрьтатов 

двух 11заимпо исключюо1цих экснерименrов. Наблюдаемые, соответствую

щие измерениям в различных бюисах, не кuммуiируют :между собой, то 

есть не имеет смысла рассматривать систему общих собственных состоя

ний обеих наблюдаемых. Коль скоро Боб (или Клер) выбирает и.змерение 

в бюисе {!О}, 11}}, мы нико1да не сможем (с определенностью) узнать, ка
ким был бы результат измерения в бюисе {i'f'}, I'PJ.} }. 

Заметим, что одного запутывания недостаточно, чтобы опроверrnуть 

рассуждения Альберта. До тех пор, пока Альберт рассматривает только 
коммутирующие набшодаемые, он мо·жет построить теорию скрытых пе

ременных, чтобы обьяспить корреляции результатов измерений. Например, 

в случаях х =О их= 1/2 оба базиса становятся идентичными и, как пре!\
сказывал А;Iьберт, Р( х) ~ О-' 

4_2_ Закрытие JJазейки деrектированни 

а) Выберем переменные х,х',у,у' Е {0, 1}. Мы хотим покюать, что 

ху 1 ху' tx'y-x'y'(x+y: \fx)x',y,y'. 

1 Заметим, что состояние 1~/J) в с, факюризуемое при х -=- О, остается '3аНушнным при 
х = 1/2. - Прим. ред. 
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Конечно, можно перебрать все 16 возможностей. С другой сrороны, мы 
мог.:ш бы воспользоваться перавенетвам КГПIХ (доказанным на лекциях), 

определив nеременвые а = 2х - 1, а' = 2х'- 1 • . В = 2у - 1, {3 1 = 2у' - 1. 
Заметим, что а, oi, [3, ,В' Е { -1, 1 }, Применим неравенство КГШХ: 

2 ) af3 + а{З' + а'/З- (/ (1', 
2;:, (2х -1)(2у -1) + (2х -1)(2у' -1) + 

+(2х'- 1)(2у -1)- (2х' -1)(2у' -1), 

2 ;:, 4ху - 2х - 2у + 1 + 4ху' - 2х - 2у' + 1 + 
+4х'у- 2х'- 2у + 1- 4х'у' + 2х' 1, 2у'- 1, 

2:;?: 4ху + 4ху' + 4х1у- 4х 1у1 - 4х- 4у + 2, 

2;:, 4[(ху + ху' + х'у- х'у')- (х + yJ] + 2, 

О) (ху +ху' 1 х'у- х'у')- (х -t у), 

СJiедовательно, ху + ху' + х'у- х'у' ,:; х +у \f х, х', у, у' Е {0, 1 }, 

Ь) Предположим. что существует лока.,r:rьная теория скрытых пере:\Iенных, 

описывающая результаты иыпо.lнясмых Анисой и Бобом измерений N фо
тонных пар. Нусть персменные xi, х~: Yi, у: Е {О, 1} обозначают результаты 
регистрации фотонов i-й пары. А именно, xi, х~ Е {0, 1} обозначают, срабо
тал и:ш нет детектор A:rncы, ориентированный вдо.1ь оси а иди d' соответ
ственно. Аналогично переменвые yi, у~ Е {0, 1} обозначают, сработал или 
нет детектор Боба, ориентированный вдоль оси Ь или Ь' соответственно, 
Каждый набор переменных х, х', у, у' должен удовдетворять .J.оказанному 
в части (а) соотношению 

X.iYi + XiY; + X~Yi - х~у: ~ Xi + Yi · 

Сложим N неравенств, чтобы получить 
N N 

L~)X1 Yi + xiy: + x;yi- х~у;) :::.;; L(xi + Yi), 
i=l i=l 

N N N N N N 

Lxiyi + Lxiy: + L:r~yi- Ех~у; ~ LXi + LYi· 
i-1 i-- 1 i=l i=l i=l i=l 

l(eJICПиe обеих частей на положительное целое число не меняет неравен
ство, поэтому 

N N N N N N 

1~r Lxiyi + ~~ Lxiy~ t ~ Lx~Y1.- ~ Lx~y: ~ ~ Lxi + 1~ LYi· 
i=l i=l i=l i=l i=l i=l 
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Выражения в лезой части этогонеравенства дают оценки вероятностей 
топJ, что Алиса и Боб одновременно детектируют отдельную фотонную па

РУ (при опредепенном расположении нх детекторов). Выражения в правой 
части дают оценки вероятностей тоrо, что Алиса или Боб независимо де

тектнруют фотон детекторами, ориентированными вдоль осей а и Ь соот
ветственно. Пусть N настолько велико, что :пи оценки досtаточно близки к 
соотвстствуюiцим нерояпюс1ЯМ скрытмх nеременных. Тогда мы nриходим 

к выводу, что 

Рн (аЪ)+ Pн_(rtb') + Рн(а'Ь)- Р, ,(а'Ь') ( Р,_ (а)+ Р+(Ь). 

с) Заметим, что базис состояний БeJUia {IФ 1 ), IФ-·), IФ+), IФ-)} удовдетво
ряет 

их® 11Ф+) ~ l'll+) ~ 1 ® uxiФ~), 

й'у G 1IФ+) = il'll-) = -1 ® uyiФ+), 

<Тz ® 11Ф+) ~ IФ-) = 1 ® й'ziФ+). 

Таким образом, (Ф+ l& ·б® 1IФ+) ~-О= (Ф' 11 ® Ь · бiФ') при любых а, Ь. 
При данном единичном 3-векторс д. оператор d · if имеет собствен

ные значения { -1, + 1}, соответствующие собственным состояниям куби
та, ориентированным ИШ1 антиnараллельно, JL'lll парал.аеsrьно оси il. Оnера

тор ~ ( 1 + а · U) имеет те же собственные оостоя:ния, но с собственными 
значениями {0, + 1 }. Математическое ожидание этого последнего операто
ра в точ•юсти совпадает с вероятностью срабатьmания ориентированного 

ВДОJIЬ ОСИ а деТСКГОра При уСЛОВИИ еГО ИдеаЛЬНОЙ эффеКТИВНОСТИ. 
Тшда мы можем выразить верояmость одновременного детектирова

ния Алисой и Бобом фотонов из разделенного состояния IФ+) при эффек

тивностях детектщюв rJл, 'Г/в: 

Рн(аЬ)= (Ф'1 17;(1+а а)® 17;(1+ь а)!Фt)= 
с= '1л4'~в (Ф+I10l+a u®1+l®b·u+(ii-u)®(b а)!Фt) ~ 

= '7л4'7в [1 +0+0+&· ь], 

1 ' ' 
Р++(аЬ) = 4 '1л'lв(1 +а· Ь). 
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Аналогичным образом находим 

Р,.+(аЬ') = i'1л'1в(1 +а· Ь'), 

Р++(а'Ь) ~ i'lл'lв(l +а:. Ь), 

Рн(а'Ь') = ~rJл'lв(I + i/ · i/). 

Также можно вычислить вероятности не:)авJtси~ОI'О детектирования: 

р+_(а) = ( Ф+ ~~А (1+а а) 01/Ф+) ~ ~· 

Р+(Ь) = ( Ф+ 11 0 '7; (1+ Ь ·а) 1 Ф+) = '1;. 

411 

Чтобы максимально нарушить перавеяство КГШХ, следует выбрать а ~ х, 

ii' = z, Ь = ~ (:Н i) и Ь' ~ _l_ ( :i; - i). Подставим их в найденные выше 
у2 v'2 

выражения: 

Рс.+(аЬ) = t'lл'lв (1 Н ~(х t- z)) = ~rJл'lв (1 t- ~} 

Рч(аЬ') = ~'lл'lв ( 11 х ~(х- i)) ~ ~~л'lв (н~} 
Рн(а'Ь) ~ ~'7л1Jв (нz ~(X+z)) = ±11А1Jв (н~). 

Р++(а'Ь') = i1/л1/в (J + z · ~(х- i)) = ±1Jл1/в (1- ~). 
Комбинируя эти вероятности, получим 

Р1. 1 (аЬ)+Рн(аЬ')+Рн(а'Ь)-Р.;.+(а'Ь') = ~1Jл1Jя (2+ ~). 
Р, 1 (аЬ) + Р+, (аЬ') + Р++ (а'Ь)- Рн(а'Ь') = ~1J.11Jя(J + /2). 

МаксимадЪНО запутанное состояние !Ф+) может нарушить выведенное в ча

сти (Ь) неравенство 1\ЛЯ дOIOIJJЫiыx скрытых переменных, ес;ш 

Р~,. (аЪ)+ Р, ,(аЬ') + Р,.+(а'Ь)- Р,+(а'Ь') ;;, Р 1 (а)+ Р r(b), 
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1 ~<> 'IA 'lв 
2'7А''Iв(1 + v2) > 2 + 2 ' 

'IA'Iв > __ 1_. 
'IA + 'lв 1 + v2 

4.3. Телепортапия с помощью непрерывных перемеиных 

а) Проверим сформулированное уrверждение. выражая запутанные сосrо

яния В ба3ИСС {lq1 ) ® lц2) }: 

(Q',P'IQ,P) ~ 2~ j &jdq'e'(Pq-P'ч')(ч'lч)(q' +Q'Iч+ Q) ~ 

= __L jdчe'(P-P')•o(Q- r~') ~ 
27Г 

~ J(Q- Q')J(P -1''). 

Ь) Чтобы найти коэффициенты, вновь разложим в базисе {lq1) ® lч2 ) }: 

(Q', f''lq,, Ч2) ·-с vk J dqe-iPq(qlq1 )(q + Qlq2) ~ 

~ _l_j&Je-iPqд(q-q,)6(q+Q-q2) ·~ 
-ff,i 

~ _1_e-iPq, o[Q- (q2- q,)j. 
-ff,i 

с) В этой части нам нужно оставить неиз~енными переменвые р и q. Как 
и в уравнении (4.84) в пек:циях, мы хотим выразить состояние системы 
АС в занутапfJОМ базисе. В эrом базисе А..rшса будет выполнять измерения, 
посr.шая их результаты Бобу. Тогда, используя эти результаты, Боб смо

жет реконструировать в своей лаборатории исходное состояние систе~fы С. 

Это -- грубое описание того, как должна работать те.ттепортация; после вы
полнения некоторых nрсJ~наритс;Jъных вычислений я представ~1Ю полную 

процедуру, которой д0.11жны слс;\опюъ Л."lиса и Боб. 

В качестве перншu шаr'а прелставим систему АС n запутанном базисе. 
Предваритслыю записав 11/>) Аве в базисе 

{lчt}A ® lч2lн ® lqз}c}, 

сделаем зто, испоаьзуя тождественную вставку 

1 = j dQ' dP'IQ', Р')сА сА (Q', P'l-
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По.,учающиеся при зтом козффициенты ел (Q', Г'Jq1 , q2)сл• которые уже 
бьmи иычислены в части (Ь ), nозвоаяют перевыразить состояние в запутан
ном базисе системы АС': 

l~•)cJQ, Р)Ав = j rlq c(чiФ)cJq) 0 х vk j dq' e'rq'jq'),,Jq' + Q)в = 

= k/ dqdq'dQ'dP' 0 (qj1/J)ce'Pq' х 

х JQ', Р')сА сА (Q', P'Jq, q')сл Gjq' + Q) в = 

с_ 2~ J dqdq' dQ' dl'' с(чi.Р)се'Гq' х 
xe-iP'qб[Q'- (q'- q)]JQ', Р')сл ® Jq' + Q)в = 

= i., J dqdQ' dl'' c(qj·<Ь)ce'Г(Q'c-q)-iP'q х 

xJQ',P')cл 0 Jq + Q' + Q)в-

С этого момента Аписа вьшолняет измерение R запутанном базисе АС, по
лучая пекоторое состояние \Q', Р')сА· РезуJIJ>тирующим состоянис:>v1 Боба 
яв.'IЯется 

Боб имеет почти все, что е:му необходимо. Ес,'lи Алиса посылает ему ре
зультаты своего измерения (Q', Р'), то он может применить парашrельные 
переносы коор,цинаты и импуш .. са: 

D(q) -~ е'чР = j dq' Jq' + q)(q'J, 

D(p)- e-ipq = j dq' e-ipq'Jч')(q'J, 

чтобы преобра:ювать свое состояние JBob) в то, в какое ему нужно. Провс
ряя состояние Ьоба, мы видим, что он ;юлжен при:менить к нему D( -Q' -
- Q) и D(P- Р'). Однако вьпю.'шение этих сюшruв 1 оставляет состояние 
Боба с общей фюой eiPQ'. Конечно, она не имеет физического значения, 

1 Именво в этом порядке, сначала D{ -Q'- Q), а затем D(P- Р'). Прим. ред. 
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но если угодно, то МОЖJю избавиться и от нее, применяя операторы сдвига 

в специальном порядке. Снача..rш заметим, что 

D(p)D(q) ~ 1 dq" dq' e~'vч"lч")(q"lч' + q)(ч'l ~ 

~ 1 dq' e-ipq' e~ipqlq' + q)(q'l = 

-е '•• j dq'dq"e~'pч"lч' +ч)(q'lч")(ч"l = 

= e~'••D(q)D(p). 

Используя этот результат, мы видим, что применение к состоянию Боба 

IBob) оператора 

И= D( -P')D( -Q')D(P)D( -Q) = 

= e~iPQ'D(-P')D(P)D(-Q')D(-Q) = 

= e~iPQ'D(P- P')D(-Q'- Q) 

восстанаRЛИвает состояние 1 ф): 

ИIВоЬ) = 1 dq с(чi.Р)с eiPQ'+,(P-P')чe iPQ' х 

xD(P- P')D( -Q'- Q)lq + Q' + Q) в = 

= j dqc(чi>P)ce'(P~P'Jчo(P-P')Iч)в = 

~ 1 dчс(ч1Ф)се'(Р~Р')че~i(Р~Р')чlq)8 = 

~ 1 dчс(чi.Р)сlч)в = 

= I.P) В· 

Итак, протокол, коюрому должны следовюъ Алиса н Боб для телепор~ 
тации с помощью непрерывных переменных, выглядит следующим обра

зом: 

1) Готовится запутанное состояние IQ, Р) Ас· 

2) Алиса измеряет (Q',P') в запутанном базисе системы АС. 
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3) А;шса посылает Бобу результаты своего измерения ( Q', Р'). 

4) Боб применяет оператор D( ~ P')D( ~Q')D(P)D( ~Q) к своему состо
янию. В итоге он имеет состояние IФ) в· 

4.4. Телепортация со смешанными состояпJIЯМВ 

а) Мы знаем, что если Алиса и Боб поделизm синrлет. то они могут осуще
ствить те.-тепортацию с идеальной точностью воспроизведения. Если вме

сто этого Алиса и Боб нечаянно разделшm смешанное состояние, то вы

rюлняемое Алисой измерение Белла ничего не говорит об ее состоянии 

(следовательно, у нее нет юассичсской информации, которую необходимо 

послать Бобу), а состояние Боба никак не коррелирует с состоянием Алисы. 

В этом случае лучшая стратсгиея Боба состоит в утадывании, которое, как 

мы показали, имеет точность воспроизвеl\ения 1/2. Так как данная в задаче 
матрица плотности может рассматриваться как ансамбль этих альтернатив, 

имеющих вероятности ( 1 -Л) :и. Л соответственно, то полная точность вос
нроизведения: телелортации с помощью зтоп> состояния равна 

Ь) Эта точность воспроизведения больше, чем 2/3, при Л < 2/3. 

с) Очень похожие спин-ениновые корреляции рассматривались в задаче 2.5. 
Вырезая и склеивая ее фрагменты, я воспроизведу здесь (с небольшим из
менением) решение. (Более детальное изложение смотрите в решении за
дачи 2.5). 

v = tr8 trл [ (~(lл +n .а л) 0 ~(18 +m ·д' в)) х 

х ( ~lлв + (1 ~ .Л)IФ-)(Ф-1)] = 

= 1~ tr8 trл[(lл+ft·д'л)0(18 +m·д'8 )] 1 

+ 1 ~.\tr8 trA[(lл+ft·д'л)0(lв+m·д'в)IФ )(Ф-1] ~ 

~ 1~ tr8 trA (1,1®1н]+ 1 ~.Л(ф l(lA+it д'л)®(lв 1 m-д'8 )1Ф-) = 
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Л+1-Л+1-Л('·I'- , . , , - ~. -
1 
.. ) =4 -_1- -

4
-1v п-о-л+т-о-8 ,n·<7лиm·<7в'"' = 

~ ~+ 1 ~Л[п-(,;,-lo'AIФ-)+m-(1/J-io'вl'i' )+ 

+(.P-In а А •&m·<>'вiФ-)] = 

1 1-Л(·'-I" - . - l _) =4+-4-'' n-o-A®m·o-вv• = 

1 1- л 
~ 4 - -

4
-cosB. 

d) При Л = 1/2 пероятиость того, что спины Ашсы н Боба корре,шрованы, 
1 [. ' Оч 

равна JJ --= 4 - gn · т. ень естественным предпо;южением относитель-

по порождающеrо ~пу корреляцию распределения исроятностей скрытых 

персменных йЫГЛЯi(ЯТ 

fA(& r'\) =~+а(& n.), 

fв(fi · тh) ~ ~ + Ь(fi- m.). 

Jтот ни;~ подска1ывастся взаимно-одiю:шачным соответствием мсж.п;у про

екторами на сфере Блоха и единичными ве:ктора.'ш на S 2 . Он автома
тически порождает ин;щвидуальные распрсi~слсния набшодаемых Алисы 

и Боба. ДJЯ того чrобы воспроизводить кванlОIЮ-механические спин-спи

ноные корреляции между А'Iисой и Бобом, а и Ь должны удовлетворять 

ус:юнию 

J fл(О. 'n)fн(&. rn) 

" 
~+~;(~);, m= 

~ + !аЬсоsВ=? 

=} аЬ = _:)_ 
s· 

Для того чтобы f А и f в действите:Iьно бьши распре,1елениями нсроят
ностей (то есть принимали значения в [0 1 1 J), до.1жны выполняться неравен
ства lal <:; 1/2 и lbl <:; l/!. Но, согласно неравенству Шварца, зто означас·1; 
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что la.bl <:: lal · IЬI <:: 1/4 < 3/8 (!). Таким образом, этой простой модели 
пс достаточно - квантовые корреляции слишком сшrьны, чтобы моделиро~ 

паться наивной теорией скрытых нсременных. 

Чтобы добиться силы1ых корреляций, рассмотрим разрывные фуикции 

раснреде:~ения вероятностей 

f ( ' ') 1 . (' ') л<>·n = 2 +asigna-n, 

f . , , ) 1 Ь( , , ) в(а·т = 2 + a·n. 

Очевидно, что эта новая теория по-прежнему воспроизводит индивидуаль

ные распределения Алисы и Боба с (!_.) = Uв) - ~-Чтобы пычислип. 
их интеграл спин-спиновых корре~1яций, запишем &:, ft и тl1. в конкретном 
базисе: 

а= х COS<p sin8 -1 у sin f' sinO 1 z со;; е, 
rl -"- i, 

т= Х siнф + Z соs·ф. 

В этом базисе корреляционный интеrрал имеет вид 

j j_.(C. · ii)fв(C. · ,;,) ~ ± 1 :~ j(a Jit)sigп(a · i>)d!'l 

2n 1 

~- i + :~ J d<p.! d( cos е) ( cos 'Р sin е sin ~- + cos е cos '1/J )sign( cos е) = 

о 1 

-• i+ ~соsф [J d(cos8)cos8-] d(cose)cos8] 
о -1 

_ 1 аЬ . [1 1] _ 1 аЬ .. 1 - ::( + 2 COo~l 2 1 2 - 4 + 2 COS <р. 

Это соответствует вредсказанию квантовой механики при аЬ ---'- -1/4, что 
выполняется, например, при а~ 1/2, Ь- -1/2: 

f ( , , ) { 1, & fi ?о О, 
Ай·п- лл 

О, а· n <О, 

!в(&·,;,)= !(1- а. m). 
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4.5. Распределевне квантовых ключей 

а) Решение первой части этой задачи в целом совпадает с решением задачи 

следующей глаRы 5.2(Ь). Как там показано, ограничение собсmснных чи
сел операюра F vк неотрицательными значениями нак:шдывает верхнюю 
границу на возможные значения А. Я приведу здесь доказательство: 

FDк _ ( 1 - 2А О ) -- о 1- 2А 

А cos о: 

( 

2 

+ cosa sina-
со.'3 а siп а+-) 

sin2 а + 

А юn а соsй sшо: 

( 

. 2 . ) + . = 
cos а sin а cos2 а 

~ ( 1- А 2Acosa sina) 
2Acosasiнa 1-А · 

Характеристическое уравнение имеет вид: 

о~ Л2 - ЛtrFDK +detFDK = 

= Л2 - 2(1- А)Л + (1 - А) 2 
- 4А 2 cos2 а siп2 а 

Л = 1 -А± J(l -А)2 - (1 -А)' + А2 sin2 2а = 

~ 1 - А ± А sin 2а. 

Из условия неотрицательности собственных чисел Л ~ О следует неравсн

ство: 

А,:: 1 
-..:: 1 ± siп2o: 

Поскольку О < а < 1r /4, ограничение положительности может быть пере
писано JQlK 

1 
O(A(I+. 2. 

sш·а 

Если Алиса делает равновероятный выбор из {!и), !v) }, то матрица 

плотности Боба вышяднт как р = ~(!и)(и! ~ !v)(v!). Следовательно, веро
ятность nолучения результата D К: 

PDK ~ tr(pFDк) = 

- tr -[
1 ( 1 sin 2а ) 

- 2 sin2a 1 ( 
1-А Asin2a )] 

Asin2a 1 -А 
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~ 1- А+ A'in2 2о = 

=1+A(sin2 2o-1). 

419 

~1я того чтобы мйнимизировать Рпк' мы ДОJJЖпы :выбрать максималыю 

возможное значение Л, а именно: А= 1/(1 + sin2a). Тогда вероятность 
того~ что Боб не знает, что послала Алиса: 

sin2 2а- 1 
РDк = 1 + 

1 
. 

2 
~ sin 2а. 

-t-sш а 

Ь) Наиболее естественный способ построения распределения квантовых 

ключей вокруг источника Алисы и ПОЗМ Боба представляет собой неболь
тую модификацию схемы ВВ84 с целью адаптировать ее к ПОЗМ. (См. р<L1-

дел 4.2.2 в лекциях.) Алиса случайным образом готовит состояния, а Боб 
измеряет их с помощью своей ПОЗМ. Затем он открыто объявляет, как 

только узнает, что послала Алиса. Конечно, он не распространяется о том, 

что он открыл, а только о том, что зто ему известно. При идентифика

ции lи) =о О, lv) =о 1, А1иса и Боб теперь имеют безопасно ра.-1деленную 
строку случайных битов, с помощью которой они MOJYlЪ выполнять шиф

рование (используя одноразовый лротоJ<Ол). Конечно, прежде чем ее ис
поль.1овать, им также будет необходимо провести коррекцию ошибок и сек

реnюе увеличение их строки, чтобы свести вероятность подслушиnания к 

тому уровню, при котором они будут чувствовать себя J<ОМфортно. ОднаJ<О 

эта «пост-обработка}) их строки представляет именно то, что они должны 

быди бы сделать, осуществляя стандартный протоJ<Ол ортогональных со

стояний ВВ84. 

с) Вмешательство Евы вызовет JШШЬ ошибку; J<Orдa Ева перехватывает по

сланное А1исой lи) (lv) ), Бобу передается неправильное состояние lv) (lu) ). 
Для любого посланного Алисой сигнала это происходит с вероятностью 

sin2 а. [Эта симме1рия имеет место благодаря тому, что для выnолнения 
своего измерения Ева выбрала в качестве базиса векторы ( ~) ~ ( ~), относи
тельно которых lи) и lv) повернуты на один и тот же угол а по и против 
часовой стрелки соотпетственно.] 

Имеется два способа описания влияния Евы на скорость появления 

ошибки, которые лишь слегка различаются в семантике, но дают различные 

численные результаш. Первым сnособом описания ее воздействия являет-

ся: 
пусть Бо6 имеет «убедительный» результат, веро
ятность того, что он отличается от посланного 

Алисой, равна 
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Но поскольку нам извеспю, Ч'lU Боб попучаст <~убедительный» резуJiьтат 

то.1ЬКО с вероятностью 1 - sin 2а, можно также ска.·шть: 

отнесенная к измеряемому Бобом состоянию веро-
ятность того, что оно не .. uoжern быть использова-
110 в качестве правильного ключевого бита, pmma 

(1- sin 2а) sin2 а. 

Оба этих ответа могут быть подезными. Первый описывает, что Ева 

испортила часть ключа. Второй описывает, сшыыrо еще необходимо Бобу 

выпалпить измерений, чтобы получить ключ той же д.1ины, чrо и раньше. 
Если Алиса и Боб rотовы пожертвовать некоторой частью своего ключа, 

чтобы обнаруживать любые гнусные делишки Ены, им сле7JУет выбрать а, 

максимизирующсе носледнее выражение, чтобы бьшо как можно легче об

наруживать се вмешательство. А именно им следует выбрать о = 1Г /8. 
Всякий раз, когда частота скорость ошибки их протокола будет нревышать 

(1 - siн2a) sin2 а, они будут подозревать неладное. 
Точный смыс.~ посташiенного в зrой задаче вопроса состоит в рассмот

рении влияний на убедительные резу.тьтаты Боба. Сиецовате.J11~но, фаю·иче

ски первое иыраженис из приведеиных выше следует представить как В.:1И

яiшс Евы на протокол. 

4.6. МинимаJiьное возмущение 

А-шса случайным образом (с равной вероятностью) готовит одно из 

двух возможных состояний: и.зи /Ф)-cosa/O)+siпa/1), шrn iv\)=siнa/0)+ 
+cosa/1). В части (d) упражнения 2.1 мы напши, что оптимапьная ПОЗМ, 
различающая эти два состояния, состоит из проекторов /0) (0/ и 11) (11. 

Пусть М0 = /Ф0 ) (0/, а М1 - /Ф1 ) (1 1 с произвольными нормированны
ми веRТОра."'и /Фо) и IФ 1 ). Это операторы измерения для реа.тизации опти
мальной llOЗM, разJШчающей приготовленные Алисой состояния; 

мЬмо = /О)(Ф0 /Ф0 )(0/ = /0)(0/, 

м!м1 = /1) (Ф1IФ1) (11 = /1) (11. 
Если Ева выполняет это измерение до того как состояние достигнет Боба, 

то, в записимости от того, посьшапа Алиса IФ) или i,P), он получит одно из 
состояний: 

р' = L М,/Ф)(9/М] = cos2 а/<>о)(Фоl + sin2 а/Ф 1 )(Ф1/, 

р' = :LMJ<i\)("Z/MJ = sin2 а/Ф0)(ф0 /-t cos2 а/ф1 )(ФJI· 
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I;ва хочет минимизировать <<возмущение>> D~! - ~(F + F), чwбы 
максимизировать среднюю точность воспроиз.ведения nолучаемого Dобом 

состояния. 

а) .Мы може\1 вычислить эти точности воспроизве11.ения: 

F = (Ф/р'/1/!) -~ 

=со"' а(Ф/Ф0)(Фо/Ф) + sin2 а(Ф/Ф1 )(ФJ!w), 
F = cos2 а(Ф0 /Ф) (Ф/Ф0 ) + sin2 <>(Ф 1 /Ф) (Ф/Ф,), 
F = (Фil>'/Ф) = 

~ siп2 а(>}; /Фо) (Фо /,f;) + Сй'2 a(,f; /Ф 1 ) (Ф 1 / ф), 

F = sin2 <>(Ф0 /"6)(,f;/Фо) t cos2 a(Ф1 /,f;)(,f;/фl). 

Тогда, складывая их. нолучим 

где 

F + F ~ cos2 а(ф0 /ф)(Ф/Фо) 1 sin2 а(Ф 1 /ф)(1/,IФ 1 ) + 
+siп2 а(Фоi~)(Ф/Фо) + cos2 а(ф,/ф)(>};/Ф,) = 

= (Фа 1 [ c"s2 "'/Ф) (Ф/ 1 sin
2 а/Ф)(Ф/] 1 Фо) t 

~ ( ф1 1 [ sin2 a/1/!)(,i'/ + cos2 a/,Y,)(,Ei] 1 ф 1 J 
F + F ~ (Ф0 /А/ф0 ) + (Ф,/В/Ф1 ), 

А 2 ( cos2 а siнa сова)+ . 2 ( sin2 а sina сова) 
~ cus а sin а cos а siв2 а sin et sin et cos а cos2 а: = 

( 
(1-sin2 a)cos 2 a (1-siп 2 <>)siпacosa) 

(1- sin2 a)siпa cosa sin2 а cos2 " + 

( 
(1-cos2 o~)siп 2 a siн3 a cosa ) + . 3 . 2 2 • 

sш а cosa sш о: cos а 

( 
1- 2siп2 acos2 а sina: cosa: ) 

А.-:. sina cosa 2sin2 а cos2 а: ' 

в . 2 ( cos
2 а siп cr cos а) + 2 ( sin2 а sin а cos Q) _ 

= sш 0 siв а cos о: sin 2 а cos а sin а cos rt cos2 а -
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( .. , ' . ., ) . ) 
sш-o:coswo (1 -cus·a:,SI.llй<:osO: . 

2 ') t· 
(1-cos' (~)sina соsй (] -cos1 a)sin-o 

-+ н1п- о: ~os- о. Slll о: cos· о_ ( 
.. , ., . ., ) 
sino: cos3 о: (1- cos2 й) сон2 а ' 
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sina cosa 1- 2siп2 о: cos2 о: · 

Ь) Заметим~ что А t = А, а вt = В - эрмнто вы .матрицы, следоватсдыю 
они могут быть диаrонализованы. В части (d) унражнения 2.3 мы наш:ш. 
чw собственные числа 2 х 2-матршJы можно оыразитъ через их с:шд и де
терминант: 

Л,~~ (tr М± .j(tr М)2 - 4det м). 

Заметим также, что tr Л = tr В = 1, а det А ~ ciet В, так что эти матрицы 
имеют одинаковые (вещественные) собственные значения. 

Пусл, {Л,} и {/а,)} - собственные значения и соответствующие И\f 
собстиснныс векторы матрицы А. До тех нор пока А несинrу;Iярна (то есл~ 

det.A # 0), мы \fожем разлагать IФо) ~ с0 /ас,) +с 1 !а,) н собствешюм ба:шсе. 
Тосщ мы можем вычисmпь 

(<Pu IAIФo) = (со (o.ol + с; (а, 1) L 1 а,;.\,. (а, 1 ( С0 /а.,) + с 1 /о 1)) . 

) 

Это просто взвешенная сумма собственных значений "'атритtы А. Бе3 ноте
ри общности можно предположить, что Л0 > .\1. Тоr;щ мы максими·.шруС\1 
выражение \<PoiAIФ0 ), выбирая IФ0 ) -так, чтобы /с,,/ = 1, а ic1 1 ~ О. Мак
симальное значение (Ф0 IЛIФ0 } просто равно максимат,ному собствснно"у 
значению А. 

Ана.аогично оптимальный выбор IФ 1 } с.ае.;шет выражение {Ф 1 1Вi6 1 ) 

равны~ максимальному собственно~ :шачспию В (которое совпадает 

с максимальным собственным значением А). 

Из предыдущего сле,l)'еТ, что лтах = ~ ( 1 + J 1 - ·1 det А). 'v\иню!а;н,
но возможное возмущение равно: 

Dmin ~ 1 - ~(о," (<PoiЛIФolopc -1 opt (Ф, IB/Ф,)opt) -

= 1 - ~ (\:JaX + ,\mц) -----= 1- -\п,tх 
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Мы \Южсм перепнсип. /1 черс:~ fJ. о11реде.1Яе~ое rоолтошение~ ros fJ -
= :-:-iн2о: 

1 . ·_) 1 - - :)ill 2о. 
:! 

l -.!·,., ')r; 
2~ -

ТО! ~ra <l~t А ~ ~ cos:; FJ - t c.os4 
(} · } cos2 (j -·· ± ( <·о~:2 Н - cus·1 fl) и, СJiедо-

ватслыю, 

С) IlOC'IPOИM !рафик функнии {)m!n(:I')- ~(1- Jl-:.г+J 2 ), где ;r

= cos2 О 

IJ.l 

0.1!8 

0.06 

11.04 

0,2 IJA .с о л о.х 

Если cosfi = 1, то нача.IЫiые состояния J·~/') и )'<:~') нсрюш.жчнмы То
i·да, пс·:швисимо от того, выпоJшя:ы Ева измерение или нет, Боб не !>Южет 

получить никакой информации о том, k:акое состояние прИJ отоп:1еrю Аш

сой. Это означает, чго он не может обнаружить ю.tсшатепьстно L:вы. то есть 

нноt~и~ое ей во·!мущсние неизмеримо. 
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Ког!(а cos В -= О, начальные состояния ортоruнальны, следовате.1ьно, 

Ева может выполнить оптимальную ПОЗМ в базисе {10), 11)} и, не возму
щая состояние, узнать, что приготовила Алиса. Ес."1и она пересьшает его 

Бобу, то в этом случае измеримое возмущение отсутствует. Именно это 

препятствует исполиованию классических ( ортогона.Тhных) состояний Д.."IЯ 
безонасной связи - как Алисе и Бобу узнать, что их подслушивают? 

Наибольшее значение Dmin достигается при х = ~· чrо соответству-

ет () :..:..:. arccos - 1- -= :_4п-. Эю является фаiСТИЧеским выбором состояний схс-.)2 
мы расnредеJiсния квантовых ключей (такой как ВВ84), в которой А:ш

са и Боб хотят создюъ ра.1.деленную секретную строку битов, одновремен
но максимизируя величину возмущения, которое в среднем буf{ет нносить 

подслушивающий, нытаяс1~ узнать значения передаваемых битов. По:щнее 

в этом курсе мы еще больше узнае" о квантоной кринтшрафии. 
Для этого выбора приаповдений мы можем вычислить 

Пmin (х- ~) 

Dmin (х~ ~) 

Dmin (х= ~) ""0,067, 

(Petтor)optimal = ~(1- sinB), 

(Pe•coc)optima] = ~ ( l - ~). 
(Perror)optimaJ ~ 0,146. 

4. 7. Приближенвое клонпрованне 

а) Зта машина физичеки реализуема в том и только в том случае, когда она 
корректно сохраняет вероятности. Это требуе1; чтобы отображение бьшо 

унитарным или антиунитарным, а из теоремы Вш·нсра следует, что на са-
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мом деле оно J.Jд-тжно быть унитарным. Унитарные отображения сохраняют 

не тош.ко вероятности, но и внутренние прои'3Ведения. Следовате.1ьно, до

статочно покюать, ч10 машина сохраняет внутреннее произведение. чтобы 

показать, что она фи.зически реали:~уема. 

До: 

После: 

(lОЩООО) -О, 

(OOOIOOO) = 1, 
(1001100) = 1. 

(lОЩИtИIООО) = ( {i,(llll + lf(Ф+I(OI) 

х ( {i,1ooo) + /f1Ф-г)l1)) 
=0, 

(ОООIИ1 ИIООО) - ~ + ~ • 1, 

(1ООIИ1 ИI100) = ~ 1 ~ = 1. 

Ь) Переход от унитарного представ.1епия к нрс;,ставJIСнию операторной 

суммы $ выполняется путем оrожаеств.аения: 

где IO) в с - некоторое фиксированное состояние. К данному " ус:ю
вии задачи описанию отображения естественно надходит выбор 10) в с = 
= IOO) в с· В этом бюисе необхщимыс нам существенные слагаемые И 
имеют ЕШ)! 

и= ЛIOOO)(OOOI + /IIU11)(000I + }IIl01)(000I 

+ лi111)(100I + лi010)(100I + л~100)(1ООI. 
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Следовательно, операторами представления оперюорной суммы являются: 

12 Г[ 
Моо = вc(OOjUjOO)вc ~"у з!О)(О! +у 6!1)(1!, 

М01 = в с (01JUJOO) в с = jfщ (Oj, 

М10 = вc(10jUjOO)вc = /f!O)(l!, 

М11 = вс(ЩИjОО)вс = {f,!o)(O! + /II1)(1j. 

с) Запись в виде суммы проекторов для матриц операторной суммы М~ 
nозволяет быстро вычислить точность воспроизведения. f' даже без явного 

вычис;:rения р'.А: 

F ~ (1/JIPЛIФ) = \ ф 1 ( ~ M"!Ф)(,PJML) 1 1/!) = 

~ :L<ФJM),P)(Ф!MLIФ) . L I<ФIM"IФ)I 2 

,, 

= {f,!al2 + {f1ь1' '+ ~iai'IЬI' + /fiai' t {f,1ь1'1' 
~ ~la!4 

t ~IЬI 4 + ~lai 2 IЬI 2 ~ ~(ial 2 + IЬ1') 2 
= ~· 

Этот резу.тьтат означает, чrо, имея ресурс двух допоmште.:IЬных вспомога

тельных кубитов, м:ы можем копировать неизвестный кубит с точностыо 

воспроизведения 5/6. 
Действие этого «квантового ксерокса» на входящее состояние о·юбра

жает его на состояние 

РА = :LM"j,P)(ФIML = 

" 
= ~ ( ~ ~ ) ( ~J: ~~; ) ( ~ ~ ) + 

+i ( ~ ~ ) ( :J; ~: ) ( ~ ~ ) + 
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l ) ( lal2 

О а*Ь 
аЬ' ) (о 
IЬI' 1 

l ( l О ) ( lal2 аЬ* ) ( l О ) +6 О 2 а*Ь IЬI 2 О 2 = 

_ l ( 4lal2 2аЬ* ) 1 ( О О ) 
- 6 2а*Ь IЬI 2 + 6 О lal2 = 

~ ! ( IЬI 2 о ) ! ( lal2 2аЬ' ) _ 
6 о о + 6 2а'Ь 4IЬ12 -

- ! ( 51"12 + IЬI 2 4аЬ' ) -
6 4а'Ь lal2 1 5IЬI 2 -

_ ! ( 4lal2 4аЬ' ) l ( 1 О ) _ 2 , 1 
- 6 4а'Ь 4IЬI 2 + 6 о 1 - зiФ}('I'I + 61. 

Этот квантовый ксерокс действует так же, как и депОJrnризующий ка
нал с р ~ 1/4. Следовательно, в части (Ь) мы с посшым основанием могли 
использовать операторы из раздела 3.4.1. 

4.8. ПроС1'И нас, дЯiJ:Юшка Альберт 

а) !lусть ~n обозначает оператор (и1 ·f-iи2 )0" + (и 1 - iu2)""· Из злемен
тарной квантовой механики известно, что 

и±= ~(и 1 ± iu2 ) 

яв.;шются повышающими и понижающнми операторами Д)IЯ спина. Слс;ю

вательно, действие~" иа IФin имеет вид: 

~.JФ!n = ~n{f(looo ... 0) j 1111 ... 1)) = 

= ji[(2и 1 ) 0"I000 ... 0}+(2u_) 0 "1111 1))] 

= 2". {f(IШ ... 1} + IOOO ... 0)) = 2"11/J),.. 

Ь) Теория скрытых персменных утверждает, что tт 1 и tт2 в тобой момент 
врс\fени ямяются функциями набора недосrупных Jl)lЯ нас «Скрытых пере

менных». Она утверждает, чm нai[Ia неспособиость узпюъ эти переменвые 
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заставляет nce измерения cr 1 и r7 2 давать только усредне1-атые по ансамблю 
этих скрытых псремспных результаты. 

Заметим, однако, что модуль оператора (о- 1 ± iu2 )®n имеет mлько 
одно значение д.;iя :тюбого возможноrо распределения значений наблю

яаемых и 1 и cr2 : 

с) Оператор (и 1 + i17 2 )®n f-(17 1 - iu2 )0" эрмитов и, следовательно, его мо
дуль является наблюдаемой величиной. Теория скрытых персменных пред

сказывает, что се И3мерясмос значение ТJ;ается усрсл:непным по ансамбпю 

определенных значений, принимаемых ст 1 и u 2• Испо.JIЬзуя неравенство 

треугольника для нормы, мы можем ограничить :этот мо;1,у.1Ь суммой ны

ражений, вычисленных в части (Ь ). Важность зто го ограничения в том, что 
пычисж:нные в части (Ь) слагаемые независu:wы от любою такого распре

деления: 

IE,.I = 1(17 1 + il7,)®n + (171- il72)0 "1 <;: 

,;;: l(u, + i17,)®nl + l(и, - iu,)®nl ~. 

= (17 1 + il72 1" + (17 1 - iи,(" = IVZI" + IVZI" .~ 2"1'~ 1 • 

d) 'Эйнштейн сказал бы: 

Sie haben demonstriert (wie ац( der fland gelegen haben sollte), 
dajJ mein A1-gument gegen Quanten Mechanik wissensc/шfilich stichhaltig 
ist, "'eil es dш-ch Experiment fals({izierbar ist. Fйr die Systeme, die 
n > 2 haben, sind die Voraussagungen da lokдlen ve"teckten variahlen 
lheorie und Quanten Mechanik offenhar inkompatibel. Lassen Sie uns 
ein Experiment machen, ит zu йberprйfen, dajJ ich Recht habe1 .. 

Под впечатлением эксперимента.Jьного свидетельства, ко1орос JJО;щср

живает квантовую мехаю1ку и опровергает теорию скрытых переменных, 

Эйнштейн бы ска.зал: 

Ach! Dieses ist -.·irklich mein grojJter Fehlg,·iff Es scheim, dajJ Gutt 
taf.'fachlich Wiiifel spielt'-. 

1 Вы проде:монстрирова.'IИ (как это н должно бьпю бып.. очевидно), что мои аргументы 
npontв квантовой :механики научно обоснованы, нока они не о1rрuвергнуты экспери:\Jснта.Jьно. 
ДШI системы из n > 2 частей nредсказания ,lОЮ!JtЬной теории скрытых перемскных и кяан
товой механики, о•tсвидно, несовместимЪI. ДаВ<tй:те поставим жсперимент, '!tобы убедиться 
Н ТОМ, ЧТО Я прав.·· 

2 Ах! :это поистине моя: самая большая ошибка. Похоже, что Боr действительно играет 
в кости. 
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4.9. :Манипуляция запутыванием 

а} Алиса может связать команды с помощью обмена запутыванием. 

Я опишу этот процесс на я3ыке сосrояний и языке стабилизаrора. Суди

те сами, какой язык вокажется вам наиболее подходящим для э·шй задачи. 

Язык состояний. Начальным сосrоянием системы явдяется 

IA,Y, ,4,Р) = ~(IOO)AIO)yiO)" + IJl)лll)yll)r + 

iiOJ) лiD)y 11) Р + llO) лli)yiO) р) = 

-' _l_ [IФ+) А (IO),, IO) р +-ll)yl I) р) + 
2-!2 

i IФ ЦIO)yiD)p -ll)yll)p) + 
+l'l1 7 )л(IO)yll)p + IJ)yiO)p) + 

+1'1,-)л(IO)yii)p- Щ,-IO)p)j 

Алиса измеряе:т два ее состояния н базисе Белла_ Затем она посьшает одной 

из команд два полученных ей КJJассических бита. Тогда эта команда вы

полняет одну из С.lСJ!УЮЩИХ онераций. J·арантирующих, что получающееся 

в результате 50-кубитовое состояние явдяется кот-состоянием 

Состояние Действие 

IФ+), _____, Ничего не делает. 

IФ -)А _____, Один участник применяет cr z. 

1'11~) 
.А 

_____, Uce участники применяют их. 

llfг) А _____, { Вес участники применлил их 
Один участник применяет и z 

Язык стабилизатора. Исходным стабилизатором системы яв.ттяется 1 

1 Сrаби:шзаторы ~ симплектические коды:, корректирующие ошибки, рассматриваются 
в седьмой r.1аяе лекций, вошедшей во вторую часть этой книги. - Прим. pf!iJ. 
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Янки (25 кубитов) Алиса 
Святые отцы (25 Собственное 

кубитов) значение 

~ ~ 

z z 1 1 1 1 +1 

1 z z 1 1 1 +1 

1 

1 1 1 z z 1 +1 

х х х х х 1 +1 

1 z z 1 1 1 +1 

1 1 z z 1 1 +1 

1 

1 1 1 1 1 z +1 

1 х х х х х +1 

Алиса измеряет ZZ, затем ХХ, получая собственные значения apar 

и aph· После каждого измерения генераюры стабилизатора заменяются 

только на те генераторы, которые коммутируют с измерением. (Заметим, 

что произведение двух антикоммутирующих с измереннем генераторов 

коммутирует с этим измерением.) Результирующим стабилизатором явля

ется (для ясноств две колонки Алисы сдвинуты виево) 

Алиса 

,.-л---... 

z z 
х х 

1 

z 
1 

1 

1 

х 

Янки - Святые отцы 

1 

z 1 

z z 

z z 

1 1 

х х 

Собственное 

значение 

~ 

ар,н 

<>ph 

1 -t-1 

1 +1 

1 Q::par 

z +1 

х "ph 
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.Цля того чтобы команды раздели.:JИ кот-сосrояние, Алиса должна со
общить одной из них собственные значения o:par и o:ph. llocлe чего эта 
команда вынолняет о;~пу из снедующих операций, гарантирующих, чrо по

лучающийся в результате стабилизатор Янки и Святых Отцов имеет все 

собственные значения равные + 1 (вспомним, что операция А персводит 
генератор стаби.:rnзатора М в АМА !): 

( CtEaP al.:'h) Действие 

(+1,+1) ---+ Ничего не делает. 

(+1,-1) ---+ Один участник применяет Z. 

(-1,+1) ---+ Вес участники применяют Х. 

(-1,-1) 
{ Все участники применяют Х 

---+ 
Один участник применяет Z 

Ь) (1) Ес.•в Алиса имеет вспомогательный кубит, •. 

Имея вспомогательный кубит, Алиса может остапить команл:у в неко

rором смыс.'Iс в 1ом: же положении, что и в части (а). Снова я опишу ее 

действия на языке состояний и я..1ыке стабилизатора. 

Язык состояний. А:шса готовит свой вспомогательный кубит в состоянии 

IA,) = -
1 (IO) + 11) ). 
у'2 

Следовательно, наqал_ьпым состоянием системы является 

IA1A2Y} = ~(IOO)лiO)y + j1l)лll)y + 

+101) лiО)у + j10) лll)y) = 

~ 2~[/Ф1 ).1 (jО)у + /l)v) + 

+IФ~) А (ID)y -II)y) + 
+jw+)л(IO)v + ji)v)

-/Ф-Ц/О)v -II)v)] 

Л;шса измеряет два ее состояния в базисе Бе;1ла. (На самом деле ей 

нужно измерить то;~ько бит фазы.) Затем она посы,mет результат измере

ния оставшейся команде. Тоrда эта команда выполняет одну из следующих 
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операций, гарантирующих, что получающееся в результате 24-кубюовос 

состояние является кот-состоянием: 

Состояние Действие 

IФ')л, IЧ~"'")л ---* НичепJ не делаеr. 

IФ~)А, IЧJ )л ----> Одинучастникприменяетиz 

Язык стабилизатора. A.m:lca готовит свой нспомогатслыrый кубит в соб
ственном сосwянии Х ::- + 1. 1 Начальным стабилизатором системы явля-
ется 

Ашса Янки (24 кубита) Собственное 
значение 

~ ,.___..___ 
~ 

х 1 1 1 +] 

1 х х х +] 

1 z z 1 +1 
1 1 z 1 ~) 

1 1 1 z +1 

Алиса измеряет ХХ на ее двух кубитах, получая собственное значе

ние а. Новым стабшmзатором яв.1Яется 

Алиса Янкн (24) Собственное 
значение 

~ ~ 

х х 
1 "' х 1 +1 

z z 1 1 +1 

1 z z 1 +J 

1 ~) 

1 1 1 z +] 

х х х х " 
Алиса сообщает свое собственное значение et оставшейся команде, ко

торая выполняет одну из следующих операций, гарантирующих, что волу-

1 То ~t.'ТЬ в собственном состоянии опсрш:ора Х с собс·mенным значением + 1. 
Пpw.t. ред 
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чающийся в результате их стабили:.1юор имеет все собственные значения, 
равные +1: 

а Действие 

+ 1 ~ Ничего не делает. 

-1 ----> Один участник применяет Z 

(П) ···~ а если она не нмее•· вспомогатеJJLНОГО кубита. 

Даже если Алиса не И'\о1ССт испомогательного кубита, прицеплявшсгося 
выше, она по-прежнему может Jюю-шуть команду. Снова я опишу ее ,цсй
ствия (на обоих языках). 

Язык состояний. Начальным состоянием системы является 

IAY) = ~(IOJ,IO)y + ll),ll)y = 

= ~ [(10) 4 + II) 4 )(IO)y + II)y) + (IO) А- II),)(IO)y -ll)y)]. 

Алиса измеряет ст х на своем спине и посьL1ает результат оставшейся 

команде. Эта команда вынолняет одну из следующих операций, гаранти

рующих, что понучающссся в результате 24-кубитовое состояние является 

кот-состоянием: 

Состояние Действие 

-------+ Ничего не делает. 

-------+ Один участник нрименяет и z 

Язык стаби.""lизатора. Нача.1ЫIЫМ стабилизатором системы яw_тястся 

Алиса Янки (24 кубита) Собственнос 

значение 

,.-л-... ~ 

х х х х +1 

z z 1 1 +] 

1 z z 1 +! 

1 1 1 z +! 
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AJIИca измеряет Х на своем кубите, получая собстнспное значение а. 

Новым стаби~wзатщюм является 

Алиса 

~ 

х 

z 
1 

1 

1 

х 

Янки (24) 

z 
z 

1 

х 

1 

1 

z 

1 

х 

1 

1 

z 
х 

Собственное 

значение 

~ 

+1 

+1 

+1 

"' Алиса сообщает свое собственное значение а оставшсйся команде, ко-
торая выполняет одну из следующих операций, гарантирующих, что полу

чающийся в ре.зуш;rате их стабИJ""Iизаrор имеет все собственные значения, 

раnные +1: 
<> Действие 

+- 1 --+ Ничего не делает. 

-1 ---4 Один участник применяет Z 

Решения упражнений к главе 5 

5.1. Раз.:1вчимость веортоrопаш~ных состояний 
В отсутствие какой-JШбо предварительной информации, мы (как правовер
ные бейесиане) доджны прсдположи1ъ, ч·rо с ранной вероятностью Алиса 

готовит одво из состояний lu} и l'v}. 
Пусть во всех частях этой задаЧи определены с~l.е;(ующие случайные 

переменные: 

А = сосmяние, которое готовит Алиса, 

В = результат, который получает Боб. 

Пусть для краткости В принимает значения 1, 2 и.w 3, соответствующие 
применяемому Бобом имерительному оператору, а А принимает значения 
tt и 11, соответствующие приготавливаемым Алисой состояниям. ll каждой 
части этой задачи мы должны вычисли-л~ следующие ВС;Iичины 1 . 

(il ) = { l(wiE;Iш}l 2 (ортогональное измерение) 
Р w l(wiFilw}l2 (ПОЗМ) ' 

1 Консчно, учм'!Ъiвая связь J(B;A) =!А; В):__:: Il(A)- П(ЛjВ), вместо :УГОго ,J..JIЯ вы
числений можно выбрать H(AIB) и Н(А). 
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II(BIA) ~- I>(a,Ь)Iogp(Ьia) ~ 
а,Ь 

= - L>(Ьia)p(a) logp(bla), 
а,Ь 

II(B) ~- I><a,Ь)Iogp(Ь) = 
а,Ь 

~- LP(Ьia)p(a) log (Lp(blc)p(c)), 
а,Ь с 

!(В; А) = JI(B)- II(BIA). 

а) Результатом исходной «фон нейманоRсКОй» стратегии Боба якiЯется 

приобретение с;Jсдующей информации. 
Вероятности: 

Ус~ювная энтропия: 

р(11и) = 1, 1 р(21и) ~О, р(и) = 2' 

H(BIA) 1 .2 о 1 ( 2 е) 1 . 2 е 1 ( . 2 е) =~-cos- og cos- ~-sш- og sш-
2 2 2 2 2 2' 

Энтропия Шеннона: 

Н(В) = _.l (1 +cos2 ~) log [1 (1 +cos2 ~)]- lsin2 ~log (1sin2 ~) 2 2 2 2 2 2 2 2' 

Взаимная информация: 

l(B;A)=1-~(1 f cos
2 Ю log ( 1 + cos

2 ~) + ~ cos
2 ~ Iog ( cos

2 *) = 

f cos
2 ~) н2 ( . 1 ) , 

J+cos2 !1. 
2 

где Н2 (х) = -х Jogx- (1- х) log(l- х)- бЮ!арная функциJi энтропии. 
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Ь) Осущестюяя более симметричное измерение ПОЗМ, Боб рассчитывает 

увеличить приобретение информации. Фактически мьт находим, что, посту

пая так, он на самом деле уменьшает приобретение информации. 

Вероятности: 

p(llu) =О, 

. "о р(21и) ~ Аsш 2, 

p(2lv) =О, 

p(llv) = A"in
2 ~' 

р(:31и) = 1 -А+ А cos2 ~' А , е 
p(Зiv) = 1- А f- cos 2' 

p(u) = &· Р(<•) = ь 

Условная энтрония: 

H(BIA) =- [Asiн2 ~ log ( Asiн2 о + 

( 1 ~.А+ А cos2 ~) log ( 1 - А + А cos2 ~)] . 
Энтропия IIIеннона: 

Н(В) ~ - [ Asin
2 ~ log (~А siн2 ~) + 

+ (1-A+Acos
2 ~) log (1- A+Acos

2 IOJ· 
Взаимная информация: 

Г(В;А) ~·- [лsin2 ~log~ t (1-А 1 Acos'~)log1] ~ 

А . , е 
- sш 2" 

Чтобы найти А, мы иснользуем требование положительности F 3 , 

а именно F 3 имеет поnожитеJIЬНЫС собственные значения: 

, е 
Л -ЛtrF3 +det.F3 =0, == Л=1-А±Асоs 2 , 

Л ~ О, ==> А ,;:; 1 
l±cosB/2 
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При В Е [0, 1r] таким наибольшим А, при I<Отором оба собсwенных значе
ния остаются положительными. является А ___:__ 1 . Следовюельно, 

1 + cos0/2 
максима:Iыюе приобретение информации равно 

I(B;A) ~· 2sin2 ~ ~ 1-cos~. 

с) В после.сней отчаянной попьrrке Боб nозвращается к измерению фон 

Нсймана, I<Оторое «Выявляет р:П.'IИЧИС>> между [и} и [·v}. Эта схема действи
те,;rьно оказынается наилучшей. 

Вероятности: 

р(1[и) = cos2 (е~''} 

р(2[и) =sin
2 ( 8 ~"). 

1 
p(u) ~ 2• 

р( l[v) - sin2 (е ~ "). 
p(2[v) = cos2 (е~"} 

1 p(v) ~ 2· 

Условная 1нтрония: 

Н(В[А) =- [sin
2 

( 
8 ~ ") Jog (sin2 

( 
0 ~т.)) с 

1 cos2 (е : 7Г) log ( cosz (е ~ т.)) J . 

Энтропия Шеннона: 

Н(В) = - - log- + - lои - = 1 [
1 1 1 1] 
2 2 2 ~2 . 

в·шимная информация: 

Т(В; А) - 1+ sin
2 

( 
8 ~ ''}og ( sin2 

( 
0 ~ ")) + 

2(11+7Г) ( 2(8+")) + cos -
4
- log cos -

4
-

= 1 - Н2 (cos
2 

( 
8 ~ ")) 
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d) Несмотря на то что в условии задачи не бьшо раздела (d), в се кон
тексте полезно рассмотреть границу Холево, если, конечно, мы увере

ны в разумности результатов~ полученных в предыдущих часiЯх этой за~ 

дачи. 

Граница Холево утверждает, что приобретаемая Бобом информация 
ограничена сверху доступной информацией источника Алисы Асс(Е) = 

= S(p)- 'E,p,S(p,). Поскольку оба сигнальных состояния Алисы яюяют-
х 

ся чистыми сосrояниями, дос1)'Пная информация сводится к энтропии фон 

Неймана, которую мы можем вычислить путем диагонализации: 

1 е . е ) 2cos 2 sш 2 ' 
1 . , е 
-sш -2 2 

,\
2 

- ,\ + ! [(1 + "os2 е_) sin2 е_ - cos2 е_ sin2 е_] =О 4 '2 2 2 2, 

\ 1±1/1 .ze .. 1±1 о ,о .,е 
/ = 2 2V -s1n 2 ~ 2 2cos 2 ="COS 4" или sш 4. 

Таким образом, приобретаемая Бобом информация ограничена услонием 

Построив график приобретаемой Бобом информации, как функции для каж

дой из трех схем вместе с границей Холево, мы видим, что нанлучшим вы

бором Боба является сратеrия (с), несмотря на то, что граница Холево не 

насыщается. На диаграмме ниже стратеmи а, Ь, с и h (для Холе во) помече
ны соответствующими кодами а.1буки Морзе 1 

5.2. Относительная энтропия 

а) Эта задача содежит небольтую трудность, поско.Тhку А и В не обяза

тельно коммутируют между собой. Однако, работая с некоммутврующими 

объектами, мы можем примелить обычный трюк и разлагать все выраже
ния по компонентам обычных коммутирующих чисел. Пусть { 1 i)} является 
базисом, днагонали.зующим А, и пусть {ij)} ба.зис, диагоналнзующий R. 

1 Коды азбуки Морзе: а <-+ · -; Ь <--+ - • • ·; с +----> - • - ·; h....... · · · · . - llpuм. перев. 
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10 

8 

б 

4 

2 

0,5 1,5 2 

Разлагая по этим базисам, мы имеем 

tr [J(B)- f(A)] - l.>I!(B)- !(a,)li} = 

.' 

/ .· .... /' 

2,5 

~ L(ilf(B)- f(a,)lj}(jli} = 
i,j 

i,j i,j 

3 

·~ L(ii(B- a,)f'(a,)li} = tr [(В- A)J'(A)]. 
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Ь) Этот результат, подобно многим перавенетвам в теории информации, 

следует из перавеяства lnx ~ х - 1. Достаточно показюъ, что g(x) = 
= -х ln х является вогнутой функцией, следовательно, вогнутой явдяется 
и функция f(x) = g(x)fln2. Доказательство дЛЯ g(x): 

g(y)- g(x) = -ylny + xlnx = 

= у(lнх -lny)+ (х- у) lnx = 

= у ln ~ - (у-х) ln х ~ 

~у(~ -1) -(y-x)lnx= 

= (y-x)(-1-lnx) = 

~(у- x)g'(x); 

g(x) -110rнyrax фующиа "'* f(x) -- вощутак функция. 
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с) Применяя результаты (а) и (Ь), находим, что относительная энтропия 

неотрицательна 1 : 

tt"[-plogp+ o-logo-] ( tr [(р- о-) ( -logo-- 1~ 2 )], 
согласно частям (а) и {Ь). Далее, 

- tr plogp + tro-logo- ( -tr plogo- + tro-logo-, 

- tr р logp ( - tr plogu, 

О ( Lr plog р- tr plogu, 

О ( S(p]u). 

d) Пусть u - матрица плотности, соннадающая с единицей в поднростран

стве, являющемся носителем р. К искомому ре1уJIЬтату ведет выражение 

неотрицате,Jт.ности относительной энтропии межцу р и и в ба.1исе, в кото

ром они обе диагональны: 

О ( S(p]u) -S(p) -trplogu, 

S(p) ( -tr[p1 logu 1 + ... +pologu 0 ]-

- - (Jog Ь) tr(p1 1 . + Pu) - log li. 

е) Используя неотрицательность относительной энтропии между р АВ 

и РА :g Рв, находим 

S(РАв IPA ® Рв) ~ -S(РАв)- tr [РАв log(P.4 ® PJJ)] ~О, 
S(РАв) (- tr [Рлв(lоgрА ®lв + lA ® log Рв)J ~ 

~ - tr Рл logpA - tr Рв lOJ!, Рн - S(pA) + S(рв)· 
t) Рассмотрим матрицу плотности р А в и ее частичные следы, данные со-
отношениями 

Рв = L·\]e,)(e.J 

1 Формально, дшJ того чтобы это дохаз.ательсmо былD верным, нам нужно показать, 
что f(x) является вогнутой нри х =О. (р и rr мо1уr иметь некотuрые обращающиеся в нуль 
собственные значения.) Бы можеrе проверить самостоятельно, чru нри этом f(x) остается 
вогнутой функцией. 
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Субм.J:итивность энтропии зтой системы доказывает общую вогну-

1QС1Ъ S(p): 

-tr [ (~,\;(P;)л®(fe,)(e,f)в)log (~\(Pj)л®(iej)(eзf)в)] ( 

( S ( ~·\Р,) -tr [~Л,Ie,)(e,flog ~ \le,)(e,f] . 

Если мы берем след но системе В в ба,зисе fe,), ro сумма по j сводится к 

одному ее снаr·асмому с -i = j. Упростим левую частъ (LHS) этого неравен
ства:1 

LHS = - tr [ ( ~ ,\р, ® fc,)(c,l) log (Л,р, ® fc,)(e,f)] -

= - tr [ ( ~>·iPi <:& fe;)(e,l) ( log р, ® 1 + 1 ® log Л,fe,)(e,f)] 

= - t.r [ ~ Л,р, log р, ® fe,) (с, 1] -

- tr [ ~ Л,р, ®fe,) (е, flog (Л;! е,) (c,f)] = 

с_ ~Л,S(р,) -trp, [~A,Ie,)(e,flog(Л,fe,)(e,l)] = 

= L Л,S(р,)- L Л, log Л,. 

1 Здесь н ходе преобразований используется равенство 

PlogP- Гlog(l-Q)--P(Q+!Q'+iQ'I ... ) 

~ -PQ ( 1 1 ! + ~ +" ·) ~О, 
1де Р = le){el, Q = 1-Р- нроекrоры нu а-щимно оvшrональныс nодпространства.- Прим. 
ред. 
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Подставляя этот результат обратно в неравснство субад;щтивности, мы по
лучим усповие вогнутости: 

I.;\S(p,)- L-\ log Л, ( 8 (I.:л,р,) -L Л, logЛ,, 
~ 2 z ~ 

~-\S(p,) ( 8 (~·\Р} 

5.3. Монотонвос•ь .llипдблада- Ульмана 

Испо;Iьзуя некоторые разработанные в задаче 5.2 приемы, мы находим, что 
свойство монотонности нозволяет вывести некоторые очень полезные ре

зультаты. 

а) Ilрименяя свойство монотонности к состоящей из трех частей системе, 

получим свойство счюгой субаддитивности: 

8(Рлв1Рл ® Рв) ( S(РлвоiРл ®Рве), 

-S(Рлв)- tr [Рлв log(pл ® Рв)] ( -8(Рлве) 

-tr [Рлвеlоg(рл ®Рве)], 

-8(Рлв) + 8(рл) + S(Рв) ( -8(Рлве) + 8(Рл) + 8(Рве), 
-S(Рлв) + S(рв) ( -8(Рлвс) + 8(Рвс), 
8(Рлве) + 8(Рв) ( S(Рлв) + 8(Рве). 

Ь) Действие супероператора $ на матрицу ruютносш р л (и л) можно пред
ставить, как вычисление следа по окружению после приведения его в кон

такт с системой А и совместной с Рл (и л) унитарной эволюции: 

Рлв = И(рл ® (!е)(еi) 8 )И- 1 , 

и АВ= И(и л® (!e)(e!) 8 )U 1 

$рл = trв Рлв, 

$стА= trв <Т АВ' 



РЕШЕНИЯ УПРАЖНtНИЙ К ГЛАВЕ 5 443 

Энтропия ·фон Неймана матрицы плотности инвариантна относительно 

унитарной эволюции или присоединения чисrого состояния. Опуская для 

простоты индексы чистого состояния le} и унитарной матрицы U, мы ви
дим: 

S(Рлвl<Т лв) ~ tr [И(рл ® [e)(c[)U- 1 log (И(Рл ® [е}(е[)И- 1 )]

-tr[U(pл®\e)(e[)U 1 log(U(o-л®\e}(e[)U-')] ~ 

-tr [U(рл ® [e)(e[)U~ 1 U !оg(Рл ® [е)(еi)И- 1]-

- tr [U (р А ® [е) (е\)fГ 1 И log(<Т А ® \е} (е[)И- 1] = 

- tr [(Рл ® [e)(e\)log(pл ® \е)(е\)]-

- tr [(Рл@ [е}(е[) log(o-А@ [е) (е[)] = 

= tr(p.4 1ogpл)- tr(pлlogo-л)~ 

= S(pлlo-л). 

Вместе с монотонностью Линдблада-Ульмана зто дает искомый результат 

с) Рассмотрим матрицы плотности, опре;~е;Iенные соотношениями 

х 

х 

х 

Относительная энтропия S(РлвlРл@ Рв) в точности совнадает с инфор
мацией Холево л:(<") (для краткости опущены индексы подсистем А и В): 

S(Рлв !Рл ® Pн)=tr [ ( ~>хРх ® lex}(exl) log (~:ГуРу® [еу)(еу[)]-

- tr [ ( ~РхРх ® lex}(exl) log ( ~PwPw ® ~PzleJ(ez[)]. 
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Так же как и в задаче 5.2 (t)~ мы можем взять след по состояниям системы В 
в базисе leJ, снод.я с~мы по у и z I< оляому слагаемому каждую: 

S(p лв IРл ?; Рв) - tr [ ~>хРх log Рх е lcx) (e.l] + 

+ tr [ ~РхРх е ie,)(e.llog(pxl;x)(<,l)] -

- tr [ ~РхРх log ( ~PwP~ ® lex)(exl)] -

- tr [ ~РхРх ® log (Pxiex)(e х 1)] = 

·~ - l:PxS(px)- ~р,, logpx + 

-f S (z:>xPx) + LPx Jogpx = 
х х 

~ - ~pxS(px) + S ( ~РхРх) = 

= x(t:). 

5.4. ПОЗМ Переса- Вутерса 

а) Записанные в обозначениях Дирака сигнальные состояния Алисы flмеют 

вид 

I'P1) = 1 Т), 

I'P2> ~ -HI r> - vГз11>). 

i'Рз) ,_ -HI r> -t vЗI t>) 
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Диракавекие обозначения IЮЗIЮJJяют очень быстро выразить состояния 

IФi) - I'PJ I'Pi) (i ~ 1, 2, :J) в базисе Белла: 

IФ,) ~ 1 Т1) ~ 

~ ~(IФ+)+IФ-)), 

IФ2) = i(l Т)- /3111) (1 Т)- /Зill) = 

~ ±(1 Н)+ Зl Н)- /3(1 Н)+ ll Ш) ~ 

~н2(1Н) !IЩ)-(Iii!-IЩ)-/З(IЩ+IlШ)= 

= - 1
- (21Ф+) - IФ-) - /ЗIФ+))' 2J2 . 

IФз)- ~(1 1) + /3111) (1 1) + J31ll) ~ 

- Н1 т+ з1 щ + JЗ(I щ + 11 ш) = 

= -
1- (21Ф+) -IФ-) + J31Ф ')), 

2J2 
Матрина плотности, соответствующая приготовлению Атисы, представляет 

собой одну треть сум"ы проеюuров 
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Возможно это у;,ивительно, что матрица плотности диarx)Нa.Thiia в ба

зисе Белла. Следовательно, энтропией фон Неймана этого источника явля

ется 

Ь) <<Достаточно хорошее измерение» (ДХИ), I<Оторым следует нопъзов:\ТJ,ся 

Бобу, чтобы декодировать сигнал Алисы, представляет' собой ПОЗ:М, опре
деляемую операторами F, ~ c-'/'IФ,)(Ф,IG- 112 , где G ~ Зр: 

(' ~'") 1 vzzoo 
F, = 3 О о О О ' 

о о о о 

'-'( J, 
~vГz ~vГа 

i} 1 vГз 
2 ~ 6 ~vГа vГз 3 

о о о 

F {J, ~,;2 vГа :) 1 ~vГз 
3 6 vГа ~vГз 3 о . 

о о о о 

Оказывается, что эта ПОЗМ в действителыrости является ортогональным 

измерением, определяющими состояниями которого служат 

IФ ,) = }з (IФ+)+ У.'21Ф-)), 

IФ,) = )б ( У21Ф+) ~ IФ-) ~ v'31Ф+) ), 
IФз) = )б( У21Ф+) ~ IФ-) + JЗ}[т+)), 

IФ 4 ) = IФ-), (для полноты базиса). 

с) Как и в задаче 5.1, чтобы вычислить взаимную информацию между при
готовленнем Алисы и измереннем Боба, мы должны начать с вычисления 
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вероятностей. В общем случае они представляют собой 

р (Боб измеряет )Чiь)),Ллиса готовит )Фа))= (ФаiFьJФа) 

= (Фа )w ь) (1li ьJФ aJ 
= )(Фь1ФаJI2 -

447 

Пос,Iедопателыю вычисляя их д.LЯ каждых а и Ь, мы действительно найдем 

цитированный в лекциях результат: 

р(а)а) = k (1 + Jz) 2 

р(Ь)а) = l (1--1 )' boja. 
6 /2 

Поскольку каждая вероятность здесь сводится к одному из двух значений, 

m петрудно вычисJшть приобретаемую Бобом информацию; 

Н(В) ~- -[p(J)1)+2p(1)2))Jog [~(р(ф) l-2p(1)2))] 

со -1 Jogl"" 1585 
3 ' 

Н(В)А) = -p(1)J) logp(l)l)- 2p(l)2) logp(1)2) 

~-!(!+-' )
2

Iog[l(1+-1 )'] _ 
3 /2 3 /2 

_l (1- _1 )'log [! (1- _1 )'] 
3 /2 ,J /2 

"" 0,2158!13, 
I(B; А) "" 1,36907. 

Решения упражнений к главе 6 

6.1. Липейное моделирование вентиля Тоффоли 

а) Рассмотрим описанную в лекциях схему, которая выполняет в< 4), ис
подьзуя только :компопен1Ы е(З) и один бит вспомогательного пространства, 
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псрвоначально Iюлагаемый равным нулю 

J 

--t 
JO) -"· 

-r-

f 
Испо.1ь.зуя конструкuию для вентИJJЯ 8(4), мы можем рекурсивно по

строить BCHTИJII:. O(S): 

----.--

10)~)--

- -....._, ----

1 ~-
f--

IO) l ! 
-4-- >----; )--

IO) ··- --f -

] 
Заметим, что, (mаrо;:щря тождеству (e(.<s)) 2 

= 1, два вентиля во 
внутренней части последней диаграммы пеобязатсльны. Продолжая ре

курсивным образом зту процедуру, мы, очевидно, подобным образом мо

жем исключить все вну1рсииие вентили Тоффоли, получа" в резу,тьтате 
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конструкцию: 

,J~- --·Е 
IO) ---1--$--------<fi---

± 
Поско.1ьку каждой контрольной линии вентиля (}(rl), некточая ли

нии 1, 2 и 2n- 3, соностав.1.сн вспомогатсm.ный би1~ 1u для реализации этой 
схемы необходимо n - 3 вспомогательных бита. Далее, JЮСКО.LЬку каждый 
вспомогательный бит является целью двух вентилей еСЗ) (после вычисле
ния необхо;(имо восстановить исходное значение вспомогателыюп) бита) 

и так как целевой бит вентиля ()(п) в свою очередь также является це.;тью 
вентиля g(з), то вceru для этой конструкции необходимо 2(п-3) + 1 = 2n
- 5 вентилей fJ(З). 

Ь) Описанный в (а) каскад вентюей ТоффоJrи отображает целевой бит у на 

(f!xl ... :Cn-1 ЕР У 

[((((s2 iJJ S1X3)x4 iJJ S3)X5 6J S4 · · .)Xn-2 iJJ Sn-зJXn-11 

ФХt ... Xn--1 ЕЕ1 у, 

rде si помечают вспомогательные биты, а xi -контрольные шшии. 
Fсли все вспомогательные биты псрвоначально равны нуmо, то заклю

ченное в квадратные скобки слагаемое тождественно обращается в нуль. 
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Чтобы нейтрализовать ВJШЯние некоторых вспомогательных битов, не рав~ 

ных IJY-IIO в начальном состоянии, мы можем вычисJшть слш·аемое в квад
ратных скобках [·] отде.1ЪНО и подставнп. его XOR (то есть [·] => [·\ ffi [·\) 
в окончательный результат 

Xt • • · Xn-1 EIJ У = 

e(n)(y,x1 ... xn-1). 

Конечно, мы должны быть внимательны к XOR в этом tювом слагае
мом после того, как ВОССТЗl-IОВИШI значения вспомогательных битов. Нако

нец, как и в конс1рукции части (а), нам нужно восстановить вспомогатель

ные биты, на которые повлияла эта новая схема. Таким образом, модифи

цированный массив венпшей напоминает башни Бробдингне[·а 1 . . -~~ 

1--.) 
[ 

---~ 

,___ 
I 1 ,,,) ----4} 

' ~ 
' 

т 
-4r----

-· ~~ 

"' Следовательно, коmrчество вентилей и этом семействе схем равно 2n
~ 5 + 2(n ~ 1)- 5 = 4n ~ 12. 

6.2. Набор универсальных квантовых вентилей 

а) Используя указание, мы можем записать каждое нз иреобразований А, 

В, С, и U в виде произведений трех поворотов. Более того, нам извесnю, 

1 Бробдинrнеr nридуманная Джонатаном Свифтом фантастическая страна ве:mкаиов, 
в IЮТОрую попал Гулливер во время своеrо НТОJЮm пуrешествия. - Прим перев. 
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что сонряжение матриr(сй а-х меняет знак угла матрицы поворота. Чrобы не 
переписывать Rсякий раз букву R, я буду обозначать Rz(ф) символом Z.p, 
Ry(O) ~ симполом У6 , а crx- символом Х. Принимая эти обозначения, 

можно записать 

A=ZaY~Z7 , 

В~ Z8YCZ~, 
c~z,Y~Z", 

U = z" У8ZФ. 

Подобно этому уравнения связи представляютел в виде 

1 = Za Y 3 Z0 Z0 YEZ~Z, У ~Z" ~ 

:::::__ za у ,зZ1'+.5 YIOZ<p+Л у p.Zv, 
Z>t У0ZФ = (Za YpZ7)X(Z0XXYcXXZ~)X(Zл Y~Zv) = 

= za у вZ,_о у _,z_"+Л у ~Zv. 
С этого момента у нас два уравнения с девятью неизвестными. Най

ти решение будет большой удачей, не правда .ж? Конечно, на самом деле 

это матричные уравнения, следовательно, имеется самое большее восемь 
уравнений, связывающих эти переменные, при условии, что ни одно из них 

не эквивалентно другому. 

Тем не менее посмотрим, сможем ли мы найти решение для углов, 

не копаясь в матричных элементах. Непосредственно проверяется, 1:по од

по из репrсний первого уравнения связи возникает, если соседние матрицы 

определяют повороты на равные углы в противоположных друг другу на

правлениях, то есть когда углы удовлетворяют условиям 

'Р = -Л, 

"(= -6, 

Е+ J" = -(З, 

а= ~v. 

Эrот выбор nозволяет заnисать второе уравнение связи в виде 

Za У -(<+J<)Z2., У _,z"., У ,.z_a = Z.p У8ZФ. 

Выбор а = -ф согласует друг с другом последние повороты вокруг оси z 
в обеих частях этого равенства. Тогда ZФ согласуется при дополнительном 

выборе "! = р, = 0: 
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Тенерh мы имеем три уравнения с тремя неизвестными (нрш-ресс!), 
ко1орые имекrr решение 

Q= ·1/1, 

л- ~(ф + "Ь), 
е 

Е= -2, 
Подставляя их все вместе в матрицы А, В и С, мы находим, что они 

удовлетворяют условиям 

или в более общепринятых обозначениях: 

А= R,("Ь)Ry(0/2), 

В= Ry(-0/2)R.(-(Ф+ ф)/2), 
с~- RЛФ- ФJ/2). 

Ь) Чmбы по казать~ что вентиль контролируемой фюы Р = diag(l, 1, eio:, cio:) 

я.вляется однокубитовым венпыем, мы должны показап~, что Р =- V ® W 
для унитарных матриц V и W. Нспосрсдствспной нровсркой можно убе
диться в том, что Р рюлагается как Р - Z(a) ® 1, rде Z(a) ""diag(J, е;~). 

Однако при бо.аее строгом подходе мы должны доказать следующее. 

Матрица Р диагональна, и ес.1и она ра.wагается, то тоже на диагон&.n,.ныс 
"атрицы. Более того, поскольку { {Rz (0), 1} 10 Е ]0, 27r]} обрюует базис ;Lm 
диагональных матриц в S1J(2), то в самом общем виде разложимая матрица 
Р ).ЮЖет быть записана в виде суммы четырех с.1агаемых: 

Р ~ Л 1 1 ® 1 + Л2 1 <2 Rz(O) + Л,R,('I') <6· 1 + Л4 Rz(1;) 0 R.z(x), 

щс Л; Е rC удоюстворяют условию 12:= А, 12 = 1. 
i 

Так как Р одшшково дейстаует на состояния IOO) и 111), ru Л2 = Л4 ~ 
~О. Аналогично, так как Р по разному дсйстнует на состояния IOO) и IOJ ), 
то Л 1 = О. Следовательно. оставшийся КО.')ффициент в наиболее общем 

случае представляет собой фазоный множитель ei'fl. Таким образом, 

Р = e'"RA'P) ® 1, 
ciiag ( 1, 1, eia:, eia) = ei11 diag( е~iлр/ 2 

1 
ei<P/2 , е -i~P/2 , е -irp/'2), 

что имеет решение 2'Г} _:.::: -r.p __:_; о:. 
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Следовательно, мы види~, что Р действительно разложима, причем 
Р = eюi2 Rz( -С>) <Z 1. Общую фюу можно включить в состав дpyroro 
со~нюжителя тснзорного нроизведения, но, вероятно, самым естественным 

является упомяпуть!Й выше способ Р = Z( а) <Z 1: 

~ 
= 

с) Произвольиый элемею· ST .. (2) может быть занисан как АихВ<Т ,С, 
где А, В и С опреде.ilены IJ части (а}. Следовательно, произвольное уни

тарное 2 х 2-преобразование U Е IJ(2) может быть записано как U = 

- eiaf'2AuxBuxC. Используя IЮ.пученные в части (а} тождества, мы мо
жем записать контршшруемос U как последовательность однокубитовых 
вентилей и вентилей контролируемое ХОТ: 

6.3. Точность 

а) В этой задаче имеются некоторые трудности, поскольку на операторы 
не наложено никаких ограничений 1 . В частности, соотношения из условия 

1 Формально, д-"111 того •rrобы нормы были определены, мы до.uны nотребоватъ, чтобы А 
был комnактным, а В · ограниченным. [Фактически приооди~ое ниже решение требует ком
пакгности обоих onepawpoв, А и В. При'>~_ pbl.] 
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задачи справеДJшвы и для недиагонализуем.ых матриц, для которых :мы не 

можем рассматривать IIAII,, как сумму модулей собственных значений А. 
Например, матрица 

имеет IIAIItc = !. 
Тем не менее мы можем добJПЪся успеха, покопавшись поrлубже в за

коулках нашей памяти и вспомпив теорему о полярном разложении из ли

нейной алгебры, которая утверждает, что для шобой матрицы А существуст 
единственная унитарная матрица V такая, чrо 

A=UfAti.., 
=UIAI, 

ще введено краткос обозначение IAI ~1Я ДТА. Это разложение по.1ез
но, поско.JIЬку по построению ]А] является самосопряженной и, слсдова
те.iiЬно, диагона.тшзуемой ортогональным базисом {Ji)} с соответствующи
ми собственными :шачениями (так называемые сингулярные числа матри

uы А) jaJ Используя это ра~ложение, мы нвйлем: 

1 tr Al = 1 tr UIAII = ~~ (iiUia,lli) <'; 

<:: L j(iiUia,lli)j = L la,l·l(iiUii)l<:: 

( L la,l = L(iiiAIIi) = tr IAI = IIAIItco 
i i 

где мы исполь.'Ювали тот фац 1:по Унитарная матрица иреобразует одип 

ортоrона.1ьный базис в друrой, так что l(iiUii)l ( 1. 
Другую часть этой задачи сложно проверить из-за порядка матриц А 

и В под знаком следовой нормы. Проще сначана показать, что IIABII" ( 
11 All · 11 В 11 '" а затем обратиться к полярному разпожению, чтобы подучить 
искомое ограничение. 

Вычисляя след в базисе, диаrонализующем BIB (то есть BIB ~ 
= L >чli)(il), мы находим 

i 

IIAВII., = L(iiiABIIi) = L l(iiiABIIi)l = 
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~ 2::.12:: l(.iiiABIIi)l 2 
= 2:: L(iiiABII])(jiiABIIi) = 

~ v J t J 

= 2:: V(iiiABI 2 Ii) = 2:: V(iiBIAIABii) = 
i ' 

("IBIAIABI") IIABI")II 
= L ' ' (i/BIB/i) = L ' J (i/BIBii) <:: 

(i/BIBii) , lfB/i)/1 ~ 

~ ~~~~ lll::;illl V(iiBIBii) = lfAII ~ V(i/BiBii) = 

= lfAII L Д= lfAII L(ii.J\Ii) ~ 

= IIAII L(iljВ\Вii) = IIAII·IIBII,, 

Как уже говорилось, это почти то, что требуется получить, но в иепра

виJJЫЮМ норядкс! Но мы можем привлечь полярное разложение, чтобы по
лучить правильный порядок. ЕсJШ положить АВ= UIABI, то 

IIABIItc = tr IABI = 

= tr(Aвu-') ~ 

= tr(вu· 1 А) = 

= 1 tr(ABU- 1Ji 

Но согласно нашему первому результюу 

а согласно второму --

то естъ 

l[вu- 1 All,, ":; IIBU-1II·IIAII,, ~ 
= IIBII ·IIAII," 

IIABII,, ~ IIBII ·IIAII," 

что и требовалось пока1ать. 
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Ь) Этот результат вытекает JL1 совершенных в части (а) подвиши Геракла 

а а а 

= 2)а/р- р/а) sign[(o/p- р/а)] = 
а 

= :Ltr [(р- р)/а)(а/] sigп[(a./p- p/a)j = 
а 

= ~~ tr [ (р- р) /а)(а/] sigп [ (а/р- р/а) J 1 = 

= tr [~(p-p)/a)(a/sigп[(a/p-p/a)J] :;;; 

:;;; ~~~(р- p)sign((a/p- р/а)] /а)(а//1" 

= 1 (р- р) ~ sign[(a/p- р/а)] /a)(a/ll,,:;;; 

";; //р-р//,, ~~~sign[(a/p-p/a)]/a)(a//1 ( 
:;;; IIP- р//,,. 

Здесь при нсрсхо;1с к последней строке мы восполт.,_юва.]ИСЬ тем, что нор~ 

ма оператора, собственные значения ~торото равны ± J , ограничена сверху 
единицей. 

с) Без потери общности можно записать/.};)= <фj;) 1 ;3/,Pj_), где o:,{iE<C 
и удовпетворяют усповию /а/ 2 + /;31 2 ~ J. Выражая р и р в бюисе 
{/>Ь). I>Ьj_)}, получим 

IIP- 1>//,, = tr VZP- p)l(p- р) = 

= tr.,j(p-p) 2 = 

_ / [ J - /а/ 2 -a(:f' ] 
2 

_ 
- tr У -а•р -1;3/ 2 -
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/[ 
ISI' -aiJ' ]' _ 

- tr \ -о' f3 -1,31 2 -

~ tr ,/ [ liJI4 + 
0
1al'lf31' о ] 

у lm4 + lai'ISI' ~ 

= tr [ lfЗI' О ] _ () 11'1' -
~ 21/JI. 

Однако при jЗ f О расстояние между состояниями 1•1>) и 1~·) 

III1J!) -IV\)11 ~ 11(1- aJIФ)- iJIФj_)ll = 

= Vl1- al 2 + 11'12 ~ 

11-al' с 
= 11'1 1 + IBI' 3 181, 

Таким образом, сс.1и ,в j О, то 

А поскольку при :З = U 

то, иснользуя результат части (Ь), мы находим, чrо 

а 

6.4. Поиск в базе данных в непрерывном времени 

457 

а) Посюмьку rамилыuпиан Н не зависит от времени, формальное интегри

рование нсстаuионарнurо уравнения Шре;:rингера дает 

1 
·(Т)) --iH'l'l , ) 1fJ =- е VJo . 

В рассмаrриваемом случае IФо) ~ ls)_ 
Гамилыониан Н ограничивает эволюцию поднространством {lw), ls)} 

с (нснормированным) базисом собственных состояний {ls) + lш), ls) -lw)} 
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(Представьте, например, сферу Блоха, чтобы убедиться в этом.) Вычисляя 
собственные значения Н, находим 

Н(ls) ± l"-')) ~ E(lw)(wl + ls)(sl)(ls) ± lw)) = 

~ E(l"-')(wl(ls) ± lw)) + ls)(sl(ls) ± l"-'))] ~ 

~ E((ls) ± l"-')) ± тnf2(is) ± l"-'))] = 

~ E(l ± T"l2)(is) ± l"-') ), . 

ГI\С мы подставили перскрытие (slw) = 2-n/2. 

Записывая ls) ~ ~(ls) + lw)) + ~(ls) - lw) ), вредставим состояние 
системы в момент времели Т в виде 

11/>(Т)) ~ e-iHTis) = 

= !e-iET(l+T"i')(is) + lw)} + !e-iET(l-2-ni')(is) -lw})-

= e-iET [cos (;~) !s)- isin (;~) l"-')]. 
Чтобы онтимизировать вероятность успешного определения lw), 

необходимо максимизировать вероятность р ~ 1("-'IФ(Т)) 1'- Непосредствен
ная проверка показывает, что значение р = 1 достигается, сс;ш: фазы соб
ственных векторов различаются на 180': 

-iET(1+2-nf2 ) __ -iE?'(l-2-n/2 ) 
е - е , 

ЕТ · 2-"/2 = -ЕТ · z-п/2 + (2k -J·l)r., 

(2k. + l)r. n/2 Т= 2 . 
2Е 

Очевидно, на.\1: хотелось бы определить 1'-V) как можно быстрее~ поэто
му выбирем k = О и получим гранипу Гровера: 

Т= ..!!..._2n/2. 
2Е 

Ь) Можно поJfучить весьма общую граниву квадратичного ускорения по
иска в базе ланных в непрерывном временн, подобно тому, как это было 
сделано для поиска в базе данных в дискретном времени. Фактически мы 

увидим. что это, но существу, та же самая граница. 
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Допустим, что мы имеем алгоритм А который применяет гамильтони

ан Н~ Hw + H'(t) к состоянию /Ф0 ) и спустя время Т со стопроцентной 
надежностью онреде11яет состояние /w). Так как /w) может принять любое 
из 2" рюличных значений, гШiьбертово пространсnю, СОJ\ержащее резуль
тат вычисления !Фт), должно иметь размерность как минимум 2n. Более 
rom, так как А должен быть способным идеалыю различать все альтерна
тивы, множество 

{IФт) IIФ~-) представляет ответ А(/Ф0)) =а} 
до.1жно образовывать ортогональный базис. 

Теперь рассмотрим (скорее <<плохой>>) алгоритм 7), который пытается 

определить /w), путем применения лншъ гамилътониана Н ~ H'(t) к со
стоянию !Фо) в течение времени Т. Так как мы неявне предполагаем, что 
H'(t) не имеет определенной зависимости от w, кажется невероятным, что 
алгоритм V будет успешным. Но в то же самое время похоже, что в сред
нем1 резу;rыат IФт) апгоритма А до;пкен отличаться от резупыата I'Рт) 
алгоритма 1) на величину, ограниченную неко·юрой функцией от Т. («В 

течение ограниченного интервала времени оракул [гамильтониан] может 

mпько увести нас от нашей плохой догадки».) 

Мы :можем усилить наше tюдозрение, выполнив такой же анализ, что 

и в дискре-rном с.'I)'Чае: разобьем .А на отдельные шаги и опрел.елим грани

пу того, как далеко от !'Р,) берется I1Ьi") на каждом шаге. (Но теперь шаги 
инфинитези'dальны!) 

Унитарные операторы, которые применяются алгоритмами А и 'D на 
:каждом «шаге времени», представляют собой 

IДС 

А : IФ~) __, •Ю./Фr), 
1) : I'Pt) --> dU;/4',)-

Действис А на <<плохое>> состояние !'Р,) в момент времени t имеет вид 

dU t I'P,) = i'Pt) + 1 Е,), 

IЬ'J = (du,- dU;)I\",) ~ 

= ((1-iHdt) -(l-iН'dt)I'P,)

= -i(H- H')i'P,)dt = 

= -iЕ/:ц) (w/'J',)dt. 
----:--------::-

1Среднеt: :щесь представляет собой среднее 110 ансамблю всех возможных значений 1""')-
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Как и R дискретном случае, спустя Rремя Т мы получаем непрерывный 
аналог уравнения (6.65) из лекций: 

IФт) ~ l'l'т) + IЬ'т) + dUтiEт-dt) + . -t dUт ... dU0 IE0 ) ~ 

~ I'Рт) + e-iH·OIEт) !· e-iHdtiEт-dt) +.-. + c-iHTIEo) ~ 

т 

·~ l'l'т) 1 J e-iHtiE1 . ,)dt ~ 
о 

т 

= l'l'т)- iE J е iН'Iw)(wi.Pт ,)dt = 

о 

т 

= l'l'т)- iE J e-iH(T-t)lw)(wi,P,)dt = 

о 

т 

= l'l'т)- iE J e-iН(T-tJiw)(wle iН'ti~J0 )dt. 
о 

Вооруженные зтим выражением, мы можем вывсети границу для рас

стояния между IV:т) и I'Pтl· (Лнал01· «зловещсгт> уравнения за номе
ром (6.66) в лскциях 1 .) 

т 

III>P'f) -l'l'т)ll = -iE J ~-iН(T-t)lw)(wli,,),tt '( 
о 

т 

,;; Е ]lie-iН(T-t)lш)(wiФ,)II dt = 

о 

т 

~Е j lllw)(wiФ,)IIdt-
о 

т 

=Е j 1\wi>P,)Idt. 
о 

l Подходящее для ·задания на пятницу 13-ro, не nравда :rn? 
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Возводя это соотношение в квадрат, находим 

lll~·r) -1Pт)ll 2 ~ Ь'2 (jl(cvl~·,)ldt) 
2 

~ 
т 

~ Е2Т j ll'-"lv··,)l2dt. 
о 

Усредняя этот рез~ыат по все"' возможным оракулам, мы находим, что, 

в подтверждение наших ранних 1 юдозрений, среднеква.цратичное расстоя

ние между консчJIЫ\Нf состояниями алгоритмов А и D ограничено Cllcpxy: 

((d(A, D))2
) = 2

1
n L 1117/'т) -1Рт)11 2 ~ 

w 

т 

~ d"t:2TL j(w,lw)(шl1/.•1 )dt-
w о 

К счасп~ю .для нас, ~то сре.J.нсквал:ратичное расстояние также ограни

чено и снизу. Так как состояния {IФ·Г)} образуют ортоrона.1ьный базис, 
они не моrут все ско.л, уruдно близко сконцентрироваться вокруг некото

роrо определенного фиксированного состояния. В частности, они не могут 

все скоНI~ентрироваться вокруг I'Рт) и, спедователъно, среднеквадратичное 
расстояние между конечными состояниями а.лорипюn А и V ограничено 
снизу уравнением ( 6. 159) из лсщий: 

Сравнивая эти верхнюю и нижнюю границы, мы, как и было обещано, 

получаем квадратичную по времени границу 1роверовского типа: 

Е2Т2 ) 2 · 2" - 2.j2n, 

Т? f12n/2J]- 2-n/2, 

т ;" J22n/2 
::...-Е . 
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Поско.оьку /2 "' 1,41, а ~ "" 1,57, эта общая rраниuа сильнее текущего 
времени явного алгоритма из части (а) на 

Jr/2- /2 
/2 "'11%. 

Зто то же разmrчие, что и найденное нам~ в исходном (то есть дис
крепюм) алгоритме Гравера. Поскольку в дискрепюм случае бо;~ее тонкие 
границы демонстрировали насыщение а.шоритма, у нас есть все основания 

ожидать, чrо и для непрерывного алгоритма подобное улучшение границы 

также будет демонстрировать оптимальность. 
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Коррекция квантовых ошибок 

7.1. Квантовые коды коррекции ошибок 

Изучая квантовые алгоритмы, мы нашли убедительные свидетельства 

того, что квантовый компьютер может обладать исключительными способ

ностями. Но будет ли он действительно работать? Сможем ли мы когда-ни

будь создать квантовый компьютер и управлять им? 

Чтобы добиться этого, необходимо решить проблему защиты кванто

вой информации от ошибок. Как уже отмечалось в первой главе, у этой 

проблемы есть несколько аспектов. Между квантовым компьютером и его 

окружением неизбежно взаимодействие, приводящее к декогерентизации и, 
следовательно, к разрушению хранящейся в нем квантовой информации. 

Пока мы не сможем успешно противостоять декогерентизации, наш кван

товый компьютер безусловно обречен. Даже если бы нам удалось предот
вратить декогерентизацию, полностью изолировав компьютер от окружаю

щей среды, ошибки по-прежнему представляли бы серьезные трудности. 

Квантовые вентили (в отличие от классических) представляют собой уни

тарные преобразования, множество которых образует континуум. Следо
вательно, идеально точное выполнение квантовых операций невозможно. 

Малые погрешности вентилей будут аккумулироваться, приводя в конце 

концов к серьезному сбою в вычислении. Любая эффективная стратегия 

борьбы с ошибками в квантовом компьютере должна обеспечивать защиту 

как от декогерентизации, так и от малых унитарных ошибок в квантовых 

схемах. 

В этой и следующей главах мы увидим, как искусное кодирование 

квантовой информации может (в принципе) защитить ее от ошибок. В этой 

главе будет представлена теория квантовых кодов коррекции ошибок. Мы 

узнаем, что соответствующим образом закодированная квантовая информа
ция может быть помещена в квантовое запоминающее устройство (кван

товую память), подвергаемое разрушительному воздействию шума окружа

ющей среды, и извлечена оттуда неповрежденной (если шум не слишком 



10 ГЛАВА 7 

силен). Затем в восьмой главе мы распространим эту теорию в двух важ

ных направлениях. Мы увидим, что процедура восстановления информа
ции, может эффективно работать, даже если в ходе ее время от времени 

случаются ошибки. Мы узнаем, как следует обращаться с закодированной 

информацией, чтобы квантовые вычисления могли успешно выполняться, 

несмотря на разрушительное действие декогерентизации и несовершенство 

квантовых логических вентилей. 1 

Квантовый код коррекции ошибок (КККО) можно рассматривать как 
отображение k кубитов (гильбертово пространство размерности 2k) на n 
кубитов (гильбертово пространство размерности 2n), где n > k. Эти k 
кубитов представляют собой «логические кубиты» или «закодированные 

кубиты», которые мы хотим зашитить от ошибок. Дополнительные n- k 
кубитов позволяют хранить k логических кубитов в избыточном виде, так 
чтобы закодированную информацию было нелегко разрушить. 

Для того чтобы лучше понять идею КККО, вернемся к рассмотренному 

в первой главе примеру кода Шора сn= 9 и k = 1. Его можно описать, 
определив два базисных состояния подпространства кода; будем обозначать 

эти базисные состояния как IO) - «логический нуль» и 11) - «логическая 
единица». Они имеют вид 

10) ~ [ ~(1000) + IШ))г
3

, 

ii) ~ [ ~(1000)- IШ))] 
03

; 

(7.1) 

каждое базисное состояние представляет собой троекратно повторенное 

трехкубитовое «кот-состояние». Как вы помните из обсуждения «кот-состо

яния» в четвертой главе, два базисных состояния можно различить с помо

щью трехкубитовой наблюдаемой и; @и; @и~ (где и~ обозначает матрицу 
Паули и х• действующую на i-й кубит); мы будем использовать обозначе

ние Х1 Х2Х3 для этого оператора. (Здесь подразумевается, что на осталь
ные кубиты действует скрытый в этом обозначении оператор 1010 ... @1.) 
Состояния IO) и 11) являются собственными векторами оператора Х1Х2Х3 
с собственными значениями + 1 и -1 соответственно. Однако невозможно 

1 Материал главы, посвященной отказоустойчивым квантовым вычислениям, до настояще
го времени не опубликован. Чтобы как-то компенсировать этот пробел и познакомить читате
лей с основными принципами реализации отказоустойчивых квантовых вычислений, с разре

шения автора в приложении предлагаются переводы двух его обзорных статей, посвященных 
этой теме. - Прим. ред. 
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отличить \0) от ii) (извлечь любую информацию о значении логическо
го кубита), наблюдая любые один или два кубита из имеющихся девяти. 

В этом смысле, логический кубит закодирован нелокальным образом; фак
тически, он записан в запутанности между кубитами блока. Это свойство 

нелокальности закодированной информации обеспечивает защиту от шума, 

если, конечно, он является локальным (то есть действует независимо, или 

почти независимо, на различные кубиты в блоке). 

Предположим, что приготовлево неизвестное квантовое состояние 

и закодировано как а\0) + b\l). Пусть теперь возникла ошибка; мы долж
ны выявить ее и уничтожить. Как нам поступить? Допустим для начала, 

что происходит однократное инвертирование, действующее на один из трех 

первых кубитов. Тогда, как обсуждалось в первой главе, положение ин

вертированного кубита можно определить путем измерения двухкубитовых 
операторов 

(7.2) 

Базисные логические состояния \0) и \l) являются собственными векторами 
этих операторов с собственным значением + 1. Но инвертирование любого 
из трех кубитов меняет эти собственные значения. Например, если Z 1 Z2 = 
= -1, а Z2 Z3 = 1,1 то мы делаем вывод, что инвертирован первый кубит 
относительно двух других. Мы можем исправить ошибку, еще раз инверти

руя этот кубит. 

Важно, что наше измерение, диагностирующее инвертированный ку

бит, является коллективным измерением двух кубитов одновременно - мы 
узнаем значение Z1 Z2 , но не должны определять индивидуальные значе

ния Z 1 и Z2 , поскольку это может повредить закодированное состояние. 

Как выполнить такое коллективное измерение? Фактически, его можно 

осуществить, располагая квантовым компьютером, способным выполнять 

операции CNOT (контролируемое НЕ). Сначала мы вводим приготовлен
ный в состоянии \0) дополнительный «служебный» кубит, затем выполняем 
квантовую схему 

:=т=т= \0) 

\0) ----+4++--++4+----... 11) 

1 Вновь (см. подстрочное примечание на с. 201 первого тома) подобные равенства следует 
понимать как символические. В данном случае, например, первое из них означает, что состо

яние с одним инвертированным кубитом является собственным состоянием оператора Z 1 Z 2 
с собственным значением -1.- Пpw.t. ред. 
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и, наконец, измеряем служебный кубит. Если кубиты 1 и 2 находятся в со
стоянии с z1z2 = -1 (10)111)2 или 11)110)2), то служебный кубит одно
кратно инвертируется и результатом его измерения будет 11). Но если ку
биты 1 и 2 находятся в состоянии с Z1 Z2 = +1 (10) 1 10) 2 или 11) 1 11) 2), то 
служебный кубит останется неизменным или инвертируется дважды, а ре

зультатом измерения будет IO). Аналогично, можно выполнить измерение 
и операторов других двухкубитовых наблюдаемых 

(7.3) 

чтобы диагностировать ошибки инвертирования кубита в двух других кла

стерах из трех кубитов. 

Трехкубитового кода достаточно для защиты от однократного инверти

рования бита. Для защиты от фазовых ошибок требуется троекратное по

вторение трехкубитовых кластеров. Предположим, что возникает фазовая 

ошибка 

11/J) -t ZI?/J)' (7.4) 

действующая на один из девяти кубитов. Мы можем определить, в каком 

из кластеров она возникла, измерив две шестикубитовые наблюдаемые 

(7.5) 

Оба базисных логических состояния IО)и II) являются собственными век
торами этих операторов с собственным значением одной из этих наблю

даемых (±1). Фазовая ошибка, действующая на любой один из кубитов 
в векотором кластере, изменит в нем значение ХХХ относительно двух 
других кластеров; положение этого изменения можно определить путем из

мерения наблюдаемых (7.5). Как только поврежденный кластер определен, 
ошибку можно исправить, применяя Z к одному из кубитов этого клас
тера. 

Как измерить шестикубитоную наблюдаемую Х1 Х2Х3Х4Х5Х6? За
метим, что если начальным состоянием управляющего кубита являет

ся ~ ( 1 О) + 11)), а управляемым кубитом является собственное состояние Х 
(то есть NOT), то вентиль CNOT действует в соответствии с правилом 

CNOT: ~(IO) + 11)) ® lx) -> ~(IO) + (-1)xll)) ® lx); (7.6) 

он действует тривиально, если управляемое состояние соответствует соб
ственному значению Х = +1 (х = 0), и обращает фазу управляющего 
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кубита, если управляемому соответствует собственное значение Х -1 
(х = 1). 1 Чтобы измерить произведение Х-операторов, мы выполняем схе
му 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

А- (IO) + ll)) 

/" 

~ r • • 

а затем измеряем служебный кубит в базисе ~(IO) ± 11)). 

5 (IO) + ll)) 

А- (IO) -11)) 

Таким образом, действующая на любой один из девяти кубитов в бло

ке ошибка не вызывает непоправимого повреждения. Но если в одном кла

стере из трех кубитов инвертируются два, то закодированная информация 

будет разрушена. Например, если в кластере одновременно инвертируются 

два первых кубита, то мы неверно определим ошибку и, пытаясь исправить 

ее, инвертируем третий кубит. Эти ошибки совместно с неправильной по

пыткой исправления действуют на кодовый блок оператором Х1 Х2Х3 . По
скольку IO) и 11) являются собственными состояниями оператора Х1Х2Х3 
с различными собственными значениями, то в результате инвертирования 

двух битов в одном кластере в закодированном кубите возникает фазовая 

ошибка 
(7.7) 

Закодированная информация также будет повреждена, если фазовые ошиб

ки возникнут в двух разных кластерах. Тогда в результате неверной по

пытки исправления мы внесем фазовую ошибку в третий кластер, так что 

в итоге будет применен оператор Z1 Z4 Z7 , который инвертирует закодиро

ванный кубит 

(7.8) 
1 Другими словами, в базисе собственных состояний оператора Х управляющий (контро

лирующий, или источник) и управляемый (контролируемый или целевой) кубиты вентиля 
CNOT меняются ролями. В том, что это действительно так, петрудно убедиться, используя его 
определение (4.11) в базисе собственных состояний оператора Z. Напомним, что в последнем 
случае под действием CNOT, в зависимости от состояния управляющего кубита изменяется 
(инвертируется) или остается неизменным управляемый кубит. - Прим. ред. 
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Если вероятность ошибки достаточно мала и если ошибки, действую

щие на разные кубиты, не сильно скоррелированы, то использование девя

тикубитового кода позволяет сохранить неизвестный кубит надежнее, чем 

в том случае, когда мы вообще не беспокоимся о его кодировании. Пред

положим, например, что на каждый из девяти кубитов окружающая сре

да действует как описанный в третьей главе деполяризующий канал с ве

роятностью ошибки р. Тогда вероятность инвертирования бита равна ~р, 
а вероятность обращения фазы - ~р. (Вероятность одновременного появ
ления обеих ошибок равна iP·) Нетрудно видеть, что вероятность фазовой 
ошибки, непоправимо искажающей логический кубит, ограничена сверху 

величиной 4р2 , а вероятность подобной ошибки инвертирования бита -
величиной 12р2 . Полная вероятность ошибки не превышает 16р2 ; то есть 
улучшение по сравнению с вероятностью ошибки р незащищенного кубита 

имеет место при условии р < 1/16. 
Конечно, в приведеином выше анализе по умолчанию предполагалось, 

что кодирование, декодирование, измерение синдрома ошибки и ее исправ

ление выполняются идеально точно. Более реалистический случай, когда 

ошибки возникают и во время этих операций, обсуждается в приложении. 

7 .2. Критерии исправления квантовых ошибок 

При обсуждении исправления ошибок с помощью девятикубитового 

кода предполагалось, что каждый кубит подвержен либо ошибке инверти
рования бита, либо ошибке обращения фазы (или им обеим). Это нереали
стическая модель ошибок, и нам следует понять, как осуществлять коррек

цию квантовых ошибок в более общих условиях. 

Рассмотрим сначала один кубит, первоначально находящийся в чистом 

состоянии и произвольным образом взаимодействующий со своим окруже

нием. Из третьей главы мы знаем, что без потери общности (мы все еще 

можем представлять, что на наш кубит действует самый общий суперапера

тор) можно предполагать, что начальным состоянием окружения является 

чистое состояние, которое мы обозначим как JO) Е· Тогда эволюция кубита 
и его окружения может быть описана унитарным преобразованием 

U: JO) ® JO) Е -> JO) ® Jeoo) Е+ 11) ® Je01) Е> 
11) ® JO)E -> JO) ® Je1olE + Jl) ® Jен)Е; 

(7.9) 

здесь Jeijl Е- четыре состояния окружения, которым не обязательно быть 
нормированными или взаимно ортогональными (хотя они удовлетворяют 
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некоторым ограничениям, вытекающим из упитарности U). Под действи
ем U произвольнос состояние кубита /Ф) = а/0) + Ь/1) эволюционирует 
как 

U: (а/0) + Ь/1)) 0/О)в -+ а(/0) 0/е00)в + /1) 0/е01 )в) + 
+ Ь(/0)@ /е10 ) Е+ /1)@ /е 11 ) в)= 

1 = (а/0) + Ь/1)) 0 2(/еоо)в + /ен)в) + 
1 + (а/1) + Ь/0)) 0 2(/eol) Е+ /e1ol в)+ 

1 + (а/1)- Ь/0))@ 2(/eollE -/еlО)в) + 

+ (а\0)- Ь\1)) 0 ~(/eoolE -\ен)в) = 
= 1/ф) 0/еr)в + Хjф)@ /ех)в + 
+ У/Ф) 0/еу) Е + Zjф) 0/ez) в· (7.10) 

Действие U может быть разложено по (унитарным) операторам Паули 
{1, Х, У, Z}, просто потому, что они образуют базис в векторном простран
стве 2 х 2-матриц. Эвристически мы можем интерпретировать это разложе
ние, говоря, что с кубитом происходит одно из четырех возможных собы

тий: ничего (1 ), инвертирование бита (Х), обращение фазы (Z) или обе 
ошибки (У = iXZ). Однако не следует понимать эту классификацию бук
вально, поскольку, пока состояния окружения {Jer)в, Jех)в, /еу)в, Jez)в} 
не являются взаимно ортогональными, не существует мыслимого измере

ния, которое могло бы идеально различить эти четыре альтернативы. 

Аналогично, действующая в п-кубитовом гильбертоном пространстве 

произвольпая 2n х 2n-матрица может быть разложена по 22n операторам 

{1, Х, У, Z}0 n; (7.11) 

то есть каждый такой оператор может быть представлен как тензорное про

изведение однокубитовых операторов, каждый из которых выбирается из 

единичного 1 и трех матриц Паули Х, У, Z. Таким образом, действие 
произвольнога унитарного оператора на n кубитов и их окружение мож
но представить в виде разложения 

(7.12) 
а 

здесь индекс а пробегает 22n значений. {Еа} -множество всех линейно 
независимых операторов Паули, действующих на n кубитов, а Jea) Е - со-
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ответствующие состояния окружения (которые не предполагаются норми

рованными или взаимно ортогональными). Важной для дальнейшего осо

бенностью этого разложения является то, что каждый оператор Е а является 

унитарным. 

Уравнение (7 .12) обеспечивает идейную основу коррекции квантовых 
ошибок. При разработке КККО мы определяем подмножество Е всех опе

раторов Паули 

(7.13) 

это множество тех ошибок, которые мы хотим уметь исправлять. Нашей 

целью является выполнение коллективного измерения n кубитов в кодовом 
блоке, которое позволяет определить, какая из ошибок Еа Е Е возник

ла. Если IФ) - состояние, принадлежащее кодовому подпространству, то 
для некоторых (но не для всех) кодов это измерение приготовит состояние 

Еаi'Ф) ® lea)E, где значение а известно из результата измерения. Так как 
оператор Еа является унитарным (и одновременно самосопряженным), мы 

можем применить к кодовому блоку оператор El ( = Е а), восстанавливая 
неповрежденное состояние IФ). 

Каждому оператору Паули можно сопоставить вес, целое число t, удо
влетворяющее неравенству О '( t '( n; вес представляет собой количество 
кубитов, на которые действует нетривиальная матрица Паули (Х, У или Z). 
Тогда эвристически слагаемое разложения (7.12), в котором оператор Еа 
имеет вес t, можно интерпретировать как событие, состоящее в появле
нии ошибок в t кубптах (и вновь не следует принимать эту интерпретацию 
буквально, если состояния {iea)E} не являются взаимно ортогональными). 
Как правило, в качестве Е выбирается совокупность всех операторов Паули 
с весами вплотьдонекоторого t включительно; тогда если удается восста
новить исходное состояние после действия на него любого супероперато

ра ошибки с носителем из множества Е, то мы говорим, что код может 
исправить t ошибок. Такой выбор множества Е неявно предполагает, что 
ошибки, возмущающие разные кубиты, слабо коррелируют между собой, 

поэтому вероятность возникновения большего, чем t, количества ошибок 
на n кубптах относительно мала. 

Каким необходимым и достаточным условиям должно удовлетворять 

кодовое подпространство, для того чтобы было возможно исправление за

данного множества ошибок Е? Обозначим как { lz)} ортонормированный 
базис в кодовом подпространстве. (Будем говорить об этих базисных эле

ментах как о «кодовых словах».) Очевидно, необходимо, чтобы 

i -1 j, (7.14) 
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где Е а ь Е Е. Если бы это условие не выполнялось для некоторых i i= j, 
ТО ошнбки МОГЛИ бы разрушить Идеальную разлИЧИМОСТЬ ОрТОГОНалЬНЫХ 
кодовых слов и закодированной квантовой информации наверняка был бы 

нанесен ущерб. (Более подробный вывод этого необходимого условия будет 

представлен ниже.) Также нетрудно видеть, что достаточным условием 

является 

(7.15) 

В этом случае операторы Еа разбивают кодовое подпространство на сово

купность взаимно ортогональных «подпространств ошибок» 

(7.16) 

Предположим, что в Произвольное состояние IФ), приготовленное в кодо
вом пространстве, вкралась ошибка. Тогда итоговым состоянием кодового 

блока и окружения является 

L Еа/·ф) ® /еа) Е' (7.17) 
EaEt: 

где суммирование ведется по ошибкам, принадлежащим множеству[. В 

этом случае можно выполнить ортогональное измерение, nроецирующее 

кодовый блок на одно из пространств На, так что состояние приобретает 

вид 

(7.18) 

Наконец, для завершения процедуры восстановления к кодовому блоку при

меняется унитарный оператор Е1. 
Код, удовлетворяющий условию (7.15), называется невырожденным. 

Этот термин означает, что существует измерение, которое может однознач

но выявить возникшую ошибку Е а Е [. Но пример девятикубитового кода 

только что показал, что возможны более общие коды. Девятикубитовый код 

вырожден, поскольку фазовые ошибки, действующие на разные кубиты од

ного и того же кластера из трех кубитов, одинаковым образом влияют на 
кодовое подпространство (например, Z 1 /Ф) = Z2 /ф)). Хотя ни одно изме
рение не может определить, в каком из кубитов возникла ошибка, это не 

является помехой для ее успешного исправления. 

Нетрудно установить необходимое и достаточное условие возможно-

сти восстановления 

(7.19) 

где Еа ь Е[, а Саь = (z/E!Ea/z/- произвольпая эрмитова матрица. Нетри
виальн'ое содержание этого условия, которое существенно сильнее более 
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слабого необходимого условия (7.14), состоит в том, что (I!EьEaii) не за
висит от i. Природа этого условия очевидна - будь это иначе, при определе

нии подпространства ошибки На мы получали бы некоторую информацию 

о закодированном состоянии, что неизбежно приводило бы к его возмуще

нию. 

Чтобы доказать необходимость и достаточность условия (7.19), обра
тимся к развитой в третьей главе теории супероператоров. Действующая на 

кодовый блок ошибка описывается супероператором, и проблема состоит 
в том, можно ли построить другой супероператор (процедура восстановле

ния), аннулирующий ее действие. В третьей главе мы узнали, что обратить 

можно только те супероператоры, которые являются унитарными операто

рами. Однако от нас не требуется умение аннулировать действие суперапе

ратара ошибки на любое состояние в п-кубитовом кодовом блоке; вполне 

достаточно уметь исправлять ошибки в состояниях, первоначально принад

лежавших k-кубитовому закодированному подпространству. 

Альтернативным выражением действия ошибки на одно из кодовых 

базисных состояний ii) (и на окружение) является 

(7.20) 
!L 

где теперь состояния IJ-L) Е представляют собой элементы ортанормирован
ного базиса окружения, а матрицы М м являются линейными комбинациями 
содержащихся в & операторов Паули Еа и удовлетворяют условию норми
ровки операторной суммы 

:Емtмм = 1. (7.21) 
!L 

Ошибка может быть исправлена оператором восстановления, если суще

ствуют такие операторы R~.~, что 

(7.22) 
/.1 

и 

(7.23) 
J-!,V 

здесь векторы lv) А являются элементами ортанормированного базиса гиль
бертова пространства служебного кубита, привпекаемого для осуществле

ния операции восстановления, а состояние окружающей среды и служеб

ного кубита \stuff) Е,А не должно зависеть от i. Отсюда следует, что для 
каждого fL и v 

(7.24) 
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в кодовом подпространстве действие произведения Itv~~ эквивалентно 
умножению на число. Используя условие нормировки, которому удовле

творяют операторы Itv, мы находим, что 

(7.25) 

так что действие ~1~~ в кодовом подпространстве также эквивалентно 
умножению на число. Другими словами, 

(7.26) 

отсюда следует (7.19), поскольку каждый оператор Еа из & является линей
ной комбинацией операторов~~-

Другой поучительный способ понять, почему (7.26) является необхо
димым условием возможности исправления ошибки, - это обратить вни

мание на то, что если кодовый блок приготовлен в состоянии I'Ф), а ошибка 
действует в соответствии (7 .20), то получаемая путем вычисления следа по 
кодовому блоку матрица nлотности окружения имеет вид 

(7.27) 

Ошибка может быть успешно исправлена только в том случае, если в про

цессе измерения окружения невозможно получить какую-либо информа

цию о состоянии j-ф). Следовательно, мы требуем, чтобы Рв не зависела 
от I'Ф), если I'Ф) - произвольнос состояние из кодового подпространства; 
тогда отсюда следует уравнение (7 .26). 

Чтобы увидеть, что уравнение (7.26) как необходимо, так и достаточ
но, можно явно построить исправляющий ошибки супероператор. С этой 

целью достаточно выбрать базис окружения { 1 t-t) Е} таким образом, чтобы 
матрица c(j~ в уравнении (7.26) была диагональна 

(7.28) 

где "L С~ = 1 вытекает из условия нормировки операторной суммы. Пусть 
~ 

для каждого v с Cv f О 

(7.29) 
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так что Rv действует в соответствии с 

(7.30) 

Тогда петрудно понять, что 

(7.31) 
J-L,V v 

определяемый Rv супероператор действительно исправляет ошибку. Оста
ется лишь проверить, что Rv удовлетворяют условию нормировки. Имеем 

(7.32) 

что представляет собой ортогональный проектор на пространство состоя

ний, которые достигаются в результате действия ошибок на кодовые слова. 

Таким образом, мы можем завершить подробное описание супероператора 

восстановления, добавив к операторной сумме еще один элемент - проек

тор на дополнительное подпространство. 

Итак, уравнение (7 .19) является достаточным условием исправления 
ошибок, поскольку для операторов ошибок можно выбрать базис, диа

гонализирующий матрицу Саь (не обязательно базис операторов Паули), 
а в этом базисе можно однозначно диагностировать ошибку, выполняя соот

ветствующее ортогональное измерение. (Собственные моды Саь с равными 
нулю собственными значениями, подобно zl- z2 в случае 9-кубитового ко
да, соответствуют ошибкам, вероятность появления которых равна нулю.) 
Таким образом, как только совокупность возможных ошибок S установ
лена, операция восстановления определена. В частности, не нужна никакая 

информация·о связанных с ошибками Еа состояниях окружения Jea) в· Сле
довательно, код одинаково эффективно борется как с унитарными ошибка

ми, так и с ошибками декогерентизации (до тех пор, пока пренебрежимо 

мала вероятность появления ошибок, не принадлежащих множеству S). Ко
нечно, в случае невырожденного кода Саь диагональна уже в базисе Паули, 
и мы можем представить базис восстановления в виде 

(7.33) 

каждому Еа из S соответствует Ra. 
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Мы описали коррекцию ошибок как процедуру, состоящую из двух 

этапов: во-первых, для выявления ошибки проводится коллективное из

мерение, а во-вторых, для ее исправления осуществляется обусловленное 

результатом измерения унитарное преобразование. Эта точка зрения имеет 

много достоинств. В частности, именно процедура квантового измерения, 

по-видимому, позволяет укротить континуум возможных ошибок, посколь

ку измерение проецирует поврежденное состояние на один из дискретного 

множества результатов, для каждого из которых существует инструкция по 

восстановлению. Но в действительности измерение - не самый важный 

этап процесса коррекции квантовых ошибок. Конечно, супереператор вос

становления (7 .31) может рассматриваться как ортогональное преобразова
ние, действующее на кодовый блок и служебный кубит. Этот супереператор 

может описывать следующее за унитарным оператором измерение, если 

мы представим, что служебный кубит подвергается ортогональному изме

рению, но измерение не является необходимым. 

В отсутствие измерения мы можем взглянуть с другой стороны на до

стигаемое в процессе восстановления обращение декогерентизации. Когда 

кодовый блок взаимодействует с окружением, он запутывается с ним. В ре

зультате неймановская энтропия окружения (как и энтропия кодового бло

ка) возрастает. Если мы не в состоянии управлять окружением, то рост 

его энтропии никогда не будет обращен; почему в таком случае возможна 

коррекция квантовых ошибок? Предоставляемый уравнением (7 .31) ответ 
состоит в том, что мы можем применить унитарное преобразование к ин

формации и служебному кубиту, которыми мы действительно управляем. 
Если критерии коррекции квантовых ошибок удовлетворены, то можно вы

брать унитарное преобразование, позволяющее запутывание информации 

с окружением трансформировать в запутывание служебного кубита с окру

жением, восстанавливая тем самым чистоту информации, как это показано 

на рисунке. 

0 
окружение 

0 система 
безКККО 

0 окружение 

0 служебный m~®~ кубит U )'Qj 
0система 

сКККО 
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В то время как измерение не является обязательной составной частью 

процедуры коррекции ошибок, служебный кубит абсолютно необходим. Он 

играет роль депозитария для энтропии, вносимой в кодовый блок ошибка
ми- он «разогревается», тогда как информация «охлаждается». Если мы 

должны в течение длительного времени продолжать защиту квантовой ин

формации, хранящейся в квантовой памяти, то для этой цели необходимо 

наладить непрерывную поставку служебных кубитов, которые можно от

брасывать после использования. Если же служебный кубит используется 

повторно, то для этого он должен быть предварительно очищен. Как об

суждалось в первой главе, удаление является диссипативным процессом. 

Следовательно, согласно принципам термодинамики, коррекция (кванто

вых) ошибок требует энергетических затрат. Ошибки являются причиной 

проникиовения энтропии в информацию. С помощью обратимого процес
са эту энтропию можно перенести на служебный кубит, но для того чтобы 

откачать ее из служебного кубита и вернуть в окружающую среду, необхо

димо совершить определенную работу. 

7.3. Некоторые основные свойства КККО 

7.3.1. Расстояние 

Говорят, что квантовый код является двоичным, если он может быть 
представлен на языке кубитов. В двоичном коде кодовое подпростран
ство размерности 2k погружено в пространство размерности 2n, где k 
и n (> k) -целые числа. В сущности, нет никакой необходимости требо
вать, чтобы размерности этих пространств были степенями двойки (смотри 

упражнения); тем не менее, мы здесь главным образом будем ограничивать

ся двоичным кодированием как наиболее простым. 

В дополнение к размеру блока n и количеству закодированных куби
тов k, еще одним важным параметром, характеризующим код, является рас
стояние d. Расстояние d представляет собой минимальный вес оператора 
Паули Е, такого, что 

(7.34) 

Квантовый код с размером n, количеством закодированных кубитов k и рас
стоянием d будет кратко обозначаться символом [[n, k, d]]. Обозначение 
с двойными скобками используется для квантового кода, чтобы отличить 

его от обозначения [n, k, d] для классического кода. 
Будем говорить, что КККО может исправить t ошибок, если множество 

Е допускающих исправление ошибок Еа включает все операторы Паули 

с весом, не превышающим t. Наше определение расстояния подразумевает, 
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что критерию коррекции ошибок 

(7.35) 

удовлетворяют все операторы Паули Еа с весом, не превышающим t, при 
условии, что d ~ 2t + 1. Следовательно, КККО с расстоянием d = 2t + 1 
может исправить t ошибок. 

7.3.2. Локализованные ошибки 

Код с расстоянием d ~ 2t + 1 может исправить t ошибок, независимо 
от их положения в кодовом блоке. Но иногда мы можем знать, что некото

рые кубиты особенно предрасположены к появлению ошибок. Возможно, 

мы видели, как по ним ударили молотком. Или, может быть, вы послали 

мне блок из n кубитов, но t ( < n) из них оказались потерянными и уже 
никогда не будут получены. Я уверен, что остальные n - t кубитов были 
хорошо упакованы и получены неповрежденными. Тогда я заменяю t недо
стающих кубитов (произвольно выбранным) состоянием 100 ... 0), вполне 
отдавая себе отчет в том, что эти кубиты могут содержать ошибки. 

Тот же самый код может защитить от большего количества ошибок, 

если они появляются в известных местах. Фактически КККО с расстояни

ем d = t + 1 может исправить t ошибок в известных положениях. В этом 
случае множество ошибок Е, которые необходимо исправить, представляет 
собой совокупность всех операторов Паули с носителем в t определенных 
местоположениях (каждый Еа действует тривиально на другие n - t куби
тов). Но тогда для каждого Еа и Еь из Е произведение Е1Еь также имеет 
вес не больше, чем t. Следовательно, критерий коррекции ошибок удовле
творяется для всех Еа ь Е Е, при условии, что код имеет расстояние, по 

крайней мере равное t + 1. 
В частности, КК:КО, корректирующий t ошибок, находящихся в произ

вольных положениях, может исправить 2t ошибок в известных положениях. 

7.3.3. Обнаружение ошибок 

В некоторых случаях оказывается достаточным просто заметить ошиб

ку, даже если мы не можем полностью диагностировать или исправить 

ее. Предназначенное для регистрации ошибок измерение имеет два воз

можных результата: «good» и «bad». Если получается результат «good», 
мы уверены, что квантовое состояние не повреждено. Если получается ре

зультат «bad», значит, состояние было повреждено, и от него следует изба
виться. 
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Если носитель супероператора ошибки принадлежит множеству всех 

операторов Паули Е с весом, не превышающим t, и возможно измерение, 
точно показывающее, возникла ошибка или нет, то в таком случае говорят, 

что мы можем обнаружить t ошибок. Обнаружение ошибок nроще, чем их 
коррекция, поэтому один и тот же код может детектировать больше оши

бок, чем исnравить. Фактически, КККО с расстоянием d = t + 1 может 
обнаружить t ошибок. 

Такой код обладает свойством 

(7.36) 

для каждого оnератора Паули Еа с весом не выше t, или 

Ealz) = Calz) + jcp~), (7.37) 

где jcp,;-il - неиармированный вектор, ортогональный кодовому nодпро
странству. Следовательно, действие cyneponepaтopa ошибки с носителем 

в Е на состояние кодового nодпространства (?j;) имеет вид 

где jorthog) обозначает вектор, ортогональный кодовому nодпространству. 
Теперь мы можем выnолнить «грубое» ортогональное измерение ин

формации, с двумя результатами: состояние проецируется либо на nодпро

странство кодов, либо на дополнительное ему подпространство. Первый 

результат воспроизводит неповрежденное состояние i?f}), второй- сообща
ет об обнаружении ошибки. Таким образом, КККО с расстоянием d может 
регистрировать d -- 1 ошибок. В частности, если КККО может исправить t 
ошибок, то детектировать он может 2t ошибок. 

7 .3.4. Квантовые коды и запутывание 

КККО защищает квантовую информацию от ошибок, кодируя ее нело

кальным образом, то есть расnределяя ее между несколькими кубитами 

в блоке. Таким образом, квантовое кодовое слово представляет собой силь

но запутанное состояние. 

Фактически, невырожденный код с расстоянием d = t +.1 обладает 
следующим свойством. Выберем любое, принадлежащее кодовому подпро

странству, состояние j?j;) и любые t кубитов в блоке. Возьмем след по остав
шимел n - t кубитам, чтобы получить матрицу плотности t кубитов 

p(t) = tr(n-t) j?j;)(?j;j. (7.39) 
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Тогда эта матрица плотности абсолютно случайна 

p(t) = -\1. 
2 

25 

(7.40) 

(Наблюдая любые t кубитов в блоке, мы ничего не можем узнать об инфор
мации, закодированной кодом с расстоянием t + 1; то есть p(t)- независи
мая от кодового слова константа. Но матрица плотности t кубитов действи
тельно будет кратной единичному оператору, если только код невырожден.) 

Чтобы проверить свойство (7 .40), заметим, что для невырожденного 
кода с расстоянием t + 1 

(z/Ea/31 =о (7.41) 

для любого Еа иенулевого веса, не превышающего t. Так что 

(7.42) 

для любого, отличного от единичного, t-кубитового оператора Паули. Те
перь p(t), подобно любой эрмитовой 2t х 2t-матрице, может быть разложена 
по операторам Паули: 

(t) - _ll """' Е Р - t + ~ Ра а· 
2 Еа# 

(7.43) 

Так как операторы Еа удовлетворяют условию 

(7.44) 

мы находим, что все Ра =О, и приходим к выводу, что p(t) пропорциональ
на единичному оператору. 

7 .4. Вероятность сбоя 

7.4.1. Нижняя граница точности воспроизведения 

Если носитель супереператора ошибок содержит только операторы Па

ули из множества&, способ исправления которых нам известен, то закоди

рованная квантовая информация может быть восстановлена с идеальной 

точностью воспроизведения. Однако в реальной ситуации всегда существу

ет небольшая, но отличная от нуля, вероятность появления ошибок, которые 

не входят в & , так что восстановленное состояние не будет идеальным. Что 
можно сказать о точности воспроизведения восстановленного состояния? 
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Разложение супероператора ошибок по операторам Паули можно раз

бить на сумму «хороших» (входящих в &) и «плохих» (не входящих в &) 
операторов. В соответствии с этим результат его действия на состояние 

кодового подпространства ['Ф) можно представить в виде 

а 

L Еаi'Ф) ® iеа)в + L Еьi'Ф) ® lеь)в = 
ЕаЕ[ Еь~[ 

IGOOD) + IBAD). (7.45) 

Тогда операция восстановления (унитарное преобразование, действующее 
на информацию и служебный кубит) отображает [GOOD) на состояние ин
формации, окружающей среды и служебного кубита IGOOD'), а IBAD)
на состояние [BAD'), так что после восстановления мы получаем состояние 

IGOOD') + [BAD'); (7.46) 

здесь (поскольку, действуя на «хорошее» состояние, восстановление рабо

тает идеально) 

[GOOD') = I'Ф) ® [s)вА• (7.47) 

где Js) ЕА- некоторое состояние окружения и служебного кубита. 
Предположим, что состояния JGOOD) и [BAD) взаимно ортогональ

ны. Это справедливо, если, в частности, все «хорошие» состояния окруже

ния ортагональны всем «плохим» состояниям, то есть если 

(7.48) 

Пусть Prec обозначает матрицу плотности восстановленного состояния, по
лученную путем вычисления следа по состояниям окружения и служебного 

кубита, и пусть 

F = ('Ф[Рrесl'Ф) (7.49) 

- его точность воспроизведения. Теперь, поскольку JBAD') ортагональ
но [GOOD') (то есть [BAD') не имеет ни одной компоненты вдоль 
I'Ф) ® Js) вл), точность воспроизведения равна 

F = ('ФIPaooD'i'Ф) + ('ФIРвАD'i'Ф), (7.50) 

где 

PaoOD' = trвл(JGOOD')(GOOD'[), РвАD' = trвл([BAD')(BAD'[). 
(7.51) 
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Следовательно, точность воспроизведения восстановленного состояния 

удовлетворяетнеравенству 

F) (~IPGooD'I~) = llls)Eлll 2 = IIIGOOD')II2
. (7.52) 

Более того, в силу упитарности операции восстановления 11 IGOOD') 11 = 
= IIIGOOD)II и, следовательно, 

2 

F) IIIGOOD)II 2 
= L Eal~)@ lea)E (7.53) 

EaEt: 

Однако в общем случае IBAD) не обязательно ортагональна JGOOD), 
так что IBAD') не должно быть ортагональна IGOOD'). Тогда IBAD') мо
жет иметь компоненту вдоль IGOOD'), которая деструктивно интерфериру
ет с IGOOD') и, следовательно, понижает точность воспроизведения. Тем 
не менее мы можем получить нижнюю границу точности воспроизведе

ния и в этом, более общем, случае, разлагая IBAD') на компоненту вдоль 
IGOOD') и ортогональную компоненту 

IBAD') = IBAD(
1

) + jBAD~). (7.54) 

Тогда, рассуждая так же, как и выше, получаем 

(7.55) 

Конечно, так как и операция ошибки, и операция восстановления унитарно 

действуют на информацию, окружение и служебный кубит, полное состоя

ние IGOOD') + IBAD') нормировано, или 

IJIGOOD') + IBADfl)ll 2 + IJIBAD~)II 2 
= 1, (7.56) 

анеравенство (7.55) приобретает вид 

(7.57) 

Наконец, норма вектора JBAD~) не может превысить норму вектора 
JBAD') и, следовательно, 

2 

1- F ~ IIIBAD')II 2 = IIJBAD)II 2 = L Еьl~)@ Jеь)Е (7.58) 
Еь~t: 

Это наиболее общая нижняя граница «вероятности сбоя» операции вос

становления. Уравнение (7.53) следует отсюда в частном случае, когда 
JGOOD) и JBAD) являются взаимно ортогональными состояниями. 



28 ГЛАВА 7 

7.4.2. Некоррелированные ошибки 

Рассмотрим теперь некоторые Приложепия этих результатов для слу

чая, когда действующие на отдельные кубиты ошибки полностью некорре

лированы. В этом случае супероператор ошибок является тензорным про

изведением однокубитовых супероператоров. Если на самом деле ошибки 

одинаково действуют на все кубиты, то мы можем представить п-кубито

вый супероператор как 

$(n) _ [$(1) J ®n 
error - error ' (7.59) 

где $i;for - однокубитовый супероператор, действие которого (в его уни
тарном представлении) имеет вид 

Влияние ошибок на закодированную информацию особенно легко анали

зировать, если предположить, что каждое из трех состояний окружения 

lex,Y,z) ортогонально состоянию Je1 ). В этом случае запись того, возникла 
ошибка или нет, для каждого кубита постоянно отпечатывается на окруже

нии, и разумно говорить о вероятности ошибки Perror для каждого кубита, 
где 

(eJJeJ) = 1- Perror· (7.61) 

Если наш квантовый код может исправить t ошибок, то «хорошие» 
операторы Паули имеют вес, не превышающий t, а «плохие» - вес, превы

шающий t. Тогда восстановление несомненно будет успешным, по крайней 
мере пока ошибкам не подвергнутся t + 1 кубитов. Отсюда следует, что 
точность воспроизведения подчиняется условию 

n ( ) 
n s n-s n t+l 

1- F ~ L ( S) Perror(l- Perror) ~ t + 1 Perror· 
s=t+l 

(7.62) 

(Для каждого из ( t~l) способов выбора t + 1 положений, вероятность воз
никновения ошибки во всех этих позициях равна p~t,;" где мы иренебре
гаем вероятностью возникновения дополнительных ошибок в остальных 

n- t- 1 позициях. Следовательно, окончательное выражение (7.62) опре
деляет верхний предел вероятности возникновения по крайней мере t + 1 
ошибок в блоке из n кубитов.) При малой Perror и большом t точность 
воспроизведения закодированной информации существенно улучшается по 

сравнению с точностью воспроизведения F = 1 - О(р) незащищенного 
кубита. 
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Для действующего на один кубит общего супероператора ошибок 

не существует четкого понятия «вероятности ошибки»; состояние кубита 

и окружения, полученное в результате действия оператора Паули 1, не ор
тогонально (и, следовательно, его нельзя полностью отличить) состоянию, 

полученному в результате действия операторов Паули Х, У, Z. В предель
ном случае, когда декогерентизация вообще отсутствует, «ошибки» возни

кают в результате действия на кубиты неизвестных унитарных преобразо

ваний. (Если бы действующее на кубит унитарное преобразование U было 
известно, то мы могли бы исправить «ошибку», просто применив ut .) 

Рассмотрим некоррелированные унитарные ошибки, действующие 
на n кубитов в кодовом блоке, каждая из которых (с точностью до несу
щеетвенной фазы) имеет вид 

(7.63) 

где W- (бесследовая, эрмитова) линейная комбинация операторов Х, У 
н Z, удовлетворяющая условию W 2 = 1. Если приготовлево состояние 
кубита lw), а затем возникает унитарная ошибка (7.63), то точность вос
произведения итогового состояния 

(7.64) 

Если унитарная ошибка (7.63) действует на каждый из n кубитов в кодовом 
блоке, а результирующее состояние разложено по операторам Паули, как 

в уравнении (7.45), тогда состояние IBAD) (возникающее из слагаемых, 
в которых W действует по крайней мере на t + 1 кубитов) имеет норму 
порядка (y'P)t+l, анеравенство (7.58) приобретает вид 

(7.65) 

Таким образом, кодирование обеспечивает увеличение точности воспроиз

ведения одного и того же порядка независимо от того, возникают ли некор

релированные ошибки вследствие декогерентизации или неизвестного уни

тарного преобразования. 

Чтобы избежать путаницы, подчеркнем значение слова «некоррелиро

ванный» для ясного понимания предыдущего обсуждения. Мы рассматри

ваем действующую на n кубитов унитарную ошибку как «некоррелирован
ную», если она является тензорным произведением однокубитовых уни
тарных преобразований, независимо от того, как могут быть связаны друг 

с другом унитарные преобразования, действующие на различные кубиты. 

Например, коррекция квантовых ошибок эффективно справляется с ошиб

кой, приводящей к повороту всех кубитов на угол е вокруг общей оси. 
Если код может защитить от t некоррелированных ошибок, то точность 
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воспроизведения после восстановления равна F = 1- O(B2(t+l)). Напро
тив, больше трудностей вызвала бы унитарная ошибка вида u(n) "' 1 + 
+ iBE~:~, где Е~:~ - п-кубитовый оператор Паули с весом, большим t. 
В этом случае IBAD) имеет норму порядка В, а типичная точность воспро
изведения после восстановления равна F = 1- 0(02 ). 

7 .5. Классические линейные коды 

Квантовые коды коррекции ошибок впервые были изобретены менее 

четырех лет тому назад, 1 но классические коды коррекции ошибок име
ют гораздо более длинную историю. За последние пятьдесят лет была по

строена удивительно красивая и мощная теория классического кодирова

ния. Многое из нее может быть использовано при создании КККО. Здесь 

мы сделаем беглый обзор лишь некоторых элементов классической теории, 

акцентируя наше внимание на двоичных линейных кодах. 

В двоичном коде k битов кодируются двоичной строкой длины n. То 
есть из 2n строк длины n мы выбираем подмножество, содержащее 2k 
строк - кодовых слов; k-битовое сообщение кодируется путем отбора од

ного из этих 2k кодовых слов. 
В частном случае двоичного линейного кода кодовые слова образуют 

k-мерное замкнутое линейное подпространство С двоичного векторного 
пространства F2. То есть побитовое исключающее ИЛИ (XOR) двух кодо
вых слов является другим кодовым словом. Пространство кода С натянуто 

на базис из k векторов v1, v2 , .•. , vk; произвольмое кодовое слово можно 
представить в виде линейной комбинации этих базисных векторов 

(7.66) 

где каждое ai Е {0, 1 }, а сложение выполняется по модулю 2. Можно ска
зать, что вектор v( а1 , а2 , ... , ak) длины n кодирует k-битовое сообщение 
а= (а1 , ... ,ak). 

k базисных векторов v1, v2, .•. , vk можно скомпоновать в k х п-матри-
цу 

(7.67) 

1 Отсчитывая от 1998 года, времени опубликования английского издания этих лекций. -
Прим.ред. 
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которая называется генерирующей матрицей кода. Тогда в матричных обо

значениях уравнение (7.66) может быть переписано как 

v(a) = aG; (7.68) 

действующая налево матрица G кодирует сообщение а. 
Альтернативный способ описания k-мерного кодового подпростран

ства векторного пространства F!j состоит в определении n - k линейных 
условий. Существует такая ( n - k) х п-матрица Н, что 

Hv=O (7.69) 

для всех тех и только тех векторов v, которые принадлежат коду С. Эта мат
рица Н называется матрицей контроля четности кода С. Строки матрицы Н 

образуют n - k линейно независимых векторов, а кодовым пространством 
является пространство ортогональных им векторов. Ортогональность опре

деляется относительно побитового внутреннего произведения по модулю 2; 
две двоичные строки длины n ортогональны, если они «сталкиваются» 
( «collide» - обе принимают значение 1) в четном количестве позиций. От-
метим, что 

нет =0, (7.70) 

где ат - транспонированная матрица G; строки G ортогональны стро
кам Н. 

Единственным типом ошибки классического бита является его инвер
тирование. Возникшую в п-битовой строке ошибку можно характеризовать 

п-компонентным вектором е, где единицы в е показывают позиции, в кото

рых появились ошибки. Возмущенная ошибкой е строка v принимает вид 

v ---> v +е. (7.71) 

Ошибки можно обнаружить, применяя матрицу контроля четности. Если v 
является кодовым словом, то 

H(v+e) =Hv+He=He. (7.72) 

Вектор Н е называется синдромом ошибки е. Обозначим через е множе
ство ошибок { eJ, которые мы хотим уметь корректировать. Исправление 
ошибок будет возможно, если и только если все они имеют различные син

дромы. Только при этом условии можно однозначно выявить ошибку с син
дромом Н е, а затем исправить ее, инвертируя отмеченные в е биты, 

v+e---> (v+e)+e=v. (7.73) 
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С другой стороны, если Н е1 = Н е2 при е 1 ol е2 , то мы можем неправильно 

интерпретировать ошибку е1 как е2 . Тогда попытка исправления произведет 

следующий эффект: 

(7.74) 

Восстановленное сообщение v + е 1 + е2 принадлежит подпространству ко
дов, но оно отличается от исходного сообщения v; закодированная инфор
мация повреждена. 

Расстояние d кода С представляет собой минимальное значение веса 
иенулевых векторов v Е С, где вес равен количеству единиц в строке v. 
Линейный код с расстоянием d = 2t + 1 может исправить t ошибок; код со
поставляет конкретный синдром каждой е Е Е, где Е содержит все векторы 
с весом, не превышающим t. Это так, поскольку если Н е1 = Н е2 , то 

(7.75) 

и, следовательно, е 1 + е2 Е С. Но если е 1 и е2 не равны между собой 
и каждый имеет вес, не превышающий t, то вес е1 + е2 больше нуля, но 
не превышает 2t. Но поскольку d = 2t + 1, то вектор е 1 + е2 не может 
принадлежать С. Следовательно, Н е1 и Н е2 не могут быть равны друг 
другу. 

Полезной конструкцией классической теории кодирования является ду

альный (двойственный) код. Мы видели, что генерирующая kхп-матрица G 
и ( n - k) х п-матрица контроля четности Н кода С связаны соотношением 
нет =О. Транспонируя это равенство, получим GНт = О. Таким обра
зом, мы можем рассматривать Н как генератор, а G - как матрицу контроля 
четности (n- k)-мерного кода (этот код обозначается как Cj_ и называется 
дуальным по отношению к С). Другими словами, Cj_ представляет собой 
ортогональное дополнение С в F2. Вектор является самоортогональным, 
если он имеет четный вес, следовательно, возможно пересечение С и Cj_. 
Код содержит дуальный ему код, если все его кодовые слова имеют чет

ный вес и взаимно ортогональны. Если n = 2k, то возможно, что С = Cj_, 
в этом случае говорят, что код С является самодуальным (или самодвой

ственным). 

В следующем разделе окажется полезным тождество, связывающее 

КОД С С дуаЛЬНЫМ ему КОДОМ Cj_ 

(7.76) 
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Нетривиальным содержанием этого тождества является утверждение, что 

сумма обращается в нуль для и tJ_ Cl.. Это непосредственно вытекает из 
знакомого тождества 

w i= о, 
vE{O,l}k 

где v и w - строки длины k. Мы можем представить v Е С как 

v=aG, 
где а представляет собой k-мерный вектор. Тогда 

I)-l)v·u = L (-l)a·Gu =О, 
vEC aE{O,l}k 

(7.77) 

(7.78) 

(7.79) 

для Си i= О. Так как G, генерирующая матрица кода С, является матрицей 
контроля четности кода Cl., то мы приходим к выводу, что сумма обраща
ется в нуль при и tJ_ Cl.. 

7 .6. Коды КШС 

При создании квантовых кодов коррекции ошибок можно применять 
принципы теории классических линейных кодов. Здесь мы опишем семей

ство КККО- кодов Колдербэнка-Шора-Стина (КШС), при построении 

которых используется понятие дуального кода. 

Пусть С1 -классический линейный код с (n- k1 ) х п-матрицей кон

троля четности Н1 , и пусть С2 - субкод кода С1 с (n- k2 ) х п-матрицей 
контроля четности Н2 , где k2 < k 1 . Первые n - k1 строк матрицы Н2 
совпадают с первыми n - k1 строками матрицы Н1 , но в Н2 содержится 
k1 - k2 дополнительных линейно независимых строк; таким образом, каж

дое СЛОВО ИЗ С2 СОДерЖИТСЯ В Cl, НО СЛОВа ИЗ С2 ПОДЧИНЯЮТСЯ НеКОТОрЫМ 
дополнительным линейным условиям. 

Субкод С2 определяет отношение эквивалентности в С1 ; мы говорим, 
что и, w Е С1 эквивалентны (и := w), если и только если в С2 существу
ет v, такое, что и= w + v. Классы эквивалентности являются смежными 
классами, порождаемыми субкодом с2 в cl .1 

КШС-код представляет собой квантовый код с k = k1 - k2 , в котором 

каждому классу эквивалентности, определяемому элементами v Е С2 , соот

ветствует кодовое слово. Каждый элемент базиса кодового подпространства 
может быть представлен в виде 

lw) = ~ L !v+w) 
У 2·2 vEC2 

(7.80) 

1 Или короче, смежными классами C1 jC2 .- Прим. ред. 



34 ГЛАВА 7 

- равновзвешенной суперпозиции всех слов смежного класса, которому 

принадлежит элемент w. Существует 2k1 -k2 смежных классов и, следова
тельно, 2kl-k2 линейно независимых кодовых слов. Состояния lw) очевид
но нормированы и взаимно ортогональны; то есть (wlw') =О, если w и w' 
принадлежат разным смежным классам. 

Рассмотрим теперь, что произойдет с кодовым словом \йi), если мы 
применим к нему побитовое иреобразование Адамара H(n) 

н(п): 

(7.81) 

мы получаем взвешенную фазовыми множителями когерентную суперпо
зицию слов, принадлежащих дуальному коду ct [на последнем этапе мы 
использовали тождество (7.76)]. И снова в этом последнем выражении оче
видно, что кодовое слово зависит лишь от смежного класса С2 , который 

представляет w,- сдвиг w на элемент, принадлежащий С2 , не влияет на 

(-l)U·W, если и принадлежит дуальному ПО отношению к с2 коду. 
Теперь предположим, ЧТО код cl имеет расстояние dl, а код C:f- -

расстояние d~, такие, что 

(7.82) 

Тогда ветрудно видеть, что соответствующий КШС-код может корректиро

вать t F инвертированных битов и t р обращений фазы. Пусть е - двоичная 
строка длины n, а E~ip обозначает оператор Паули с Х, действующими 
в каждой позиции i, в которой ei = 1; он действует на состояние \v) по 
правилу 

E~ip : \v) --+ \v +е). (7.83) 

Пусть также E~hase обозначает оператор Паули с Z, действующими в каж
дой позиции i, в которой ei = 1; его действие представляет собой 

(7.84) 

что в базисе, повернутом преобразованием Адамара, приобретает вид 

E~hase : \и) _" \и+ е). (7.85) 
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Теперь, в исходном базисе (F, или «fliр»-базис), каждое базисное состояние 
КШС-кода lw) F представляет собой суперпозицию слов кода cl. Чтобы ди
агностировать ошибку инвертирования бита, мы применяем к информации 

и служебному кубиту унитарное преобразование 

lv) ® \0) А -+ \v) ® \Н1 v) А' (7.86) 

а затем измеряем служебный кубит. Результат измерения Н 1 е F представля

ет собой синдром инвертирования бита. Если количество инвертированных 

битов не превышает tp, то из этого синдрома мы можем сделать правиль
ный вывод о том, что инвертирования возникли в позициях, отмеченных 

е F· Применяя Х к кубитам в этих позициях, мы восстанавливаем закоди
рованную информацию. 

Для исправления фазовых ошибок мы предварительно выполняем по

битовое преобразование Адамара, чтобы перейти от базиса F к базису Р 
(«phase»). В базисе Р каждое базисное состояние КШС-кода Jw) р представ
ляет собой суперпозицию слов кода С;}. Чтобы диагностировать фазовые 
ошибки, мы выполняем унитарное преобразование 

(7.87) 

и измеряем служебный кубит (G2 , генерирующая матрица кода С2 , одно

временно является матрицей контроля четности кода С;}). Результат изме
рения G2 e р представляет собой синдром фазовой ошибки. Если количество 
фазовых ошибок не превосходит tp, то из этого синдрома мы можем сде
лать правильный вывод о том, что фазовые ошибки возникли в позициях, 

отмеченных ер. Применяя Х (в базисе Р) к кубитам в этих позициях, мы 
восстанавливаем закодированную информацию. Наконец, мы еще раз при

меняем побитовое преобразование Адамара, чтобы вернуть кодовые слова 

в исходный базис. (Эквивалентно, мы можем исправить фазовые ошибки, 

применив Z к поврежденным кубитам, после возвращения в базис F.) 
Если е F имеет вес меньше, чем d1 , а ер - меньше, чем d~, то 

(7.88) 

(за исключением случая ер= ер= 0). Любой оператор Паули может быть 
представлен в виде произведения фазового оператора и оператора инверти

рования. С этой точки зрения У представляет собой инвертирование бита 

и обращение фазы, одновременно возмущающие один и тот же кубит. Итак, 

расстояние d КШС-кода удовлетворяет условию 

(7.89) 
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КШС-коды обладают особым свойством (отсутствующим у более общих 

КККО): процедуру восстановления можно разбить на две отдельные опера

ции, одна корректирует инвертирование битов, а вторая - фазовые ошибки. 

Унитарные преобразования (7.86) [или (7.87)] можно осуществить, вы
полняя простую квантовую схему. Нужно извлечь бит синдрома, связанный 

с каждой из n - k1 строк матрицы контроля четности Н1 . Чтобы найти а-й 

бит синдрома, мы готовим служебный бит в состоянии IO) А а и для каждо
го значения Л с (Н1 )ал = 1 осуществляем вентиль СNот' со служебным 
битом в качестве цели и кубитом Л в блоке данных в качестве управляюще

го. После измерения служебный кубит показывает значение контрольного 

разряда четности Lл (Н1 )ал Vл· Чтобы выявить ошибки инвертирования би
та и фазовые ошибки, измеряются различные синдромы. Важный частный 

случай конструкции КШС возникает, когда код С содержит свой дуальный 
код Cl.. Тогда мы можем выбрать С1 = С, а С2 = Cl. ~ С; в обоих 
базисах, F и Р, вычисляется матрица контроля четности кода С, чтобы 
определить два синдрома. 

На рисунке изображена полная квантовая схема простейшего из 

КШС-кодов - 7-кубитового кода Стина, рассматриваемого в следующем 

разделе. 

7.7. 7-кубитовый код 

Простейшим из КШС-кодов является впервые сформулированный Эн

дрю Стином квантовый код [[n, k, d]] = [[7, 1, 3]]. Он построен по аналогии 
с классическим 7 -битовым кодом Хэмминга. 

Код Хэмминга представляет собой классический код [n, k, d] = [7, 4, 3] 
с 3 х 7-матрицей контроля четности: 

( 

1 о 1 
н= о 1 1 

о о о 

о 1 о 1 ) 
о о 1 1 . 
1 1 1 1 

(7.90) 

Чтобы увидеть, что расстояние кода d = 3, заметим сначала, что строка 
( 111 0000) с весом, равным трем, проходит контроль четности и, следова
тельно, принадлежит коду. Теперь нам нужно показать, что в коде нет век

торов с меньшими весами. Если е1 имеет единичный вес, то Н е1 является 
одним из столбцов Н. Но ни один из столбцов Н не является тривиальным 

(все нули), поэтому е 1 не может принадлежать коду. Любой вектор с весом 
два может быть представлен как е 1 + е2 , где е 1 и е2 - различные векторы 
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10) 10) 

IO) IO) 

IO) 10) 

10) IO) 

10) IO) 

IO) IO) 

IФ) IФ) 

1: Кодирование состояния Jф). См. упражнение 7.6 или рис. 8 на странице 218. 
11 (IV): Измерение синдрома инвертирования бита (обращения фазы). См. рис. 7 на 
странице 214. 
111 (V): Коррекция ошибки инвертирования бита (обращения фазы). См. схему, 
изображенную ниже. 

VI: Декодирование - осуществляется схемой кодирования, выполняемой в обрат

ном направлении. 

IZз) 

IZз) 

Jz~)---+-1 
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с единичным весом. Но 

(7.91) 

поскольку все столбцы матрицы Н различны. Следовательно, е 1 + е2 не 
может принадлежать коду. 

Сами строки матрицы Н проходят контроль четности и, следовательно, 

также принадлежат коду. (Вопреки интуиции, опирающейся на обычную 

линейную ашебру, неиулевой вектор над конечным полем F 2 может быть 
ортогонален самому себе.) Генерирующая матрица G кода Хэмминга может 
быть записана в виде 

(

1010101) 
о 1 1 о о 1 1 

G= О О О 1 1 1 1 ; 
1 1 1 о о о о 

(7.92) 

ее первые три строки совпадают со строками матрицы Н, а в качестве 

четвертой строки прилагается кодовое слово (111 0000) с весом три. 
Дуальным по отношению к коду Хэмминга является код [7, 3, 4], гене

рируемый матрицей Н. В этом случае дуальный код на самом деле содер

жится в исходном коде - фактически это четный субкод кода Хэмминга, 

содержащий все те и только те кодовые слова, которые имеют четный вес. 

Нечетное кодовое слово ( 111 0000) является представителем нетривиально
го смежного класса четного субкода. Для построения КШС-кода, выберем 

в качестве С 1 код Хэмминга, а дуальный ему четный субкод - в каче

стве с2. Следовательно, C.f = cl также является КОДОМ Хэмминга; мы 
будем использовать контроль четности Хэмминга для обнаружения ошибок 

инвертирования битов в базисе F и обращения фаз в базисе Р. 
Два ортонормированных кодовых слова этого КШС-кода, каждое из 

которых связано со своим смежным классом четного субкода, можно выра

зить в базисе F как 

\O)F = __!__ L \v), 
у'8 {even v}EHamming 

\I)F = _1 L \v). 
.J8 {odd v}EHamming 

(7.93) 

Так как \0) и \l) являются суперпозициями кодовых слов Хэмминга, то 
инвертирование битов можно диагностировать в этом базисе, осуществляя 
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контроль четности Н. После адамаровского поворота базиса эти кодовые 
слова примимают вИд 

- 1 "' wt( ) 1 - -ll)p=4 ~ (-1) vlv)= J2(IO)p-l1)p). 
vEHamming 2 

(7.94) 
В этом базисе состояния также являются суперпозициями кодовых слов 

Хэмминга, так что инвертирование битов в базисе Р (обращения фаз в ис

ходном базисе) снова можно выявить с помощью контроля четности Н. 

[Попутно отметим, что для этого кода выполнение побитового преобразо

вания Адамара также осуществляет поворот Адамара закодированной ин

формации; этот момент будет важен при обсуждении помехоустойчивых 

квантовых вычислений (см. приложение)]. 

Квантовый код Стина может исправить одно инвертирование бита 

и одно обращение фазы любого одного из семи кубитов в блоке. Но вос
становление не удастся, если инвертирование бита или обращение фазы 

одновременно возникает в двух разных кубитах. Если е 1 и е2 - две раз

личные строки единичного веса, то Н е1 + Н е2 представляет собой сумму 
двух различных столбцов матрицы Н и, следовательно, совпадает с од

ним из ее пяти остальных столбцов (все семь нетривиальных строк длины 

3 выступают в качестве столбцов Н). Поэтому существует другая строка 
с единичным весом, такая, что Не1 + Не2 = Не3 , или 

(7.95) 

таким образом, е1 + е2 + е3 является словом кода Хэмминга с весом 3. 
Будем интерпретировать синдром Н е3 как признак возникновения ошибки 
v --> v + е3 и попытаемел восстановить информацию, применяя операцию 
v --> v + е3 . Тогда совокупным эффектом от двух ошибок инвертирования 

битов и нашей неудачной попытки восстановления будет добавление к ин
формации е1 + е2 + е3 (кодовое слово Хэмминга с нечетиым весом), что 
приведет к инвертированию закодированного кубита 

IO) F +--> 11) F· (7.96) 

Аналогично, обращение двух фазовых множителей в базисе F эквивалент
но инвертированию двух битов в базисе Р, что (после неудачиого восста

новления) вызывает в закодированном кубите 

IO) р +--> 11) р, (7.97) 
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или, что эквивариантно, 

ГЛАВА 7 

!б) F --t !б) р, 
ll)p --t -ll)p (7.98) 

- обращение фазы закодированного кубита в базисе F. Восстановление 
будет успешным только в случае одновременного инвертирования одного 

бита и обращения одного фазового множителя (в одном или разных куби

тах). 

7 .8. Некоторые ограничения па параметры кода 

Код Шора защищает один закодированный кубит от ошибки в любом 

одном из девяти кубитов блока, а код Стина уменьшает размер блока с де

вяти до семи. Можно ли добиться лучших результатов? 

7.8.1. Квантовая граница Хэмминга 

Чтобы понять, насколько лучших результатов мы можем добиться, по

смотрим, можно ли при данных значениях n и k найти какие-либо границы 
для расстояния d = 2t + 1 квантового кода [[п, k, d]]. На первых порах огра
ничим наше внимание невыро:ж:денны.ми кодами, сопоставляющими свой 

синдром каждой возможной ошибке. Для данного кубита существуют три 

возможные линейно независимые ошибки Х, У или Z. В блоке из n ку-

битов имеется ( ~) способов выбрать j возмущенных ошибками кубитов 
и три возможные ошибки для каждого из них; следовательно, общее коли

чество возможных ошибок с весом, не превышающим t, равно 

N(t) = "tзJ (~)-
J=O J 

(7.99) 

Если закодировано k кубитов, то существует 2k линейно независимых ко
довых слов. Если все векторы Е а !3) линейно независимы, где Е а - про
извольная ошибка с весом, не превышающим t, а 13) - произвольный эле
мент базиса кодовых слов, то размерность 2n гильбертона пространства n 
кубнто в должна быть достаточно большой, чтобы вместить N ( t) · 2k неза-
висимых векторов; следовательно, 

N(t) = t зJ (~) :( 2n-k. 
j=O J 

(7.100) 
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Этот результат называется квантовой границей Хэмминга. Аналогичная 

граница, но без множителя 3j, применяется к классическим блоковым ко
дам, поскольку в этом случае существует только один тип ошибки (инвер

тирование бита), который может повредить классический бит. Подчеркнем 

также, что квантовая граница Хэмминга применяма только в случае невы

рожденного кодирования, в то время как классическая граница Хэмминга 

применяма в общем случае. Однако до сих пор не было создано ни одного 

вырожденнога квантового кода, нарушающего квантовую границу Хэммин

га (по положению на январь 1999 года). 
В частном случае кода с одним закодированным кубитом (k = 1), ис

правляющим одну ошибку (t = 1), квантовая граница Хэмминга выглядит 
как 

(7.101) 

что удовлетворяется при n ~ 5. Фактически при n = 5 это неравенство пе
реходит в равенство (1 + 15 = 16). Невырожденный квантовый код [[5, 1, 3]], 
если такой существует, является совершенным1 • Необходимо все 32-мерное 
гильбертоно пространство пяти кубитов, чтобы вместить все возможные 

действующие на кодовые слова однокубитовые ошибки - излишков про

странства нет. 

7 .8.2. Граница невозможности клонирования 

Было бы удивительно, если бы существовал вырожденный код n = 4, 
способный исправить одну ошибку. В действительности нетрудно увидеть, 

что существование такого кода невозможно. Мы уже знаем, что корректи

рующий t произвольно расположенных ошибок код можно также использо
вать для коррекции 2t ошибок в известных позициях. Предположим, что мы 
имеем некий квантовый код [[4, 1, 3]]. Тогда мы могли бы закодировать один 
кубит в 4-кубитовом блоке и разделить его на два субблока, подвакубита 

в каждом (см. рис. на с. 42). При добавлении к каждому из этих субблоков 
/00) исходный блок порождает двух потомков с двумя локализованными 
ошибками в каждом. Если бы мы могли исправить две локализованные 

ошибки в каждом из этих потомков, то получили бы две идентичные копии 

исходного блока, то есть клонировали неизвестное квантовое состояние, 

что невозможно. Следовательно, квантовый код [[4, 1,.3]] невозможен. Та
ким образом, n = 5 представляет собой минимальный размер блока кван
тового кода коррекции ошибок, независимо от того, вырожден он или нет. 

1 По определению классический код называется совершенным, если он насыщает класси
ческую границу Хэмминга. Классический совершенный код, исправляющий t ошибок, может 
исправить все ошибки с весом, не превышающим t, н не может исправить ни одной ошибки 
с весом, большим t. Здесь это понятие распространяется на квантовые коды. - Пр~.Uи. ред. 
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Аналогичные рассуждения показывают, что код [[n, k ~ 1, d]] возможен 
только при 

n > 2(d- 1). (7.102) 

7 .8.3. Квантовая граница Синглтона 

Сейчас мы увидим, что результат (7 .1 02) можно усилить до 

n-k~2(d-1). (7.103) 

Неравенство (7.103) напоминает границу Синглтона для параметров клас
сического кода 

n-k~d-1 (7.104) 

и поэтому называется «Квантовой границей Синглтона». Для классического 

линейного коданеравенство (7.104) почти тривиально: код может иметь рас
стояние d, если только любые d - 1 столбцов матрицы контроля четности 
линейно независимы. Так как столбцы имеют длину n- k, то линейно неза
висимыми могут быть не более чем n - k столбцов; следовательно, d- 1 не 
может превосходить n- k. Классическая граница Синглтона справедлива 
и для нелинейных кодов. 

Можно найти изящное доказательство квантовой границы Синглтона, 

использующее субаддитивность рассмотренной в разделе 5.2 энтропии фон 
Неймана. Для начала определим k-кубитовое вспомогательное (служебное) 

пространство и построим чистое состояние, в котором векторы этого слу

жебного пространства масимально запутаны с 2k кодовыми словами КККО 

(7.105) 
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где {ix) А} обозначает ортенормированный базис 2k-мерного служебного 
гильбертона пространства k кубитов, а {lx)Q}- ортенормированный базис 
2k -мерного кодового подпространства. Вычисляя след по кодовому блоку Q 

длины n, получим матрицу плотности служебных кубитов РА = ~1, кото-
2 

рой соответствует энтропия 

S(A) = k = S(Q). (7.106) 

Теперь, если код имеет расстояние d, то может быть исправлено d - 1 ло
кализованных ошибок, или, как мы уже видели, ни одна наблюдаемая, дей

ствующая на d - 1 кубитов из n, не может открыть никакой информации 
о закодированном состоянии. Или, что эквивалентно, наблюдаемая ничего 

не может сказать о состоянии служебных кубитов, закодированном в состо

янии IФ). 
Поскольку мы только что узнали, что n > 2(d- 1) (если k ~ 1), 

то мысленно разделим кодовый блок Q на три непересекающиеся части: 
множество d- 1 кубитов Q~1}_ 1 , другое непересекающееся с предыдущим 
множество d -1 кубитов Q~~ 1 и множество остальных кубитов Q~322(d-l)· 
Если вычислить след по состояниям кубитов из Q(2) и Q(3), то полученная 
в результате матрица плотности не должна содержать никаких корреляций 

между Q(l) и служебными кубитами А. Это означает, что энтропия системы 
AQ(1) аддитивна 

(7.107) 

Аналогично, 

(7.108) 

Более того, в общем случае энтропия фон Неймана субаддитивна, так что 

S(Q(l)Q(З)) ~ S(Q(l)) + S(Q(З)), 
S(Q(2)Q(з)) ~ S(Q(2)) + S(Q(ЗJ). 

Объединяя эти неравенства с предыдущими уравнениями, получим 

S(A) + S(Q(2)) ~ S(Q(l)) + S(QC3J), 

S(A) + S(QC1))::::::; S(Q(2)) + S(QC3J). 

(7.109) 

(7.11 О) 
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Оба эти неравенства могут быть одновременно удовлетворены, если только 

(7 .111) 

Множество Q(з) имеет размерность n- 2( d -l ), и его энтропия ограничена 
сверху этой величиной, так что 

S(A) = k ~ n- 2(d- 1), (7.112) 

что и представляет собой квантовую границу Синглтона. 

Код [[5, 1, 3]] насыщает эту границу, но большинству кодов с другими 
значениями n и k до нее далеко. Рейне получил более сильный результат, 
согласно которому код [[n, k, 2t + 1]] при k):: 1 должен удовлетворять нера-
венству 

t":::[n+1] 
"' 6 ' 

(7.113) 

где [х] -«целая часть х», то есть наибольшее целое число, не превосходя

щее х. Таким образом, минимальная длина кода k = 1, который может ис
править t = 1, 2, 3, 4, 5 ошибок, равна n = 5, 11, 17, 23, 29, соответственно. 
Коды со всеми этими параметрами фактически построены, за исключением 

кода [[23, 1, 9]]. 

7.9. Стабилизирующие коды 

7.9.1. Общая формулировка 

Мы сможем построить (невырожденный) квантовый код [[5, 1, 3]], но 
для этого нам потребуется более мощная процедура построения квантовых 
кодов, нежели процедура КШС. 

Как мы помним, чтобы установить критерий возможности исправле

ния ошибок, оказалось весьма полезно разложить супероператор ошибок 

по п-кубитовым операторам Паули. Однако до сих пор никак не использо

валась групповая структура множества этих операторов ( произведение опе
раторов Паули также является оператором Паули). Фактически, мы увидим, 

что теория групп является мощным инструментом КККО. 

Теперь нам удобнее, чтобы все операторы Паули, действующие на от

дельные кубиты, были представлены вещественными матрицами, поэтому 

здесь символ У будет обозначать антиэрмитову матрицу 

(7.114) 
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удовлетворяющую условию У2 = -1. Тогда операторы 

{±1,±X,±Y,±Z} = ±{1,X,Y,Z} 

45 

(7.115) 

являются элементами группы восьмого порядка. 1 n-кратное тензорное про
изведение однокубитовых операторов Паули также образует группу 

Gn = ±{1, Х, У, Z} 0 n, (7.116) 
порядок которой IGnl = 22n+I (так как существует 4n возможных тензор
ных произведений, а еще один множитель 2 учитывает знаки ±); будем 
называть Gn п-кубитовой группой Паули. (По сути, мы будем использовать 
термин «группа Паулю> для обозначения как самой абстрактной группы Gn, 
так и ее 2n-мерного точного унитарного представления тензорными произ

ведениями 2 х 2-матриц, ее единственного веприводимого представления 
с размерностью больше единицы.) Отметим, что Gn имеет состоящий из 
двух элементов центр Z2 = { ± 1 ®п}. С помощью центра как нормально
го делителя группы мы получаем фактор-группу Сп = G /Z2 ; эту группу 
можно также рассматривать как двоичное векторное пространство размер

ности 2 2п, этим свойством мы будем пользоваться ниже. 
Группа Паули Gn (ее 2n-мерное представление), очевидно, обладает 

следующими свойствами: 

(i) Каждый элемент М Е Сп является унитарным м-1 = мt. 

(ii) Для каждого элемента М Е Gn, М2 = ±1 = ±1 ®п. Более того, М2 = 
= +1, если количество операторов У в соответствующем тензорном 
произведении четно, и М2 = -1, если количество сомножителей У 
нечетно. 

(iii) Если М2 = +1, то элемент М- эрмитов (М= мt); если М2 = -1, 
то элемент М - антиэрмитов (М = - мt). 

(iv) Любые два элемента М, N Е Gn или коммутируют, или антикоммути
руют: MN = ±NM. 

Мы будем использовать группу Паули, чтобы характеризовать КККО 

следующим образом: пусть S означает абелевую подгруппу n-кубитовой 
группы Паули Gn. Таким образом, все элементы S, действующие в Н2п, 
могут быть одновременно диагонализованы. Тогда связанный с S стаби
лизирующий код Н5 <::; Н2п представляет собой общее собственное про
странство всех элементов S с равным единице собственным значением.2 То 

1 Это не группа кватернионов, а друтая неабелева группа восьмого порядка - группа сим
метрии квадрата. Элемент четвертого порядка У может рассматриваться как поворот плоско

сти на 90° тогда как Х и Z представляют отражения в двух взаимно ортогональных осях. 
2Стабилизирующие коды в литературе также называют си.мплектическu.ми. - Прu.м. ред. 
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есть 

IФ) Е 1is, если МIФ) = IФ) для всех М Е S. (7.117) 

Группа S называется стабилизатором кода, так как она сохраняет все ко
довые слова. 

Группа S может быть охарактеризована ее генераторами. Это независи
мые элементы {Mi} (ни один не может быть представлен как произведение 
других), такие, что каждый элемент S может быть представлен как произ
ведение элементов {Mi}. Если S имеет n- k генераторов, то можно пока
зать, что кодовое пространство 1i 8 имеет размерность 2k - существует k 
закодированных кубитов. 

Чтобы убедиться в этом, заметим прежде всего, что каждый элемент 

М Е S должен удовлетворять уравнению М2 = +1; если М2 = -1, то М 
не может иметь собственное значение+ 1. Более того, для каждого М j: ±1 
из Gn, квадрат которого равен единице, собственные значения +1 и -1 
имеют одинаковое вырождение. Это так, поскольку для каждого М j: ±1 
существует антикоммутирующий с ним элемент N Е G n 

MN=-NM; (7.118) 

следовательно, МIФ) = 11/J), если и только если M(Niф)) -Niф). Та
ким образом, действие унитарного оператора N устанавливает взаимно од
нозначное соответствие между собственными состояниями оператора М 

с собственными значениями +1 и -1. Следовательно, существует ~2n = 
= 2n-l взаимно ортогональных состояний, удовлетворяющих уравнению 

(7.119) 

где М1 - один из генераторов S. 
Пусть теперь М2 - другой (коммутирующий с М1 ) элемент Gn, та

кой, что М2 i- ±1, ±М1 . Мы можем найти N Е Gn, коммутирующий 
с М1 , но антикоммутирующий М2 ; следовательно, N сохраняет собствен
ное пространство оператора М1 с собственным значением + 1, но внутри 
этого пространства обменивает собственные состояния м2 с собственными 

значениями +1 и -1. Отсюда следует, что пространство, удовлетворяющее 
уравнению 

(7.120) 

имеет размерность 2n-2 • 
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Продолжая эту процедуру, заметим, что если MJ не зависит от 

{М1 , М2 , ... , М1_ 1 }, то существует оператор N, коммутирующий с М1 , 
... , М1_ 1 , но антикоммутирующий М1 (ниже мы обсудим более детально, 
как можно найти такой оператор N). Следовательно, ограниченный про
странством с М1 = М2 = ... = М1_ 1 = 1 оператор М1 имеет одинаковое 
количество собственных векторов, соответствующих собственным значени

ям +1 и -1. Поэтому добавление еще одного генератора всегда сокраща
ет размерность общего собственного пространства вдвое. В случае n - k 
генераторов размерность оставшегося пространства равна 2n(1/2)n-k = 
= 2k. 

Язык стабилизатора полезен, поскольку он предоставляет простой спо

соб охарактеризовать ошибки, которые код может обнаружить и исправить. 

Мы можем рассматривать n - k генераторов стабилизатора М1 , ... , Mn-k 

как контролирующие операторы кода, коллективные наблюдаемые, кото

рые мы измеряем, чтобы диагностировать ошибки. Если закодированная 

информация не повреждена, то мы найдем Mi = 1 для каждого генератора; 
но если для векоторого i окажется Mi = -1, тогда данные ортогональны 
кодовому подпространству и обнаружена ошибка. 

Вспомним, что супероператор ошибки может быть разложен по эле

ментам Еа группы Паули. Конкретный элемент Еа или коммутирует, или 

антикоммутируст с конкретным генератором стабилизатора М. Если Еа 
и М коммутируют, то 

(7.121) 

для 17/1) Е Н8 , так что ошибка сохраняет значение М= 1. Но если Еа и М 
антикоммутируют, то 

(7.122) 

так что ошибка инвертирует значение М и, следовательно, может быть 

обнаружена путем измерения М. 

Для генераторов стабилизатора Mi и ошибок Еа мы можем написать 

(7.123) 

Величины sia• i = 1, ... , n- k, образуют синдром ошибки Еа, поскольку 
при ее появлении результатом измерения Mi является (-1У'а. В случае 
невырожденного кода величины sia различны для всех Еа Е Е, так что из
мерение n-k генераторов стабилизатора полностью диагностирует ошибку. 
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Найдем в более общем виде достаточное условие, которому должен 

удовлетворять стабилизатор, чтобы обеспечивать возможность коррекции 
ошибок. Вспомним, что для этого достаточно, чтобы равенство 

(7.124) 

где Саь не зависит от 11./J), выполнялось для любых Еа, Еь Е Е и нормиро
ванного 11./J) из кодового подпространства. Петрудно видеть, что это условие 
удовлетворяется, если для любых Е а, Еь Е Е выполняется одно из ниже
следующих условий: 

1) Е1Еь Е S, 

2) Существует М Е S, антикоммутирующий с Е1Е6 . 

Доказательство: В случае (1) (ФIЕ1Еь1Ф) = (1./JIФ) = 1 для 11./J) Е Hs. 
В случае (2) предположим, что М Е S и МЕ1Еь = -Е1ЕьМ· Тогда 

и, следовательно, (1./JIElEьiФ) =О. 
Таким образом, стабилизирующий код, который корректирует {Е}, 

представляет собой пространство Н5 , фиксированное абелевой подгруп

пой S группы Паули, где любой оператор ЕlЕь (Еа, Еь Е Е) удовлетворяет 
(1) или (2). Код является невырожденным, если условие (1) не выполняется 
ни для одного из операторов Е1Еь· 

Очевидно, мы также вполне могли бы выбрать в качестве кодово
го подпространства любое из 2n-k совместных собственных пространств 
n- k независимых коммутирующих элементов группы Gn. Но фактиче
ски все эти коды эквивалентны. Мы можем считать два стабилизирую

щих кода эквивалентными, если они отличаются только способом мар

кировки кубитов и выбором базиса для каждого однокубитового гилъ

бертова пространства, то есть стабилизатор одного кода иреобразует

ся в стабилизатор другого кода путем перестановки кубитов, сопровож

даемой тензорным произведением унитарных однокубитовых преобразо

ваний. Если мы разделим генераторы стабилизатора на два множества 

{М1 , ... , Mj} и {Мн1 , ... , Mn_k}, то существует оператор N Е Gn, 
коммутирующий с каждым элементом первого множества и антиком

мутирующий с каждым элементом второго множества. Применеине N 
к 11./J) Е Н5 сохраняет собственные значения первого множества, одно
временно инвертируя собственные значения второго. Поскольку N явля-
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ется тензорным произведением однокубитовых унитарных преобразова

ний, то без потери общности (с точностью до эквивалентности) все соб

ственные значения можно выбрать равными единице. Более того, посколь

ку знаки минус на самом деле не имеют значения, когда стабилизатор 

определен, мы вполне можем сказать, что два кода эквивалентны, если, 

с точностью до фаз, стабилизаторы отличаются перестановкой n кубитов, 
а также перестановками всех индивидуальных кубитов в операторах Х, 

Y,Z. 
В процессе восстановления может произойти сбой, если существует 

оператор Е1Еь, коммутирующий со стабилизатором, но не принадлежа
щий ему. Этот оператор сохраняет кодовое подпространство 1i8 , но может 

действовать в нем нетривиально; таким образом, он может изменять зако

дированную информацию. Так как Еаi"Ф} и Еьi"Ф} имеют одинаковый син
дром, мы можем неправильно принять одну ошибку Еа за другую - Еь; 

тогда в результате действия ошибки и попытки ее исправления к инфор

мации будет применен оператор ЕЬЕа, что может оказаться причиной ее 
повреждения. 

Стабилизирующий код с расстоянием d обладает таким свойством, что 
любой Е Е G n с меньшим, чем d, весом или принадлежит стабилизатору, 
или антикоммутирует с его некоторым элементом. Код является невырож

денным, если стабилизатор не содержит ни одного элемента с меньшим, 

чем d, весом. Код с расстоянием d = 2t + 1 может исправить t ошибок, 
а код с расстоянием s + 1 может обнаружить s ошибок или исправить s 
ошибок в известных позициях. 

7.9.2. Симплектическая запись 

Свойства стабилизирующих кодов часто лучше объясняются и вы

ражаются на языке линейной алгебры. Стабилизатор кода S - абелева 
подгруппа группы Паули, имеющая порядок 2n-k и состоящая из эле
ментов, квадраты которых равны единице, - может рассматриваться как 

( n - k )-мерное замкнутое линейное подпространство пространства Fin, 
самоортогональное относительно некоторого ( симплектического) внутрен
него произведения. 

Группа Gn = GnfZ2 изоморфна двоичному векторному простран
ству Fin. Мы утверждаем это, замечая, что поскольку У = ZX, то любой 
элемент М группы Паули (с точностью до знака ±) можно представить 
в виде произведения операторов Z и Х; мы можем написать 

(7.126) 
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где Z м и Хм - тензорные произведения степеней операторов Z и Х соот
ветственно. В более явном виде оператор Паули можно записать как 

n n 

(а\,6) = Z(а)Х(,В) = Q9Z"'' · Q9x13', (7.127) 
i=l i=l 

где а и f3 - двоичные строки длины n. Тогда операторы У действуют в тех 
позициях, в которых «сталкиваются» а и ,6. 1 Умножение в G n отображается 
на сложение в F:jn: 

(а\,В)(а'\,6') = ( -1)"'·!3(а + a'\f3 +,В'); (7.128) 

показатель фазы а'· f3 подсчитывает количество перестаново к Z и Х, в про
цессе иреобразования произведения к стандартной форме (7.127). 

Из уравнения (7.128) следует, что коммутационные свойства операто
ров Паули можно представить в виде 

(а\,В)(а'\,6') = ( -1)"''·!3+a·f3' (а'\,В')(а\,6). (7.129) 

Таким образом, два оператора Паули коммутируют, если и только если соот

ветствующие векторы ортагональны относительно симплектического внут

реннего произведения 

а · ,В' +а' ·,в. (7.130) 

Отметим также, что квадрат оператора Паули равен 

(7.131) 

так как а· f3 подсчитывает количество множителей У в операторе; квадрат 
оператора Паули равен единице, если и только если 

а· f3 =О. (7.132) 

Заметим, что замкнутое подпространство, каждый элемент которого обла

дает этим свойством, автоматически самоортогонально, поскольку 

а · /3' + а' · f3 = (а + а') · (,В + ,6') - а · f3 - а' · ,В' = О; (7.133) 

то есть, на языке теории групп, подгруппа G n, квадрат каждого элемента 
которой равен единице, автоматически является абелевой. 

1 То есть в тех позициях, в которых в обеих двоичных строках а и (3 записаны единицы. 
При записи операторов Паули в виде (7 .126), (7 .127) использовано свойство тензорного про
изведения (А 0 В)(С 0 D) = (АС) 0 (BD), которое по индукции можно обобщить на 
произвольнос количество сомножителей. - При.м. ред. 
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На языке линейной алгебры, некоторые из сделанных ранее утвержде

ний относительно группы Паули легко проверлютея путем подсчета ли

нейных условий. Элементы являются независимыми, если линейно незави
симы соответствующие векторы в F:fn, так что мы можем рассматривать 
n - k генераторов стабилизатора как базис в линейном подпространстве 
размерности n - k. Будем использовать обозначение S для линейного про
странства и соответствующей абелевой группы. Тогда SJ.. обозначает век
торное пространство размерности n + k, ортогональное каждому вектору 
из S (относительно симплектического внутреннего про изведения). Отме
тим, что SJ.. содержит S, так как все векторы из S взаимно ортогональны. 
На языке теории групп, пространству s.J.. соответствует нормализующая 
(или централизующая) группа N(S)(= 31.) группы S с Gп, то есть под
группа группы G n, содержащая все элементы, коммутирующие с каждым 
элементом S. Так как S - абелева группа, она содержится в своем соб

ственном нормализаторе, в который входят и другие элементы (которые мы 

обсудим ниже). Стабилизатор кода с расстоянием d обладает свойством, со
гласно которому каждый элемент (аi,В), вес которого l::(ai V ,Вi) меньше, 

i 
чем d, или принадлежит подпространству стабилизатора S, или лежит за 
пределами ортогонального пространства s.J... 

Код можно характеризовать его стабилизатором, стабилизатор - его ге

нераторами, а n - k генераторов можно представить матрицей размерности 
(n- k) х 2n 

Н= (HziHx). (7.134) 

Здесь каждая строка представляет собой оператор Паули, записанный в ви

де (аi,В). Синдром ошибки Еа = (ааi,Ва) определяется его коммутацион
ными свойствами с генераторами Mi = (а~j,В~); то есть 

(7.135) 

В случае невырожденного кода каждая ошибка имеет свой собственный 

синдром. Если код вырожден, то возможно несколько ошибок с одним син

дромом, но для их исправления мы можем примелить любой из соответ

ствующих наблюдаемому синдрому операторов Е~. 

7.9.3. Несколько примеров стабилизирующих кодов 

(а) Девятикубитовый код. Этот [[9, 1, 3]]-код имеет восемь генераторов 
стабилизатора, которые можно представить в виде 

zl z2, z2zз, z4z5, 
Xl Х2ХзХ4Х5Х6, 

Z5 Z6 , Z7 Z8 , Z8 Z9 , 

X4JC5X6X 7X8X9 . (7.136) 
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В записи (7.134) онипринимаютвид 

1 1 о о о о о о о 
о 1 1 о о о о о о 
о о о 1 1 о о о о 
о о о о 1 1 о о о 
о о о о о о 1 1 о 
о о о о о о о 1 1 
о о о о о о о о о 
о о о о о о о о о 

о о о о о о о о о 
о о о о о о о о о 
о о о о о о о о о 
о о о о о о о о о 
о о о о о о о о о 
о о о о о о о о о 
111111000 
о о о 1 1 1 1 1 1 

(Ь) 7-кубитовый код. Этот [[7, 1, 3]]-код имеет шесть генераторов стабили
затора, которые можно записать как 

Й _ ( Hham О ) 
- О Hham ' 

(7.137) 

где Hham- 3 х 7-матрица контроля четности классического [7,4,3]
кода Хэмминга. Три контрольных оператора 

Ml = zl ZзZ5Z7, 
м2 = z2zзzбz7, 

Мз = z4z5zбz7 

(7.138) 

обнаруживают инвертирования битов, а три контрольных оператора 

М4 = Xl ХзХБХ7, 
м5 = х2хзхбх7, 

мб = х4х5хбх7 

(7.139) 

обнаруживают фазовые ошибки. Пространство с М1 = М2 = М3 = 
= 1 натянуто на кодовые слова, удовлетворяющие контролю четности 
Хэмминга. Вспоминая, что адамаронекое преобразование базиса обме

нивает операторы z и Х, мы видим, ЧТО пространство с м4 = м5 = 
= Мб = 1 натянуто на кодовые слова, удовлетворяющие контролю 
четности Хэмминга в базисе, полученном преобразованием Адамара. 
Действительно, мы построили семикубитовый код, требуя, чтобы кон

троль четности Хэмминга удовлетворялся в обоих базисах. Генераторы 
коммутируют, потому что код Хэмминга содержит дуальный ему код; 

то есть каждая строка матрицы Hham удовлетворяет контролю четно

сти Хэмминга. 
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(с) КШС-коды. Вспомним, что если классический [n, k, d]-код С содержит 
дуальный ему код Cj_, мы можем выполнить КШ С-конструкцию, что
бы получить квантовый [[n, 2k - n, d]]-код. Стабилизатор этого кода 
можно записать как - (н о) Н= О Н ' (7.140) 

где Н- (n-k) х п-матрица контроля четности кода С. Как и для семи
кубитового кода, стабилизаторы коммутируют, поскольку С содержит 

cj_' а кодовое подпространство натянуто на состояния, удовлетворяю
щие контролю четности Н в F- иР-базисах. Или, что эквивалентно, 
кодовые слова удовлетворяют контролю четности Н и инвариантны 

относительно 

[v) -> [v + w), (7.141) 

где w Е Cj_. 

(d) Более общие КШС-коды. Рассмотрим более общий стабилизатор, каж
дый генератор которого можно выбрать в виде произведения операто

ров Z (= (а[О)) или операторов Х (= (0/,8)). Тогда генераторы имеют 
вид 

Й = ( Hcf ;; х ). (7.142) 

Какому условию должны удовлетворять Н х и Hz, если Z- и Х
генераторы коммутируют между собой? Так как операторы Z долж
ны сталкиваться с операторами Х в четном количестве позиций, мы 

имеем 

(7.143) 

Но это всего лишь требование того, чтобы дуальный код C:k с матри
цей контроля четности Н х содержался в коде С z с матрицей контроля 
четности Н z· Другими словами, этот КККО входит в семейство КШС-
кодов с 

(7.144) 

Итак, мы можем характеризовать КШС-коды как такие и только такие, 

стабилизаторы которых имеют генераторы вида (7.142). 

Однако следует предостеречь: определяемый уравнением (7.142) код 
невырожден, если ошибки ограничены весами, меньшими, чем d = 

= шin ( d z, d х) (где d z - расстояние кода С z, а d х - расстояние ко
да С х ). Но истинное расстояние КККО может превышать d. Например, 
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9-кубитовый код в этом обобщенном смысле является КШС-кодом. Но 

в этом случае классический код С х имеет единичное расстояние, от

ражая, например, то, что Z1 Z2 содержится в стабилизаторе. Тем не 

менее, расстояние КШС-кода d = 3, так как ни один оператор Паули 
с весом два не принадлежит Sj_ \ S. 

7.9.4. Закодированные кубиты 

Мы видели,- что причиняющие беспокойство ошибки находятся 
в Sj_ \ S- те, что коммутируют со стабилизатором, но лежат за его пре
делами. Эти операторы Паули интересны также и по другой причине: их 

можно рассматривать как «логические» операторы, действующие на зако

дированные данные, которые защищены кодом. 

С точки зрения линейной алгебры, мы можем видеть, что нормали

затор Sj_ стабилизатора содержит n + k независимых генераторов. Дей
ствительно, подпространство в 2п-мерном пространстве векторов (ai~), 
содержащее векторы, ортогональные каждому из n - k линейно незави
симых векторов, имеет размерность 2n- (n- k) = n + k. Из n + k век
торов, образующих линейную оболочку этого пространства, n - k мож
но выбрать в качестве генераторов самого стабилизатора. Оставшиеся 2k 
генераторов сохраняют кодовое пространство, так как они коммутируют 

со стабилизатором, но нетривиально действуют на k закодированных ку
битов. 

Фактически в качестве эmх 2k операций могут быть выбраны од
нокубитовые операторы Zi, xi, i = 1, 2, ... , k, где zi, xi - операто
ры Паули Z и Х, действующие на закодированный кубит, обозначенный 
индексом i. Во-первых, отметим, что мы можем расширить n- k гене
раторов стабилизатора до максимального набора n коммутирующих опе
раторов. Добавляемые в наш набор k операторов можно обозначить как 
Z1 , ... , Z k. Тогда мы можем рассматривать общие собственные состояния 
zl' о о о' zk (в кодовом подпространстве 1ts) как логические базисные со
стояния iz1, ... , zk), с z1 =О, соответствующим Z1 = 1, и с zj = 1, соот
ветствующим zj = -1. 

Оставшиеся k генераторов нормализатора можно выбрать взаимно 
коммутирующими, а также коммутирующими со стабилизатором, но то

гда они не будут коммутировать с любым из операторов Zi. Осуществляя 
процедуру ортонормирования Грамма- Шмидта, мы можем выбрать эm ге

нераторы, обозначенные как Xi, чтобы диагонализовать симплектическую 
форму, так что 

(7.145) 
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Таким образом, каждый Xj обращает собственное значение соответствую
щего оператора zj и, следовательно, может рассматриваться как оператор 
Паули Х, действующий на j-й закодированный кубит. 

(а) 9-кубитовый код. Как мы обсуждали выше, в качестве логических опе

раторов можно выбрать 

(7.146) 

Они антикоммутируют между собой (Х и Z сталкиваются в пози
ции 1 ), коммутируют с генераторами стабилизатора и не зависят от 
генераторов (ни один из элементов стабилизатора не содержит три опе

ратора Х или три оператора Z). 

(Ь) 7-кубитовый код. Мы видели, что 

(7.147) 

Тогда Х добавляет нечетвое кодовое слово Хэмминга, а Z обращает 
его фазу. Эти операции осуществляют инвертирование бита, соответ

ственно, и обращение фазы в базисе {IO) р, ll) F }, определенном в урав
нении (7.93). 

7.10. 5-кубитовый код 

Все рассмотренные до сих пор КККО относятся к КIIIС-типу - каж

дый генератор стабилизатора является произведением операторов Z или Х. 
Но не все стабилизирующие коды обладают этим свойством. Примерам ста

билизирующего кода, не относящиеся к КIIIС-типу, является совершенный 

невырожденный [[5, 1, 3]]-код. 
Его четыре генератора стабилизатора можно представить в виде 

М1 =XZZXl, 

М2 = lXZZX, 

М3 = XlXZZ, 

М4 = ZXlXZ. 

(7.148) 

Генераторы М2 3 4 получены из М1 путем выполнения циклической пере
становки кубиrо~. (Полученный с помощью циклической перестановки ку
битов пятый оператор М5 = ZZXlX = М1 М2М3М4 зависит от четырех 
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других.) Поскольку результатом циклической перестановки сомножителей 

генератора является другой генератор, код сам по себе цикличен - резуль

татом циклической перестановки кубитов кодового слова является кодовое 

слово. 

Очевидно, что каждый Mi не содержит ни одного У и, следователь
но, при возведении в квадрат дает 1. Для каждой пары генераторов имеет 
место по два столкновения между Х и Z, так что генераторы коммутиру
ют. Можно быстро проверить, что каждый оператор Паули с весом единица 

или два антикоммутирует по крайней мере с одним генератором, так что 

расстояние кода равно трем. 

Рассмотрим, например, существуют ли коммутирующие со всеми че

тырьмя генераторами операторы ошибок с носителями на первой паре ку

битов. Чтобы коммутировать с 1Х в М2 и с Х1 в М3 , оператор с весом 

два должен быть равен ХХ. Но ХХ антикоммутирует с XZ в М1 и с ZX 
в М4 . В симплектической записи стабилизатор (7.148) имеет вид 

( 

01100 
й- 00110 

- 00011 
10001 

10010 ) 
01001 
10100 . 
01010 

(7.149) 

Эта матрица имеет изящную интерпретацию, так как каждый из ее столб

цов можно рассматривать как синдром однокубитовой ошибки. Например, 

оператор однокубитового инвертирования бита Xj коммутирует с Mi, если 
в позиции j оператор Mi имеет 1 или Х, и антикоммутирует, если в пози
ции j оператор Mi имеет Z. Таким образом, таблица 

xl х2 Хз х4 хБ 
М1 О 1 1 О О 

М2 о о 1 1 о 

М3 О О О 1 1 
М4 1 о о о 1 

составляет список результатов измерения М1 2 3 4 в случае инвертирова

ния бита. (Например, если инвертирован первь{й' бит, результаты измерения 
М1 = М2 = М3 = 1, М4 = -1 выявляют ошибку). Аналогично, правую 
часть Й можно рассматривать как таблицу синдромов фазовых ошибок. 

zl z2 Zз z4 zБ 
М1 1 О О 1 О 

М2 о 1 о о 1 
М3 1 О 1 О О 

М4 о 1 о 1 о 
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Так как У антикоммутирует с Z иХ, синдром ошибки Yi дает сумма i-x 
столбцов таблиц Х и Z: 

1 1 1 о 

1 1 1 1 
о 1 1 1 
1 о 1 1 

Путем непосредственной проверки можно убедиться в том, что все 15 
столбцов таблиц синдромов Х, У и Z различны, и, следовательно, мы 
вновь подтверждаем, что рассматриваемый код невырожден и корректи

рует одну ошибку. Действительно, код совершенен- каждая из пятнадцати 

нетривиальных двоичных строк длины четыре выступает в качестве столб

ца в одной из этих таблиц. 

Благодаря свойству цикличности кода, петрудно охарактеризовать все 

15 нетривиальных элементов его стабилизатора. Помимо М1 = XZZXl 
и четырех операторов, получаемых из него путем циклических перестало

вок кубитов, стабилизатор включает 

(7.150) 

плюс все его циклические перестановки, а также 

(7.151) 

и все его циклические перестановки. Очевидно, что все элементы стабили

затора являются операторами Паули с весом четыре. 

В качестве логических операторов можно выбрать 

z = zzzzz, Х=ХХХХХ; (7.152) 

они коммутируют с М1 2 3 4 , дают в квадрате единицу 1 и антикоммути
руют между собой. Им~я' ~ее пять, они сами не содержатся в стабилиза
торе. Следовательно, если нас не беспокоит разрушение закодированного 

состояния, то мы можем определить значение Z для закодированного куби
та, измеряя Z каждого кубита и вычисляя четность результатов. Фактиче
ски, поскольку код имеет расстояние три, существуют элементы множества 

Sj_ \ S с весом три; альтернативные выражения для Z и Х можно полу
чить путем умножения на элементы стабилизатора. Например, мы можем 
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выбрать 
Z = (ZZZZZ) · (-ZYYZl) = -lXXlZ 

(или одну из его циклических перестановок) и 

Х = (ХХХХХ) · (-YXXYl) = -ZllZX 

(7.153) 

(7.154) 

(или одну из его циклических перестановок). Следовательно, возможно 

установить значение Х или Z, измеряя Х или Z только трех из пяти куби
тов в блоке и вычисляя четности результатов. 

Если угодно, ортонормированный базис кодового подпространства 

можно построить следующим образом. Начиная с любого состояния I'Ф0 ), 
можно получить 

(7.155) 
MES 

Это (ненормированное) состояние удовлетворяет условию M'l\li0 ) = Jw0 ) 

для каждого М' Е S, так как умножение на элемент стабилизатора лишь 
переставляет слагаемые в сумме. Чтобы получить закодированное состоя
ние /0), отвечающее собственному значению Z = 1, можно начать с состо
яния /00000), которое также является собственным состоянием с Z = 1, 
но не принадлежит стабилизатору; в итоге находим (с точностью до нор
мировки) 

!О) = L М/00000) = 
MES 

= /00000) + (М1 +циклические перестановки)/00000) + 

+ (М3М4 +циклические перестановки)/00000) + 

+ (М2М5 +циклические перестановки)/00000) = 

= /00000) + (/10010) +циклические перестановки)

- (/11110) +циклические перестановки)-

- (/01100) +циклические перестановки). (7.156) 

После этого, применяя Х к /0), то есть инвертируя все пять кубитов, можно 
найти 

/l) = Х/0) = /11111) + (/01101) +циклические перестановки)

- (/00001) +циклические перестановки)-

- (/10011) +циклические перестановки). (7.157) 

Как измеряется синдром? Возможная для выполнения измерения 

М1 = XZZXl схема изображена на рисунке. 
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3------г--+--~-------

4 

5------4---1---+---+-----

IO) --t--+1--!-t-++++t+l----1 
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Повороты Адамара первого и четвертого кубитов преобразуют М1 в тен
зорное произведение ZZZZl, а затем вентили CNOT отпечатывают зна
чение этого оператора на служебный кубит. Заключительные повороты 

Адамара возвращают закодированный блок в стандартное кодовое подпро
странство. Схемы для измерения М2 3 4 получаются из изображенного вы

ше путем циклической перестановки' ~ти кубитов в кодовом блоке. 
А что можно сказать о кодировании? Мы хотим построить унитарное 

преобразование 

Uencode : /0000) 0 (а/О/+ Ь/1)) -+ а/0) + b/II. (7.158) 

Мы только что видели, что jOOOOO) является собственным состоянием опе
ратора Z, отвечающим собственному значению Z = 1, а j00001) - соб
ственным состоянием, отвечающим собственному значению Z = -1. Сле
довательно, (с точностью до нормировки) 

ajO) + bjl) = L MjOOOO) 0 (ajO) + bjlj). (7.159) 
MES 

Итак, нам необходимо понять, как построить схему, применяющую опера

цию 2::: М к начальному состоянию. 
Так как генераторы независимы, каждый элемент стабилизатора можно 

единственным способом представить в виде произведения генераторов и, 

следовательно, записать 

L М= (1 + М4)(1 + М3)(1 + М2)(1 + М1 ). (7.160) 
MES 

Теперь, чтобы двигаться дальше, удобно представить стабилизатор в аль

тернативной форме. Отметим, что, не изменяя стабилизатор, генератор Mi 
можно заменить на MiMj. Эта замена эквивалентна добавлению j-й стро-
ки к i-й строке матрицы Й. Используя подобные операции со строками, 
можно выполнить процедуру Гаусса в матрице Н х размерности 4 х 5 и, 
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таким образом, получить новое представление для стабилизатора 

или 

( 

11011 
й = 00110 

11000 
10111 

10001 ) 01001 
00101 
00011 

М1 = -YZ1ZY, 

М2 = +1XZZX, 
М3 =+ZZX1X, 
М4 = -Z1ZYY. 

(7.161) 

(7.162) 

В таком виде Mi применяет Х (инвертирование) только к i-y и пятому 
кубиту в блоке. 1 

Выбирая стабилизатор в таком виде, мы можем примелить ~(1+М1 ) 

к состоянию 10, z2 , z3 , z4 , z5), выполняя схему 

IO) 

IZ:1) ---1 

IZз)---+-

1 z4) -------1 

lzs) --------1 

Преобразование Адамара готовит состояние ~(IO) + 11) ). Если первый 
кубит находится в состоянии IO), то другие операции ничего не делают, 
то есть результатом действия этой схемы является тождественное ире

образование 11111. Но если после адамаронекого поворота первый ку
бит оказывается в состоянии 11), то остальные вентили этой схемы при
меняют 1Z1ZY. В этом случае результатом является применение опера
ции М1 = - YZ1ZY. Можно построить подобные схемы, применяющие 
~(1 + М2) к состоянию lz1 , О, z3 , z4 , z5 ), и так далее. Кроме вентилей Ада
мара, каждая из этих схем подвергает действию операций Z и контролируе
мого Z от одного до четырех кубитов; эти кубиты никогда не инвертируют-

1 В оригинале были пропущены знаки минус в выражениях для генераторов М1 и М4 . 
Именно учет правильных знаков генераторов (7 .162) приводит к правильным относительным 
знакам в выражениях для базисных векторов (7.156), (7.157). Это исправение учтено в следу
ющих ниже рисунках и пояснениях к ним в тексте данного раздела. ~ Прим. ред. 
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ся. (Это убеждает нас в том, что мы выполнили процедуру Гаусса в матри

це Н х.) Таким образом, можно сконструировать следующую кодирующую 

схему: 

ID)------1 

ID) ----+-+-------1 

ID)------1 

IO) 

I'Ф) 
1 

Более того, каждый действующий на /0) вентиль Z можно заменить на еди
ничный, следовательно, эту схему можно упростить, исключив все такие 

вентили и получив 

ID) ---------------1 

IO) ------------1 

IO) ---------1 

ID) 

I'Ф) 

Эту процедуру можно обобщить для построения кодирующих схем для лю

бых стабилизирующих кодов. 1 

Поскольку кодирующее преобразование унитарно, для декодирования 

можно использовать его сопряжение. А так как квадрат каждого вентиля 

равен ±1, то декодирующая схема представляет собой ту же самую коди
рующую схему, лишь работающую в обратном направлении. 

7.11. Распределение квантового секрета 

Код [[5, 1, 3]] является прекрасной иллюстрацией возможного примене
ния корректирующих ошибки квантовых кодов.2 

1 Естественно, что вид кодирующей схемы зависит от выбора генераторов стабилизатора. 
Альтернативную кодирующую схему для 5-кубитовоm кода (а также для других известных 

кодов) можно найти на сайте http://iaks-www.ira.uka.de/home/grassl/QECC/ ~ Прим. ред. 
2R. Cleve, D. Gottesman, and Н.-К. Lo, How to Share а Quantum Secret, Phys. Rev. Lett. 83, 

648-651 (1999); quant-ph/9901025. 
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Предположим, что некоторую совершенно секретную информацию 
необходимо доверить n партнерам. Так как никому из них нельзя дове
рять полностью, секрет делится на n частей, так что каждый партнер имеет 
доступ только к своей части и не может узнать о секрете в целом. Но если 

достаточное количество партнеров соберутся и обьединят свои части, то 

они смогут расшифровать секрет или какую-то его часть. 

В частности, пороговая (т, п)-схема имеет такое свойство, что для 
реконструкции всей секретной информации достаточно т частей. Но из 

т - 1 частей невозможно извлечь никакой информации. (Это называется 
пороговой схемой, потому что при собранных воедино 1, 2, 3, ... , т - 1 
частях узнать ничего нельзя, но следующая часть позволяет переступить 

порог и раскрыть всю информацию.) 

Следует различать два вида секретов: классический секрет представ

ляет собой а priori неизвестную строку битов, в то время как квантовым 
секретом является а priori неизвестное квантовое состояние. Секреты каж
дого типа можно поделить. В частности, мы можем распределить класси

ческий секрет между несколькими партнерами, выбрав одно из ансамбля 

взаимно ортогональных (запутанных) квантовых состояний и распределив 

это состояние между партнерами. 

Например, петрудно видеть, что код [[5, 1, 3]] может использоваться 
в пороговой (3, 5)-схеме, где разделенная информация является классиче
ской. Один классический бит кодируется одним из двух ортогональных со

стояний fб) или ii), а затем пять кубитов распределяются между пятью 
партнерами. Как мы уже видели, если объединятся любые два партнера, то 

матрицей плотности р их двух кубитов будет 

(7.163) 

(поскольку код невырожден). Следовательно, из любого измерения их двух 

кубитов они ничего не узнают о квантовом состоянии. Но мы также ви

дели, что код [[5, 1, 3]] может исправить две локализованных ошибки или 
два стирания. Когда объединятся любые три участника, они могут испра

вить две ошибки (или восстановить два недостающих кубита) и полностью 

восстановить закодированное состояние fб) или 11). 
Ясно, что с помощью аналогичной процедуры можно поделить один 

кубит квантовой информации- код [[5, 1, 3]] также является основой кван
товой пороговой ((3,5))-схемы (мы используем обозначение ((т, n)), если 
поделена квантовая информация, и (т, n), если поделена классическая ин
формация). Как эту схему деления квантового секрета распространить на 

большее количество кубитов? Допустим, мы приготовили чистое п-кубито-



7.11. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ КВАНТОВОГО СЕКРЕТА 63 

вое состояние j-ф). Может ли оно быть использовано в пороговой ((m, п))
схеме? 

Нам известно, что для реконструкции состояния должно быть доста

точно m кубитов; следовательно, можно восстановить n - m удалений. Из 
общего критерия коррекции ошибок следует, что математическое ожидание 

любой наблюдаемой с весом, не превышающим n - m, не должно зависеть 
от состояния J'Ф) 

('Ф\Е\1{1) не зависит от l'l/1), если wt(E) :( n- m. (7.164) 

Таким образом, если m партнеров имеют всю информацию, то другие 
n - m партнеров не имеют никакой информации. Это справедливо, по
скольку квантовую информацию нельзя клонировать. 

С другой стороны, мы знаем, что m - 1 частей ничего не откроют, или 
что 

(-фjEJ'l/1) не зависит от J'l/1), если wt(E) :( m- 1. (7.165) 

Отсюда следует, что можно восстановить m - 1 стирание, или что другие 
n - m + 1 партнеров располагают всей информацией. 

Из этих двух высказываний мы получаем два неравенства 

n - m < m * n < 2m, 

m - 1 < n - m + 1 =? n > 2m - 2. (7.166) 

Отсюда следует, что в квантовой пороговой ((m, п))-схеме чистого состоя
ния, в которой каждый партнер имеет один кубит, 

n = 2m-1. (7.167) 

Другими словами, порог будет достигнут, когда количество наличных ку

битов превысит половину всех n кубитов. 
Таким образом, если каждая часть представляет собой кубит, то кван

товая пороговая схема чистого состояния представляет собой квантовый 
код [[2m -1, k, m]] с k ~ 1. Но в действительности коды [[3, 1, 2]] и [[7, 1, 4]] 
не существуют, а из границы Рейнса следует, что не существуют коды 

с m > 3. Следовательно, код [[5, 1, 3]] представляет собой единственную 
квантовую пороговую схему. 

Здесь следует сделать несколько оговорок. Во-первых, ограничение 

n = 2m -1 остается справедливым, даже если каждая часть является q-мер
ной системой, а не кубитом. Но в случае q > 2 можно построить различные 
коды: 

[[2m - 1, 1, k]]q (7.168) 

(см., например, упражнения). 
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Во-вторых, поделенная информация может представпять собой сме

шанное состояние (в котором закодировано чистое состояние). Например, 

если мы отбрасываем один кубит из 5-кубитового блока, мы получаем 

((3,4))-схему. Вновь, как только у нас появляется три кубита, мы сможем 
восстановить два стертых (то есть недостающих), один из которых находит
ся в руках другого партнера, а второй ~ только что был нами же выброшен. 

Наконец, мы предположили, что поделенная информация является 

квантовой. Но если вместо этого мы делим только классическую инфор

мацию, тогда условия восстановления стертых кубитов становятся менее 

строгими. Например, пару Белла можно рассматривать как вид пороговой 

(2, 2)-схемы для двух битов классической информации, которая закодиро
вана выбором одного из четырех взаимно ортогональных состояний IФ±), 
1~±). Располагающий одним из двух кубитов партнер не может получить 
доступ к этой классической информации. Но эта схема не подходит для 

распределения квантового секрета, поскольку линейные комбинации этих 

состояний Белла не обладают тем свойством, что р = ~ 1 после вычисле
ния следа по состояниям одного из двух кубитов. 

7.12. Некоторые другие стабилизирующие коды 

7.12.1. Код [[6, О, 4]] 

При k = О квантовый код имеет одномерное кодовое подпространство, 
то есть существует только одно закодированное состояние. Код нельзя ис

пользовать для хранения неизвестной квантовой информации; тем не менее, 

коды с k = О могут обладать интересными свойствами. Так как они мо
гут обнаруживать и диагностировать ошибки, они могут быть полезными 

для изучения корреляций в декогерентизации, вызванной взаимодействием 

с окружением. 

Если k =О, то S и Sj_ совпадают~ оператор Паули, коммутирующий 
со всеми элементами стабилизатора, должен принадлежать этому стаби

лизатору. В этом случае расстояние d определяется как минимальный вес 
любого принадлежатего стабилизатору оператора Паули. Таким образом, 

код с расстоянием d может «обнаружить d- 1 ошибок»; то есть если лю
бой оператор Паули с весом, меньшим d, действует на кодовое состояние, 
то результат будет ортогонален этому состоянию. 

Закодированное состояние кода [[6, О, 4]] (ассоциированного с кодом 
[[5, 1, 3]]) можно представить в виде 

IO) 010) + 11) 0II), (7.169) 
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где IO) и II) представляют собой собственные состояния оператора Z кода 
[[5, 1, 3]]. Вы можете проверить, что этот код имеет расстояние d = 4 (см. 
упражнение 7.3). 

Код [[6, О, 4]] интересен тем, что его кодовое состояние максимально 
запутано. Мы можем выбрать любые три кубита из шести. Матрица плот

ности р(з) этих трех кубитов, полученная путем вычисления следа по со-

стояниям трех остальных, совершенно случайна, р(з) = ~1. В этом смысле, 
кодовое состояние [[6, О, 4]] является естественным многочастичным ана
логом двухкубитовых состояний Белла. Оно «гораздо сильнее запутано», 

нежели шестикубитовое кот-состояние _l_ ( 1000000) + 1111111)). Если мы 
V2 

измерим в базисе { IO), 11)} любой один из шести кубитов кот-состояния, 
мы узнаем все о приготовленном состоянии оставшихся пяти кубитов. Но 

мы можем измерить по своему усмотрению любую наблюдаемую, действу

ющую на любые три кубита в состоянии [[6, О, 4]], и ничего не узнаем 
относительно состояния оставшихся трех кубитов, которое по-прежнему 

описывается матрицей плотности р(з) = ~ 1. 

Код [[6, О, 4]] тем более интересен, что, оказывается (но не так просто 
доказывается), не существует его обобщения на большее количество куби

тов, то есть не существует [[2п, О, n + 1]] двоичных квантовых кодов для 
n > 3. Однако в упражнениях вы увидите, что существуют другие, недво
ичные, максимально запутанные состояния, которые можно построить. 

7.12.2. Детектирующие ошибки ((2m, 2m - 2, 2]]-коды 

Состояние Белла IФ+) = - 1-(IOO) + 111)) представляет собой код 
V2 

[[2, О, 2]] с генераторами стабилизатора 

zz, хх. (7.170) 

Этот код имеет расстояние два, поскольку не существует операторов Пау

ли с единичным весом, коммутирующих с обоими генераторами (ни один 

из Х, У, Z одновременно не коммутирует с Х и Z). Соответственно, инвер
тирование бита (Х), обращение фазы (Z) или обе эти ошибки (У), действу
ющие на любой кубит в IФ+), преобразуют его в ортогональное состояние 
(одно из состояний Белла IФ-), 17/1+), 17/1-)). 

Единственный способ обобщить состояния Белла на большее количе

ство кубитов - рассмотреть код n = 4, k = 2 с генераторами стабилизатора 

zzzz, хххх. (7.171) 



66 ГЛАВА 7 

Это код с расстоянием d = 2 по той же причине, что и предыдущий. Ко
довое подпространство натянуто на четные состояния (ZZZZ), инвариант
ные относительно одновременного инвертирования всех четырех кубитов 
(ХХХХ). Базис представляет собой 

IOOOO) + 11111), 

10011) + 11100), 

10101) + 11010), 

10110) + 11001). 

(7.172) 

Очевидно, что действующая на любой кубит ошибка Х или Z иреобразует 
каждое из этих состояний в ортогональное кодовому подпространству со

стояние; таким образом, можно обнаружить любую однокубитовую ошибку. 

Дальнейшим обобщением является код [[2m, 2m-2, 2]] с генераторами 
стабилизатора 

zz ... z, хх ... х (7.173) 

(длина должна быть четной, чтобы генераторы коммутировали между со

бой). Кодовое подпространство натянуто на 2п-2 хорошо знакомых нам 
кот-состояний 

(7.174) 

где х - строка длины n = 2m и четного веса. 

7.12.3. Код [[8, 3, 3]] 

Как уже отмечалось при обсуждении кода [[5, 1, 3]], стабилизирующий 
код с генераторами 

(7.175) 

может исправить одну ошибку, если: (1) столбцы матрицы Й различны 
(свой синдром для каждой ошибки Х и Z); (2) любая сумма столбца мат
рицы Н z с соответствующим столбцом матрицы Н х отличается от любого 
столбца Й и от всех других таких сумм (каждую ошибку У можно отли
чить от всех остальных однокубитовых ошибок). 

Нетрудно построить матрицу Н размерности 5 х 16 с этими свойствами 
и, таким образом, получить стабилизатор кода [[8, 3, 3]]; выберем 

й = ( 111~111 
00000000 

на ) 
00000000 . 
11111111 

(7.176) 
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Здесь Н представляет собой матрицу размерности 3 х 8 

(

10101010) 
Н= О 1 1 О О 1 1 О , 

о о о 1 1 1 1 о 
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(7.177) 

столбцами которой являются все возможные различные двоичные последо

вательности длины три, а Н" получается из Н с помощью соответствую

щей перестановки столбцов. Эта перестановка выбирается таким образом, 

чтобы были различны все восемь сумм столбцов матрицы Н с соответ

ствующими столбцами Н". С помощью непосредственной проверки можно 

убедиться, что подходящим выбором служит 

не~(! 1 1 о о 1 
1 о) 

о о 1 1 1 1 о ' 
1 о о 1 1 о о 

(7.178) 

тогда суммы столбцов равны 

с1 001100) 
о 1 1 1 1 о о о . 
1 1 о 1 о о 1 о 

(7.179) 

Две последних строки матрицы Н служат для того, чтобы отличать каждый 

синдром Х от каждого синдрома У или Z, а вышеупомянутое свойство 
матрицы на гарантирует, ЧТО все синдромы у различны. Следовательно, 

мы построили код длины восемь с k = 8 - 5 = 3, который может ис
править одну ошибку. Собственно, это простейший в бесконечном классе 

кодов [[2m, 2m - m- 2, 3]] с m ~ 3, построенных Готтесманом. 
Квантовый код [[8, 3, 3]], который мы только что описали, является, так 

сказать, кузеном «расширенного кода Хэмминга», самодуального классиче

ского кода [8, 4, 4], полученного из дуального коду Хэмминга [7, 3, 4]-кода 
путем добавления дополнительного бита четности. Его матрица контроля 

четности (которая также является его генерирующей матрицей) имеет вид 

(

10101010) 
о 1 1 о о 1 1 о 

НЕи = 0 0 0 1 1 1 1 0 . 
1 1 1 1 1 1 1 1 

(7.180) 

Эта матрица НЕи обладает тем свойством, что различны не только все ее 

восемь столбцов, но от них также отличается и сумма любых двух столб

цов; действительно, четвертым битом суммы двух столбцов является нуль, 

а не единица. 
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7.13. Коды над GF(4) 

Мы построили код [[5, 1, 3]], угадав генераторы стабилизатора и прове
рив, что d = 3. Существует ли более систематический метод? 

На самом деле да. Наше подозрение, что код [[5, 1, 3]] может суще
ствовать, возникло из наблюдения, что его параметры насыщают квантовое 

неравенство упаковки сфер для кодов с t = 1 

1 + 3n = 2n-k, (7.181) 

(16 = 16 при n = 5 и k = 1). Для теоретика в области кодирования это 
уравнение может показаться знакомым. 

Помимо двоичных кодов, на которых до сих пор мы концентрировали 

внимание, классические коды можно также построить из строк (длины n) 
символов, принимающих значения не в {0, 1}, а в конечном поле GF(q), 
содержащем q элементов. Такие конечные поля существуют для любого 
q = pm, где р- простое число. (GF представляет собой аббревиатуру для 
«Galois Field»- поле Галуа, названное так в честь его первооткрывателя.) 

Для таких недвоичных кодов можно смоделировать ошибку как добав

ление элемента поля, циклический сдвиг q символов. Тогда всего будет q -1 
нетривиальных ошибок. Весом вектора в GF(q)n является количество его 
иенулевых элементов, а расстояние между двумя векторами представляет 

собой вес их разности (количество несовпадающих элементов). Классиче

ский код [n,k,d]q состоит из qk кодовых слов в GF(q)n, где минимальное 
расстояние между парами строк равно d. Граница упаковки сфер, которая 
должна быть насыщена, для того чтобы мог существовать код [п, k, d]q, при 
d = 3 имеет вид 

1+(q+1)n~qn-k. (7.182) 

Насыщающие эту границу при q = 2 совершенные двоичные коды Хэм
минга с параметрами 

n = 2m- 1, k = n- т (7.183) 

допускают обобщение на любое GF(q); совершенные коды Хэмминга 
над GF(q) можно построить при 

qm -1 
n = ---, k = n- т. 

q-1 
(7.184) 

Квантовый код [[5, 1, 3]] происходит от классического кода Хэмминга 
[5, 3, 3] 4 (случай q = 4 и т= 2). 
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Что общего между классическими кодами над GF(4) и двоичными 
квантовыми стабилизирующими кодами? Родство возникает, потому что 

стабилизатору можно сопоставить замкнутое относительно сложения мно

жество векторов над GF( 4). 
Поле GF( 4) имеет четыре элемента, которые можно обозначить как 

О, 1, ш, w, где 

1 + 1 = w + w = w + w = о, 
1+ш=w (7.185) 

и ш2 = w, шw 1. Следовательно, аддитивная структура GF(4) соответ
ствует мультиruшкативной структуре операторов группы Паули Х, У, Z. 
Действительно, двоичная строка (аi,В) длины 2n, которую мы использова
ли для обозначения элемента группы Паули, может эквивалентно рассмат

риваться как вектор длины n в GF(4)n 

(7.186) 

Стабилизатор с 2n-k элементами можно рассматривать как субкод кода 
GF(4), замкнутый относительно сложения и содержащий 2n-k кодовых 
слов. 

Отметим, что код не должен быть векторным пространством над GF( 4), 
поскольку от него не требуется замкнутость относительно умножения на 

скаляр принадлежащий GF(4). В частном случае, когда код является век
торным пространством, он называется линейным кодом. 

О кодах над GF(4) известно много, поэтому эта связь открыла воз
можность теоретикам в области (классиqеского) кодирования построить 

множество квантовых кодов коррекции ошибок. 1 Однако не каждый суб
код GF( 4)n связан с квантовым кодом; мы до сих пор не выдвинули тре
бование, чтобы стабилизатор былабелев-векторы (аi,В), образующие ли
нейную оболочку кода, должны быть взаимно ортогональны относительно 

симплектического внутреннего произведения 

а ·,В' +а' ·,в. (7.187) 

Это условие ортогональности может выглядеть странным для теоретика 

в области кодирования, которому более привычно определение внутреннего 

произведения двух векторов в GF(4)n как элемента поля GF(4), заданного 
соотношением 

(7.188) 

1 А. R. Calderbank, Е. М. Rains, Р. М. Shor, and N. J. А. Sloane, Quantum error correction via 
codes over GF(4), IEEE Transact. on Inform. Theor., 44, 1369 (1998); quant-ph/9608006. 
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где сопряжение, обозначенное черточкой, меняет местами w и w. Если это 
«эрмитово» внутреннее *-произведение двух векторов v и и равно 

v *и= а+ Ьw Е GF(4), (7.189) 

то наше симплектическое внутреннее произведение равно 

V ·и= Ь. (7.190) 

Следовательно, обращение в нуль симплектического внутреннего произве

дения является более слабым условием, чем обращение в нуль эрмитова 

внутреннего произведения. В самом деле, в частном случае линейного ко

да самоортогональность относительно эрмитова внутреннего произведения 

фактически эквивалентна самоортогональности относительно симплекти

ческого внутреннего произведения. Отметим, что если v * и = а + bw, то 
ортогональность относительно симплектического внутреннего произведе

ния требует Ь = О. Но если и принадлежит линейному коду, то и wи тоже, 
где 

v * (wи) = Ь + aw, (7.191) 

так что 

v·(wи)=a. (7.192) 

Мы видим, что если v и и принадлежат линейному GF(4)-коду и ортого
нальны относительно симплектического внутреннего произведения, то они 

также ортогональны относительно эрмитова внутреннего про изведения. То

гда мы делаем вывод, что линейный GF(4)-код определяет квантовый ста
билизирующий код, если и только если этот код самоортогонален относи

тельно эрмитова внутреннего произведения. Классические коды с такими 

свойствами очень хорошо изучены. 1• 

В частности, рассмотрим снова код Хэмминга [5, 3, 3] 4 . Его матрицу 

контроля четности (в нетрадиционном представлении) можно представить 

в виде 

н=(1 w w 1 о) 
01ww1' 

(7.193) 

что также является генерирующей матрицей дуального ему, линейного са

моортогонального кода [5, 2, 4] 4 . По сути, этот [5, 2, 4] 4 код с 42 = 16 

1 См., например, Е. J. MacWilliams, N. J. А. Sloane, The Theory of Error-Correcting Codes, 
North Holland PuЬlishing Company, Amsterdam, New York, Oxford (1977); [перевод: Ф. Дж. Мак
Вильяме, Н.Д,ж.А.Оюэн, Теория кодов, исправляющих ошибки. - М.: Связь, 1979. - Прим. 

ред.] 
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кодовыми словами в точности является стабилизатором квантового кода 

[[5, 1, 3]]. Отождествляя 1 = Х, LV = Z, мы примимаем две строки матри
цы Н в качестве генераторов стабилизатора М1 , М2 . Код, дуальный коду 

Хэмминга, является линейным, поэтому линейные комбинации строк при

надлежат коду. Складывая строки и умножая результат на w, получаем 

(7.194) 

что представляет собой М4 . А если к М4 мы добавим М2 и умножим на w, 
то найдем 

(7.195) 

что представляет собой М3 . 

Код [[5, 1, 3]] является одним из примеров достаточно общей кон
струкции. Рассмотрим субкод С на GF( 4)n, который является аддитивным 
(замкнутым относительно сложения) и самоортогональным (содержащим

ся в дуальном ему коде) относительно симплектического внутреннего про

изведения. Этот GF(4)-код может быть отождествлен со стабилизатором 
двоичного КККО длины n. Если GF(4)-код содержит 2n-k кодовых слов, 
то КККО имеет k закодированных кубитов. Расстоянием d КККО является 
минимальный вес вектора из C.l \С. 

Другим примером самоортогонального линейного GF( 4 )-кода является 
дуальный коду Хэмминга т = 3 с 

n = ~(43 - 1) = 21. (7.196) 

Код Хэмминга имеет 4n-m кодовых слов, а дуальный ему код- 4m = 26 

кодовых слов. Мы непосредственно получаем КККО с параметрами 

[[21, 15, 3]]' (7.197) 

который может исправить одну ошибку. 

7.14. Хорошие квантовые коды 

Семейство кодов [[п, k, d]] является хорошим, если оно содержит коды, 
чья «скорость» R = k / n и «вероятность возникновения ошибки» р = t / n 
(где t = (d-1)/2) стремятся к иенулевым пределам при n-> оо. Мы можем 
использовать формализм стабилизатора, чтобы доказать «квантовую грани

цу Гилберта-Варшамова», которая демонстрирует сушествование хороших 

квантовых кодов. В сущности, хорошие коды можно выбрать невырожден

ными. 
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Мы дадим только набросок доказательства, не выполняя точно требу

емые вычисления. Пусть Е = {Еа}- множество ошибок, которые необ
ходимо исправить, а Е(2) = {Е!Еь} -множество произведений пар эле
ментов Е. Тогда, чтобы построить невырожденный код, который может ис

правлять ошибки из Е, мы должны найти такой набор генераторов стаби

лизатора, чтобы некоторый генератор антикоммутировал с каждым элемен
том t;(Z). 

Чтобы увидеть, может ли выполнить эту работу k-кубитовый код дли
ны n, начнем с множества S(n-k) всех абелевых подгрупп группы Паули 
с n - k генераторами. Будем постепенно отбрасывать подгруппы, которые 
являются неподходящими стабилизаторами для исправления ошибок в t;, 
а затем посмотрим, останется ли что-нибудь. 

Каждая нетривиальная ошибка Еа коммутирует с долей""' l/2n-k всех 
содержащихся в S(n-k) групп, так как она должна коммутировать с каждым 
из n - k генераторов группы. (Существует малая поправка к этой доле, ко
торой можно пренебречь при больших n.) Всякий раз, когда мы добавляем 
к t;(Z) еще один элемент, должна быть отброшена доля 2k-n всех кандида
тов в стабилизаторы. Когда t;(2) полностью собрана, мы в худшем случае 
отбросили долю 

(7.198) 

всех содержащихся в S(n-k) подгрупп (где IE(z) 1 -количество элементов 
в t;(2)). До тех пор, пока эта доля меньше единицы, выполняющий эту 
работу стабилизатор будет существовать при больших n. 

Если мы хотим исправить t = pn ошибок, то t;(z) должно содержать 
операторы с весом, не превышающим 2t, что позволяет сделать оценку 

(7.199) 

Следовательно, существуют стабилизирующие коды, исправляющие pn 
ошибок, с асимптотическим значением R = kjn, определяемым неравен
ством 

(7.200) 

Это (асимптотическая) форма квантовой границы Гилберта-Варшамова. 

Отсюда следует, что должны существовать коды с иенулевой скоро

стью, которые защищают от ошибок, возникающих с любой вероятностью 

р < Pav ':::' 0,0946. Для кода, который может защитить от каждого ошибоч
ного оператора с весом ( pn, максимальная вероятность ошибки, допуска
емая границей Рейнса, равна 1/6. 
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Хотя хорошие квантовые коды существуют, явная конструкция се

мейств хороших кодов представляет собой совсем друтую проблему. Дей
ствительно, ни одной такой конструкции не известно. 

7.15. Некоторые коды, исправляющие многократные 
ошибки 

7.15.1. Каскадные коды 

Все КККО, которые мы явно сконструировали до настоящего момента, 

имеют d = 3 (или d = 2) и, следовательно, могут исправить (в лучшем слу
чае) одну ошибку. Теперь мы опишем несколько примеров кодов с большим 

расстоянием. 

Наиболее простым способом построения кодов, которые могут испра

вить большее количество ошибок, является каскадное соединение кодов, 

способных исправить одну ошибку. Каскадный код представляет собой код 

внутри кода. Предположим, что мы имеем два КККО с k = 1, [[n1 , 1,d1]]

код 0 1 и [[n2 , 1, d2]]-код 0 2 . Представим принадлежащее 0 2 кодовое слово 
длины n 2 , построенное в виде когерентной суперпозиции произведений 

состояний, в которых каждый кубит находится в одном из состояний JO) 
или J1). Теперь, используя код 0 1 , заменим каждый кубит закодированным 
состоянием длины n 1 ; то есть заменим JO) на JO), а J1) на JI) кода 0 1. 

Результатом является код с длиной n = n 1 n 2 , k = 1 и с расстоянием не 
меньшим, чем d = d1 d2 . Будем называть код 0 2 «внешним», а 0 1 - «внут

ренним». 

Собственно, мы уже обсуждали один пример такой конструкции: 9-ку

битовый код Шора. В этом случае внутренним кодом является трехкубнто

вый код повторения с генераторами стабилизатора 

ZZl, lZZ, (7.201) 

а внешним - трехкубитовый «фазовый код» с генераторами стабилизатора 

XXl, lXX (7.202) 

(коД повторения, повернутый иреобразованием Адамара). Стабилизатор 

каскадного кода строится следующим образом. Прежде всего, в него вклю
чаются генераторы внутреннего кода. В рассматриваемом примере это пары 

генераторов, которые действуют на каждый из трех кубитов, содержащихся 

в данном блоке внешнего кода, то есть Z1 Z2 , Z2 Z3 и так далее - всего 

шесть генераторов. Затем добавляются генераторы внешнего кода. В рас

сматриваемом случае это 

:X:XI, i:X:X, (7.203) 
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где i = 111, аХ= ХХХ, то есть пара генераторов повернутого преобра
зованием Адамара кода повторения (7.202), но с операторами 1 иХ, заме
ненными на закодированные операторы внутреннего кода. Вы легко распо

знаете в них восемь генераторов стабилизатора обсуждавшегося ранее кода 

Шора. В этом случае внутренний и внешний коды имеют единичное рас

стояние (например, Z11 коммутирует со стабилизатором внутреннего кода), 
однако каскадный код имеет расстояние 3 > d = d1 d2 = 1. Это случилось 
потому, что код был так искусно сконструирован, что закодированные опе

рации внутреннего кода с весами 1 и 2 не коммутируют со стабилизатором 
внешнего кода. (Все было бы иначе, если бы мы состыковали код повторе

ния с самим собой, а не с фазовым кодом!) 

Каскадное соединение кода [[5, 1, 3]] с самим собой дает код с рас
стоянием d = 9 (способный исправить четыре ошибки); n = 25 является 
минимальной длиной любого известного кода при k = 1 и d = 9. (Код 
[[п, 1, 9]] при n = 23,24 согласовывался бы с границей Рейнса, но неизвест
но, существует ли на самом деле такой код). 

Стабилизатор каскадного кода [[25, 1, 9]] имеет 24 генератора. Двадцать 
из них получаются как четыре генератора М1 2 3 4 , действующие на каждый 

из пяти субблоков внешнего кода, а оставшиес~'четыре- это закодирован
ные операторы М1 2 3 4 внешнего кода. Отметим, что стабилизатор содер
жит элементы с ве~~~ четыре (элементы стабилизатора, действующие на 
каждый из пяти внутренних кодов); следовательно, код вырожденный. Это 

типичный пример каскадного кода. 

Нет причин ограничиваться двухуровневым каскадированием кодов. 

Из L КККО с параметрами [[n1,1,d1]], ... ,[[nL,1,dL]] можно построить 
иерархический код всего с L уровнями кодов внутри кодов; он имеет длину 

(7.204) 

и расстояние 

(7.205) 

В частности, путем L-кратного каскадирования кода [[5, 1, 3]] можно по
строить код с параметрами 

(7.206) 

Строго говоря, это семейство кодов не может защитить от количества оши

бок, пропорционального их длине. Скорее, отношение количества ошибок t, 
которые могут быть исправлены, к длине n равно 

.f.,.,., _!_ (~)L 
n 2 5 ' 

(7.207) 
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что стремится к нулю при большом L. Но расстояние d может оказаться об
манчивой мерой того, как хорошо работает код. Вполне достаточно, чтобы 

восстановление, отказывая лишь для некоторых способов выбора t << pn 
ошибок, оставалось успешным для типичных способов выбора pn ошибоч
ных кубитов. Действительно, при большом n и р > О каскадные коды могут 
исправить pn типичных ошибок. 

Фактически, тот способ, которым обычно используются каскадные ко

ды, не в полной мере реализует их возможности исправления ошибок. Что

бы быть конкретнее, рассмотрим код [[5, 1, 3]] в случае, когда каждый из 
пяти кубитов независимо подвергается действию деполяризующего канала 

с вероятностью ошибки р (то есть каждая из ошибок Х, У, Z возникает 
с вероятностью р/3). Несомненно, восстановление будет успешным, если 

в блоке возникнет меньше двух ошибок. Следовательно, как в разделе 7.4.2, 
вероятность сбоя можно ограничить неравенством 

Prail = P(l) ~ ( ~) Р2 = 10Р2 · (7.208) 

Теперь рассмотрим работу каскадного кода [[25, 1, 9]]. Чтобы облегчить 
себе жизнь, выполним восстановление простым (но неоптимальным) спо
собом. Сначала произведем восстановление в каждом из пяти субблоков, 

измеряя М1 , 2 , 3 ,4 , чтобы получить синдромы содержащихся в них ошибок. 

После этого измерим генераторы стабилизатора М1 2 3 4 внешнего кода, 
чтобы получить его синдром и, если он обнаруживает'о'~ибку, к одному из 
субблоков применим один из закодированных операторов Х, У или Z. 

Для внешнего кода восстановление будет успешным, если поврежде

но не более одного из субблоков, а вероятность p(l) повреждения субблока 
ограниченанеравенством (7.208); таким образом, для кода [[25, 1, 9]] веро
ятность отказа процедуры восстановления ограничена сверху 

(7.209) 

Очевидно, что это не самая лучшая процедура, поскольку причиной сбоя 

могут стать четыре ошибки, если они окажутся по две в двух разных суб

блоках. Так как код имеет расстояние d = 9, существует лучшая процедура, 
которая всегда будет успешно исправлять четыре ошибки, так что рС2) будет 
иметь порядок р5 , а не р4 . Тем не менее, эта неоптимальная процедура 
имеет то преимущества, что она очень легко обобщается (и анализируется) 

в случае многоуровнего соединения. 

Действительно, при наличии L уровней каскадного соединения вос
становление начинается на самом глубоком внутреннем уровне и прокла-
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дывает путь наружу. Решая рекуррентную систему неравенств 

(7.210) 

с начальным условием р(о) = р, мы приходим к выводу, что 

(7.211) 

(здесь С = 10). Нетрудно видеть, что до тех пор, пока р < 1/10, вероят
ность сбоя можно сделать сколь утодно малой, добавляя к коду достаточное 

количество уровней. 

Мы можем записать 

(7.212) 

где р0 = 1/10- оценка пороговой (то есть допустимой) вероятности ошиб
ки (ниже мы получим лучшие коды и лучшие оценки этого порога). Отме

тим: чтобы получить 
p(L) <Е (7.213) 

мы можем выбрать размер блока n = 5L; так что 

(7.214) 

В принципе, каскадный код может дать сбой на высоком уровне при гораздо 

меньшем, чем n/10, количестве ошибок, но они должны быть распределе
ны весьма специальным образом, что совсем не характерно для большого n. 

Каскадное кодирование неизвестного квантового состояния может вы

полняться уровень за уровнем. Например, чтобы закодировать а!О) + bl1) 
в блоке [[25, 1, 9]], мы можем сначала приготовить состояние а!О) + bll) 
в пятикубитовом блоке, используя описанную ранее схему кодирования, 

а также приготовить четыре пятикубитовых блока в состоянии !О/. Состоя
ние а!О) + bii/ можно закодировать на следующем уровне, снова выполняя 
эту же схему, но теперь со всеми вентилями, замененными на закодирован

ные, действующие на пятикубитовые блоки. Обсуждение конструкции этих 

закодированных вентилей можно найти в приложении. 
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7.15.2. Торические коды 

Торические коды представляют собой еще одно семейство кодов, ко
торые, как и каскадные, работают гораздо лучше, чем этого можно было 

бы ожидать, учитывая значения их расстояний. Их описывает профессор 

Китаев (который их и открыл). 1 

7.15.3. Коды Рида-Маллера 

Другим способом построения кодов, которые могут исправить множе

ство ошибок, является осуществление КШС-конструкции. Вспомним, на

пример, частный случай этой конструкции, в котором используется клас

сический код С, содержащийся в дуальном ему коде (в таком случае го

ворят, что С является «слабо самодуальным» кодом). В КШС-конструкции 
с каждым смежным классом С в C_L ассоциируется кодовое слово. Таким 
образом, мы получаем квантовый код lln, k, d]], где n- длина кода С, d
(по крайней мере) расстояние кода С , а k = dimC_L- dimC. Следо
вательно, для построения КШС-кодов, исправляющих множество ошибок, 

необходимы слабо самодуальные классические коды с большим минималь

ным расстоянием. 

Один из классов слабо самодуальных классических кодов представля

ют собой коды Рида-Маллера. Хотя эти коды не особенно эффективны, они 

очень удобны, поскольку достаточно легко кодируются. Несложно понять 

также принцип их работы и математическую структуру. 2 

Чтобы подготовиться к построению кодов Рида-Маллера, рассмотрим 

булевы функции на т битах 

f : {0, 1}m ~ {0, 1}. (7.215) 

Существует 22"' таких функций, образующих множество, которое можно 
рассматривать как двоичное векторное пространство размерности 2m. По
лезно ввести базис в этом пространстве. Вспомним (см. раздел 6.1), что 
любая булева функция имеет дизъюнктивную нормальную форму. Так как 

NOT бита х равно 1 - х, а OR двух битов х и у можно записать как 

х v у = х +у - ху, (7.216) 

1 Детальное описание торических кодов можно найти в статье: А. Kitaev, Paиlt-tolerant 
qиапtит compиtation Ьу anyons, Ann. Phys. (NY) 303(1) рр.2-30 (2003), quant-ph/9707021. 
См. также лекции: А. Kitaev, С. Laumann, Topological phases and qиапtит compиtation, cond
mat/0904.2771. -Прим. ред. 

2 См., наnример, Е. J. MacWilliams, N. J. А. S1oane, Тhе Theory of E1·ror-Correcting Codes, 
North Holland PuЬlishiпg Company, Amsterdam, New York, Oxford (1977), chapter 13; перевод: 
Ф. Дж. Мак-Вильяме, Н. Дж. А. Слоэн, Теория l(одов. исправШ!ЮЩИХ ошибки.- М.: Связь, 1979, 
гл. 13. 
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то любая булева функция может быть представлена в виде полинома от m 
двоичных переменных xm_ 1 , xm_ 2 , •.. , х1 , х0 . Базис векторного простран

ства полиномов состоит из 2m функций 

(7.217) 

(где каждый моном представляет собой произведение различных сомно
жителей, так как х2 = х). Каждую такую функцию f можно представить 
двоичной строкой длины 2m, значение которой в позиции, обозначенной 
двоичной строкой Xm_ 1 , Xm_ 2 , ... , х1 , х0 , равно f(xm-1, Xm_ 2 , •.. , х1 , х0 ). 
Например, для m = 3 

1 = (11111111), 

х0 = (10101010), 

х1 = (11001100), 

х2 = (11110000), 

х0х 1 = (10001000), 

х0х2 = (10100000), 

х 1х2 = (11000000), 

х0х1х2 = (10000000). 

(7.218) 

Подпространство этого векторного пространства получается, если 

ограничить степень полинома до r или менее. Это подпространство яв
ляется кодом Рида- Маллера (или РМ-кодом) и обозначается R( r, m). Его 
длина равна n = 2m, а его размерность 

(7.219) 

Некоторые частные случаи, представляющие интерес: 

• R(O, m) - код повторения длины 2m. 

• R( m-1, m) - код, дуальный коду повторения, пространство всех строк 
четного веса длины 2m. 

• R(1,3)- код, натянутый на 1,х0 ,х 1 ,х2 с параметрами n=8, k=4; 
фактически, это уже обсуждавшийся расширенный код Хэммин

га [8,4,4]. 

• В более общем случае R( m - 2, m) при любом m ~ 3 представляет 
собой расширенный код Хэмминга с d = 4. Выкалывая его (убирая 
последний бит из каждого кодового слова), мы получим совершенный 

код Хэмминга [n =2m -1,k = n- m,d = 3]. 
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• R(1,т) имеет d = zm-l = ~n и k = т. Он дуален расширенному 
коду Хэмминга и известен как «код Рида-Маллера первого порядка». 

Он сам по себе представляет значительный практический интерес, бла
годаря его большому расстоянию и особой простоте процедуры деко

дирования. 

Применяя метод индукции по т, можно вычислить расстояние кода 

R(r, т). Сначала мы должны определить, как R(r, т+ 1) связан с R(r, т). 
Функцию от xm, ... , х0 можно записать как 

(7.220) 

если f имеет степень r, тогда g должна иметь степень r, а h - степень r -1. 
Рассматривая f как вектор длины 2m+1, имеем1 

f = (g\g) + (h\0), (7.221) 

где g, h - векторы длиной 2m. Рассмотрим расстояние между f и 

!' = (g'/g') + (h'/0). (7.222) 

При h = h' и f =/=- f' это расстояние равно wt(f - f') = 2 · wt(g -
- g') ;?: 2 · dist(R(r, т)); при h =/=- h' оно по крайней мере wt(h -
-h')) ;;:: dist(R(r-1, т)). Если d(r, т) обозначает расстояние кода R(r, т), 
то можно видеть, что 

d(r, т+ 1) = min[2d(r, т); d(r- 1, т)]. (7.223) 

Теперь с помощью индукции по т можно показать, что d(r, т) = 
= 2m-r. Во-первых, проверим, что d(r, т= 1) = zl-r при r =О, 1; R(1, 1) 
представляет собой пространство всех строк длины два, а R(O, 1)- код по
вторения длины два. Предположим теперь, что при всех т ~ М и О ~ r ~ т 
расстояние d = zm-r. Тогда мы делаем вывод, что при всех 1 ~ r ~ т 

(7.224) 

1 Здесь символ Cfig) обозначает следующую конструкцию: если f = (!1, / 2 ... , fп) -
вектор-строка длины n, а g = (g1 , g2 .•• , 9т) - вектор-строка длины m, то Cfig) = 
= Cf1, / 2 .. · , fп, gl, 92 ... , 9m) - вектор-строка длины n + m. Вывод выражения (7.221) 
для вектора-строки длины 2m+I, изображающей булеву функцию (7.220), а также подроб
ности вычисления расстояния d(r, т) кода Рида-Маллера R(r, m) можно найти в книге: 
Е. J. MacWilliams, N. J. А. S1оапе, The Тheory ofError-Correcting Codes, North Hollaпd PuЬ\ishing 
Company, Amsterdam, New York, Oxford (1977), chapter 13; перевод: Ф.Дж.Мак-Вильямс, 
Н.Дж.А.Слоэн, Теория кодов, исправляющих ошибки.- М.: Связь, 1979, гл. 13.- Прим. 
ред. 
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Также ясно, что d(т + 1, т+ 1) = 1, так как R(т + 1, т+ 1) представляет 
собой пространство всех двоичных строк длины 2m+\ и что d(O, т+ 1) = 

= 2m+I, так как R(O, т+ 1) является кодом повторения длины 2m+l. Это 
завершает индуктивный шаг и доказывает, что d(r, т) = 2m-r. 

Отсюда, в частности, следует, что R( т - 1, т) имеет расстояние два, 
поэтому дуальным коду R(r, т) является R(т- r- 1, т). Прежде всего, 
заметим, что сумма биномиальных коэффициентов (';) (О~ j ~т) равна 
2m, так что R( т - r - 1, т) имеет правильную размерность, чтобы иметь 
смысл Rj_(r, т). Тогда этого достаточно, чтобы показать, что R(т- r
-1, т) содержится в R(r, т). Но если f Е R(r, т), а g Е R(т- r -1, т), 
то их произведение является полиномом степени не выше т - 1 и, следо
вательно, принадлежит R(т- 1, т). Каждый вектор в R(т- 1, т) имеет 
четный вес, поэтому внутреннее произведение f · g обращается в нуль; 
следовательно, g принадлежит дуальному пространству Rj_(r, т). Это по-
казывает, что 

Rj_(r, т)= R(т- r- 1, т). (7.225) 

Именно благодаря этому замечательному свойству дуальности коды Рида

Маллера хорошо подходят для КШС-конструкции квантовых кодов. 

В частности, код Рида-Маллера является слабо самодуальным при 

r ~т- r -1, или 2r ~ т -1, и самодуальным при 2r = т -1. В последнем 
случае его расстояние равно 

(7.226) 

а количество закодированных битов -

k _1_n _ 2m-l -2 - о (7.227) 

При т = 3, 5, 7 эти самодуальные коды имеют параметры 

[8, 4, 4]' [32, 16, 8]' [128, 64, 16] о (7.228) 

(Как уже отмечалось, код [8,4,4] является расширенным кодом Хэмминга.) 
С ними связаны квантовые коды с параметрами (k =О) 

([8, о, 4]]' [[32, о, 8]]' [[128, о, 16]] (7.229) 

и так далее. 

Для того чтобы получить квантовый код с k = 1, достаточно выколоть 
самодуальный код Рида-Маллера, то есть удалить из него один из n = 2m 



7.15. НЕКОТОРЫЕ КОДЫ, ИСПРАВЛЯЮЩИЕ МНОГОКРАТНЫЕ ОШИБКИ 81 

битов (какой бит удалить, значения не имеет). Результатом этой операции 
является классический код с параметрами n =2m- 1, d = 2(m+l)/2 - 1 = 
= J2(n + 1)- 1 и k = (n + 1)/2. Более того, дуальным этому выколото
му коду является его четный субкод. (Четный субкод состоит из тех РМ

кодовых слов, для которых удаляемый при выкалывании бит равен нулю, 

а из самодуальности РМ-кода следует, что они ортагональны всем словам 

(с четным инечетным весами) выколотого кода.) Из этих выколотых кодов 
с помощью КШ С-конструкции мы получаем квантовые коды с параметрами 

(k = 1) 
[[7, 1, 3]], [[31, 1, 7]], [[127, 1, 15]] (7.230) 

и так далее. Код Хэмминга [7, 4, 3] получается при выкалывании РМ-кода 
[8, 4, 4], а КККО, соответствующий коду [7, 1, 3], естественно, является ко
дом Стина. Эти КККО имеют расстояние, возрастающее как квадратный 

корень их длины. 

Эти коды с k = 1 не самые эффективные из известных КККО. Тем 
не менее, они представляют особый интерес, так как их свойства особенно 

подходят для применения помехоустойчивых квантовых вентилей на зако

дированную информацию (см. приложение). В частности, одним полезным 

свойством самодуальных РМ-кодов является их «двойная четность»- все 

кодовые слова имеют кратный четырем вес. 

Конечно, применяя КШС-конструкцию к РМ-кодам, мы также можем 

построить квантовые коды с k > 1. Например, R(3, 6) с параметрами 

n =2m= 64, 
d = 2m-r = 8, 

k = 1 + ( ~) + ( ~) + ( ~) = 1 + 6 + 15 + 20 = 42 

дуален по отношению к R(2, 6) с параметрами 

n =2m= 64, 

d = 2m-r = 16, 

k = 1 + (~) + (~) = 1 + 6 + 15 = 22, 

и, следовательно, КШС-конструкция дает КККО с параметрами 

[[64, 20, 8]]. 

(7.231) 

(7.232) 

(7.233) 

Известны многие другие слабо самодуальные коды, которые можно исполь

зовать таким же образом. 
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7.15.4. Код Голея 

С точки зрения чистой математики, самым интересным из когда-либо 

открытых корректирующих ошибки кодов (классических или квантовых) 

является код Голея, который был еще и одним из первых, описанных 

в открытой печати. Здесь мы кратко опишем его, поскольку с помощью 

КШС-конструкции этот код тоже может трансформироваться в хороший 

КККО. (Возможно, этот КККО на самом деле не настолько важен, чтобы 

посвящать ему раздел в этой главе; и все же он достаточно занятный, так 

что я включил его сюда.) 

Код Голея (расширенный) представляет собой самодуальный класси

ческий код [24, 12, 8]. Если мы выколем его (удалим любой из его 24-х би
тов), то получим код Голея [23, 12, 7], который может исправить три ошиб
ки. Этот код на самом деле является совершенным, так как он насыщает 

границу упаковки сфер: 

(7.234) 

На самом деле, совершенные коды, исправляющие больше одной ошиб

ки, - невероятпая редкость. Можно по казать, 1 что способными исправить 
больше одной ошибки совершенными кодами (линейными или нелинейны

ми) над любым конечным полем являются всего лишь два: код [23, 12, 7] 
и еще один открытый Голеем двоичный код с параметрами [11, 6, 5]. 

Код Голея [24, 12, 8] имеет очень сложную симметрию. Она характери
зуется своей группой автоморфизмов - группой перестановак 24-х битов, 

преобразующих одни кодовые слова в другие. Это группа Матье М24 , от

крытая в XIX веке спорадическая простая группа порядка 244 823 040. 
212 = 4096 кодовых слов имеют распределение весов (в очевидном 

обозначении) 

(7.235) 

Отметим, в частности, что каждый вес кратен четырем (код имеет двойную 

четность). Каков смысл числа 759 ( = 3 · 11 · 23)? На самом деле оно равно 

(7.236) 

1 См. § 6.1 О в книге Е. 1. MacWilliams. N. 1. А. Sloane, Тhе Тheory of Error-Correcting Codes, 
North Holland PuЬ!ishing Company, Amsterdam, New York, Oxford (1977); перевод: Ф. Дж. Мак
Вильяме, Н. Дж. Слоэн, Теория кодов, исправляющих ошибки. - М.: Связь, 1979. 



7.15. НЕКОТОРЫЕ КОДЫ, ИСПРАВЛЯЮЩИЕ МНОГОКРАТНЫЕ ОШИБКИ 83 

и возникает по комбинаторной причине: каждое кодовое слово с весом во

семь характеризуется своим носителем- 8-элементным множеством («ок

тадой» ). Последние выбираются таким образом, чтобы каждое 5-элемент
ное подмножество 24-х битов содержалось (целиком) в одной и только од

ной такой октаде (отражение высокой симметрии кода). 

Что придает коду Голея математическую значимость? Его открытие 

в 1949 году привело в движение последовательность событий, которые при
мерно к 1980 году завершились полной классификацией конечных простых 
групп. Эта классификация является одним из величайших достижений ма

тематики ХХ века. 

(Группа является простой, если она не содержит ни одной нетривиаль

ной нормальной подгруппы. Конечные простые группы можно рассматри

вать как строительные блоки всех конечных групп в том смысле, что для 

любой конечной группы G существует однозначное разложение вида 

(7.237) 

где каждая Gн1 представляет собой нормальную подгруппу Gj, а каж
дая фактор-группа Gj/Gн1 является простой. Конечные простые группы 
можно систематизировать в разные бесконечные семейства, плюс 26 до
полнительных не поддающихся классификации «спорадических» простых 
групп.) 

В 1964 году код Голея привел Лича к открытию чрезвычайно плотной 
укладки шаров в 24-х измерениях, известной как решетка Лича А. Узлы 

решетки (центры сфер) представляют собой 24-компонентные целочислен

ные векторы со следующими свойствами: чтобы определить, содержится 

лих= (х1 ,х2 , ... х24 ) в А, запишем каждую компоненту xj в двоичном 
представлении 

(7.238) 

Тогда х Е А, если1 

(i) все Xjo либо нули, либо единицы; 

(ii) х j2 представляют собой четную 24-битовую строку, если все х jo равны 

нулю, и - нечетную 24-битовую строку, если все х jo равны единице; 

1 Некоторые альтернативные определения решетки Лича можно найти в книге 
J. Н. Conway, N. J. А. Sloane, Sphere Packiпg, Lattices апd Groиps, Springer Verlag, NY, Berlin, 
et al. ( 1988), Chapter 4, § 11; перевод: Дж. Конвей, Н. Слоэн, Упаковки шаров, решетки и груп
пы.- М.: Мир, 1990, глава 4, § 11.- Прим. ред. 
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(iii) Хр представляют собой 24-битовую строку, содержащуюся в коде Го
лея. 

При употреблении этих правил отрицательное число представляется его 

двоичным доnолнением, например, 

-1 = ... 1111, 

-2 = ... 1110, 

-3 = ... 1101, 

и так далее. (7.239) 

Нетрудно проверить, что Л является решеткой: она замкнута относитель

но сложения. (На остальные биты, кроме битов последних трех разрядов 

двоичного разложения xj, никаких ограничений не накладывается.) 

Подсчитаем число ближайших к началу координат1 соседей (или коли
чество сфер, касающихся любой данной сферы). Все эти точки находятся 

на расстоянии (distance) 2 = 32 от начала координат 

(±2)8(0)16 

(±3)(=F1)23 

(±4)2(0)22 

27 . 759, 

212 . 24, 
(7.240) 

Таким образом существует 27 · 759 ближайших соседей, радиус-векторы ко
торых имеют восемь отличных от нуля компонент, равных ±2 (среди них 
количество отрицательных - четное) и заполняющих позиции, принадле

жащие носителям 759 кодовых слов Голея с весом восемь. Далее, суще
ствует 212 · 24 ближайших соседей, радиус-векторы которых имеют одну 
комnоненту, равную ±3 (она может находиться в любой из 24-х позиций), 
а остальные 23 компоненты равны =f1. При этом верхние знаки приписы
ваются компонентам, которые заполняют позиции, принадлежащие носи

телям кодовых слов Голея произвольного веса. Если, например, выбрана 

комnонента +3, то занимаемая ею позиция вместе с позициями всех отри
цательных компонент (то есть -1) образует носитель одного из 211 остав
шихся (из 212) кодовых слов Голея. Наконец, имеется 22 · е2

4) ближайших 
соседей, радиус-векторы которых имеют только две отличные от нуля ком

поненты ±4, положение и знак которых ничем не ограничены. В сумме 
координационное число решетки равно 196 560. 

1 Символ (а) k ( Ь) 1 обозначает вектор решетки х Е Л, имеющий k и l компонент, равных а 
и, соответственно, Ь. - Прим. ред. 
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Решетка Лича имеет замечательную группу автоморфизмов, открытую 

Конвэем в 1968 году. Это сохраняющая решетку конечная подгруппа груп
пы вращений 80(24) пространства размерности 24. Порядок этой конечной 
группы (известной как ·0, или «точка нуль») равен 

Если ее двухэлементный центр выкидывается, получается спорадическая 

простая группа ·1. К моменту ее открытия, ·1 была самой большой из по
строенных спорадических простых групп. 

Решетка Лича и ее группа автоморфизмов, в конечном счете, (путем, 

который не будет здесь описан) в 1982 году привели Грисса к построению 
наиболее удивительной из всех спорадической простой группы (на суще

ствование которой ранее указывали Фишер и Грисс). Это конечная подгруп

па группы вращений в пространстве размерности 196 884, порядок которой 
приблизительно равен 8.08 х 1053 . Это чудище, известное как F 1 , получило 
прозвище «монстр» (хотя Грисс предпочитает называть его «дружелюбным 

гигантом»). Открытая последней, она является самой большой спорадиче

ской простой группой. 

Таким образом, классификация конечных простых групп многим обя

зана (классической) теории кодирования и, в частности, коду Голея. Воз

можно, теория КККО также завещает математике что-нибудь значительное 

и очень интересное! 

Во всяком случае, поскольку (расширенный) код Голея [24, 12, 8] явля
ется самодуальным, то получаемый при выкалывании код [23, 12, 7]- слабо 
самодуальный; дуальный ему код [23, 11, 8] является его собственным суб
кодом. Отсюда с помощью метода КШС можно построить КККО [[23, 1, 7]]. 
Это не самый эффективный квантовый код, который может исправить три 

ошибки (существует код [[17, 1, 7]], насыщающий границу Рейнса), но он 
обладает особенно тонкими свойствами, благоприятствующими помехо

устойчивым квантовым вычислениям (см. приложение). 

7.16. Пропускпая способность квантового канала 

Как это до сих пор формулировалось, целью построения КККО явля

ется достижение максимального значения расстояния кода d, при заданных 
длине n и количестве закодированных кубитов k. Большее расстояние обес
печивает лучшую защиту от ошибок, так как код с расстоянием d может 
исправить d ~ 1 стираний или ( d ~ 1) /2 ошибок в неизвестных позициях. 
Мы видели, что можно построить хорошие коды, поддерживающие конеч-
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ную скорость воспроизведения k/n при большом n и корректирующие pn 
ошибок, количество которых пропорционально n. 

Теперь мы обратимся к другому, но достаточно близкому вопросу об 

асимптотическом исполнении КККО. Пусть $ - супероператор, действую
щий на операторы плотности в гильбертоном пространстве Н. Будем рас

сматривать супероператоры $, действующие независимо в каждой копии 1{, 

содержащейся в п-кратном тензорном произведении 

нСп) = 1i 0 ... 01i. (7.242) 

Мы бы хотели выбрать такое кодовое подпространство 1{~~1е простран
ства 1{(n), чтобы содержащаяся в 1{~~1е квантовая информация подверга
лась действию супероператора 

(7.243) 

и, тем не менее, могла быть декодирована с высокой точностью воспроиз

ведения. 

Скорость воспроизведения кода определяется как 

l 'l..J(n) 
og 1 Lcode R- . 

- logH(n) ' 
(7.244) 

это количество кубитов, предназначенных для переноса одного кубита 

закодированной информации. Пропускная способность квантового кана

ла Q($) супероператора $ представляет собой максимум асимптотической 
скорости воспроизведения, при которой квантовую информацию можно по

слать по каналу со сколь угодно высокой точностью воспроизведения. Дру

гими словами, Q($) является таким наибольшим числом, что для любого 

R < Q($) и любого Е > О существует такой код 1{~~1е со скоростью вос
произведения, по крайней мере равной R, что для любого I'Ф) Е 1{~~1е сос
тояние р, восстановленное после того, как I'Ф) подвергалось действию $Сп), 
имеет точность воспроизведения 

F = ('ФIРI'Ф) > 1 -Е. (7.245) 

Таким образом, Q($) представляет собой квантовую версию опреде
ленной IПенноном пропускной способности классического канала с шу

мом. Как мы уже видели в пятой главе, это не единственный вид про

пускной способности, которую можно связать с квантовым каналом. Так

же большой интерес представляет С($) -максимальная скорость, с кото
рой классическую информацию можно передавать по квантовому каналу 
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со сколь угодно малой вероятностью ошибки. Формальный ответ на этот 

вопрос был сформулирован в разделе 5.4, но только для ограниченного 
класса возможных схем кодирования; общий ответ до сих пор неизвестен. 

Пропускная способность квантового канала Q($) даже еще менее понят
на, чем классическая пропускная способность С($) квантового канала. От
метим, что Q($) и максимальная асимптотическая скорость воспроизведе
ния k/n, которая может быть достигнута хорошими [[п, k, d]] КККО с по
ложительным djn, суть не одно и то же. В случае пропускной способности 
квантового канала мы не должны требовать, чтобы код корректировал лю

бое возможное распределение pn ошибок, при условии, что ошибки, кото
рые невозможно исправить, становятся в высшей степени атипичными при 

большом n. 
Здесь мы в основном ограничимся обсуждением двух интересных при

меров квантовых каналов, действующих на одиночный кубит - квантового 

стирающего канала (для которого точное значение Q известно) и деполяри
зующего канала (для которого Q не известна до сих пор, но для нее можно 
установить полезные верхнюю и нижнюю границы). 

Что это за каналы? В случае квантового стирающего канала, передан

ный кубит либо приходит неповрежденным, либо (с вероятностью р) теря

ется и его никогда не получают. Мы можем найти унитарное представление 

этого канала, погружая кубит в трехмерное гильбертоно пространство с ор

тонормированным базисом {\0), \1), \2) }. Канал действует согласно правилу 

JO) ® jo)E _" Jl=Pio) ®!О) Е+ y'pj2) ® J1)E, 

\1) ®\О) Е -> Jl=Pi1) ®!О) Е+ ур\2) ® J2)E, (7.246) 

где { 1 О) Е, \1) Е, \2) Е} - взаимно ортогональные состояния окружения. По
лучатель может измерить наблюдаемую \2)(2\, чтобы определить, остался 
ликубит неповрежденным или был «стерт». 

Деполяризующий канал (с вероятностью ошибки р) детально обеуж

дался в разделе 3.4.1. Мы видим, что при р ~ 3/4 судьбу переданного по 
каналу кубита можно описать следующим образом: с вероятностью 1 - q 
(где q = 4р/3) кубит доходит неповрежденным, а с вероятностью q- раз
рушается; в последнем случае его состояние описывается случайной мат-

рицей плотности ! 1. 

И стирающий, и деполяризующий каналы разрушают кубит с опре

деленной вероятностью. Их главное различие состоит в том, что в случае 

стирающего канала получатель знает, какие кубиты были разрушены; в слу

чае деполяризующего канала поврежденные кубиты не несут никаких спо

собствующих восстановлению отличительных признаков. Конечно, в обоих 
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случаях, отправитель не может заранее знать, какие кубиты будут уничто

жены. 

7.16.1. Стирающий канал 

Пропускную способность квантового стирающего канала можно точ

но определить. Сначала мы установим верхнюю границу для Q, а затем 
покажем, что существуют коды, достигающие высокой точности воспроиз

ведения и сколь угодно близкой к верхней границе скорости воспроизве

дения. На первом этапе вывода верхней границы пропускной способности 

покажем, что Q =О при р > 1/2. 
Стирающий канал может быть реализован, если Алиса посылает кубит 

Бобу, а третья сторона в лице Чарли решает случайным образом, украсть 

кубит (с вероятностью р) или позволить кубиту дойти до Боба неповре

жденным (с вероятностью 1-р). Если Алиса посылает большое количество 

кубитов n, то примерно (1- p)n кубитов доходят до Боба, а pn- перехва
тываются Чарли. Следовательно, при р > 1/2 Чарли обладает большим ко
личеством кубитов, чем Боб, и если Боб может восстановить закодирован

ную Алисой квантовую информацию, то вне всякоrо сомнения это может 

сделать и Чарли. Следовательно, если Q(p) > О при р > 1/2, Боб и Чар
ли могут клонировать отправленные Алисой неизвестные закодированные 

квантовые состояния, что невозможно. (Строго говоря, они могут клониро

вать с точностью воспроизведения F = 1 -Е, для любого Е > 0.) Таким 
образом, при р > 1/2 пропускпая способность квантового канала Q(p) =О. 

Чтобы найти границу для Q(p) в случае р < 1/2, мы обратимся к сле
дующей лемме. Предположим, Алиса и Боб связаны посредством идеально

го канала и канала с шумом с пропускной способностью Q > О. Допустим 
также, что Алиса посылает т кубитов по идеальному каналу и n кубитов 
по каналу с шумом. Тогда количество закодированных кубитов r, которые 
Боб может восстановить со сколь угодно высокой точностью воспроизведе

ния, должно удовлетворять неравенству 

r ~ т+Qn. (7.247) 

Мы получим его, заметив, что Алиса и Боб могут имитировать т отправ

ленных по идеальному каналу кубитов, посылая т/Q кубитов по каналу 
с шумом и таким образом достигая скорости воспроизведения 

R= r 
т/Q+n 

(7.248) 
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Если бы r превысило т + Qn, эта скорость R превысила бы пропускную 
способность канала с шумом Q, что невозможно. Следовательно, справед
ливо неравенство (7.247). 

Теперь рассмотрим стирающий канал с вероятностью ошибки р1 
и предположим, что Q(p1 ) > О. Тогда для р2 ~ р1 мы можем ограничить 
Q(p2) неравенством 

(7.249) 

(Другими словами, если мы строим график Q(p) на плоскости (р, Q) и про
водим секущую линию из любой точки (р1 , Q 1 ) до точки (р = О, Q = 1), 
то в интервале О ~ р ~ р1 кривая Q(p) не может лежать выше секущей; 
если Q(p) дважды дифференцируема, то ее вторая производпая не может 
быть отрицательной.) Чтобы получить эту границу, представим, что Алиса 

посылает Бобу n кубитов, заранее зная, какие n(1- p 2 jp1 ) из них прибудут 
неповрежденными. Оставшиеся n(p2 jp1 ) кубитов стираются с вероятно
стью р1 . Следовательно, Алиса и Боб используют как идеальный канал, 

так и канал с шумом с вероятностью стирания р1 ; неравенство (7.247) вер
но, а скорость воспроизведения R, которой они могут достичь, ограничена 
неравенством 

Р2 P2Q( ) R ~ 1 - Pl + Pl Pl . (7.250) 

С другой стороны, при больших n стирается всего около пр2 кубитов, 
а (1- p2 )n кубитов доходят неповрежденными. Таким образом, Алиса 
и Боб имеют стирающий канал с вероятностью стирания р2 , но с тем до

полнительным преимуществом, что они заранее знают, что некоторые из 

отправленных Алисой кубитов неуязвимы для стирания. Располагая этой 

информацией, они оказываются в менее затруднительном положении, чем 

без нее; отсюда следует (7.249). Эта же граница применимаи для деполя
ризующего канала. 

Теперь результат Q(p) =О при р > 1/2 можно скомбинировать с нера
венством (7.249). Мы делаем вывод, что кривая Q(p) не может находиться 
выше прямой линии, соединяющей точки (p=O,Q=1) и (p=1/2,Q=0), 
или 

Q(p) ~ 1- 2р, (7.251) 

Действительно, существуют стабилизирующие коды, которые факти

чески достигают скорости воспроизведения 1- 2р при О ~ р ~ 1/2. Это 
можно увидеть, позаимствовав идею Клода Шеинона и усреднив по слу

чайным стабилизирующим кодам. Представим выбор (подряд) всех n - k 



90 ГЛАВА 7 

генераторов стабилизатора. Каждый выбирается среди 4n операторов Па
ули, имеющих одинаковую априорную вероятность, за исключением того, 

что каждый новый генератор должен коммутировать со всеми выбранными 

в предыдущих раундах генераторами. 

Теперь Алиса использует этот стабилизирующий код, чтобы закодиро
вать Произвольное квантовое состояние в 2k-мерном кодовом подпростран
стве, и посылает Бобу n кубитов по стирающему каналу с вероятностью 
стирания р. Сможет ли Боб восстановить отправленное Алисой состояние? 

Боб заменяет каждый стертый кубит кубитом в состоянии IO), а затем 
приступает к измерению всех n- k генераторов стабилизатора. Из этого из
мерения синдромов он надеется извлечь оператор Паули Е, действующий 

на замещенные кубиты. Коль скоро Е известен, он может применить Et, 
чтобы восстановить идеальную копию отправленного Алисой состояния. 

При большом n количество кубитов, которые Боб должен заменить, при
мерно равно рп, и он успешно их восстановит, если сушествует единствен

ный оператор Паули Е, производящий искомый синдром. Если один и тот 

же синдром имеет более одного оператора Паули, действующего на заме

щенные кубиты, то восстановление может не удаться. 

Какова вероятность сбоя? Так как мы имеем около pn замещенных 
кубитов, существует около 4vn операторов Паули с носителем на этих ку
битах. Более того, для любого конкретного оператора Паули Е случайный 

стабилизирующий код генерирует случайный синдром - каждый генератор 

стабилизатора с вероятность 1/2 коммутирует с Е и с такой же вероятно
стью антикоммутирует. Следовательно, вероятность того, что два оператора 

Паули имеют одинаковый синдром, равна (1/2)n-k. 
Существует по крайней мере один действующий на замещенные куби

ты особый оператор Паули, который имеет искомый Бобом синдром. Но ве

роятность того, что другой оператор Паули имеет такой же синдром (а сле

довательно, вероятность сбоя), не более, чем 

р, . "::: 4pn .!. = 2-n(l-2p-R) 
( )

n-k 

fюl '-" 2 · (7.252) 

где R = k/n- скорость воспроизведения. Неравенство (7.252) ограничива
ет вероятность сбоя, если мы усредняем по всем стабилизирующим кодам 

со скоростью R; отсюда следует, что должен сушествовать по крайней мере 
один стабилизирующий код, вероятность сбоя которого также удовлетворя

ет этому неравенству. 

Для этого конкретного кода Pfail становится сколь угодно малой при 
n --+ оо, при любой скорости воспроизведения R = 1 - 2р - б, строго 
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меньшей 1 - 2р. Следовательно, R = 1 - 2р асимптотически достижима; 

объединяя этот результатснеравенством (7.251), мы получаем пропускную 
способность квантового стирающего канала 

Q(p) = 1- 2р, (7.253) 

Если бы мы хотели гарантировать, что каждому способу поврежде

ния pn стертых кубитов можно сопоставить определенный синдром, тогда 
нам попадобился бы квантовый код [[п, k, d]] с расстоянием d > pn. Грани
ца Гилберта-Варшамова из раздела 7.14 гарантирует существование такого 
кода при 

(7.254) 

Эта скорость может быть достигнута кодом, который защищает от всех воз

можных способов стирания до рп кубнто в. При р > О она лежит строго ни
же пропускной способности, потому что для достижения высокой средней 

точности воспроизведения достаточно быть способным исправлять типич

ные стирания, а не все возможные ошибки. 

7.16.2. Деполяризующий канал 

Пропускпая способность канала деполяризации до сих пор точно не 

известна, но мы можем получить для нее некоторые интересные верхнюю 

и нижнюю границы. 

Как и в случае стирающего канала, мы можем найти верхнюю границу 

для пропускной способности, прибегая к теореме о невозможности кло

нирования. Вспомним, что для деполяризующего канала с вероятностью 

ошибки р < 3/4 каждый кубит с вероятностью 1 - 4р/3 проходит непо
врежденным, либо с вероятностью q = 4р/3 рандомизируется (заменяется 
максимально смешанным р = ~ 1 ). Тогда подслушивающий Чарли может 
имитировать канал, с вероятностью q перехватывая кубиты и замещая каж
дый украденный кубит максимально смешанным кубитом. При q > 1/2 
Чарли перехватывает больше половины кубитов и находится в более вы

годном, чем Боб, положении для декодирования отправленного Алисой со

стояния. Следовательно, чтобы не позволить клонирование, скорость, с ко

торой Алиса посылает Бобу квантовую информацию, должна быть строго 

нулевой при q > 1/2 или р > 3/8: 

Q(p) =о, 3 
р> s· (7.255) 
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На самом деле можно получить более строгую границу, заметив, что 

Чарли может избрать лучшую стратегию подслушивания - применить оп

тимальный приближенный клонер, который вы изучили в домашней зада

че. Это устройство применяется к каждому отправленному Алисой кубпту 

и заменяет его двумя кубитами, так что каждый приближается к оригиналу 

с точностью воспроизведения F = 5/6, или 

(7.256) 

где F = 5/6 = 1 - q/2. Управляя клонером, Чарли и Боб могут полу
чить состояние Алисы, переданноеподеполяризующему каналу с q = 1/3. 
Следовательно, достижимая скорость воспроизведения должна стремиться 

к нулю; иначе, объединяя приближенный клонер и квантовую коррекцию 

ошибок, Боб и Чарли смогли бы точно клонировать неизвестное состояние 

Алисы. Таким образом, уже при q > 1/3 или р > 1/4 пропускпая способ
ность должна обращаться в нуль: 

Q(p) =о, (7.257) 

Учитывая границу (7.249), мы приходим к выводу, что 

Q(p) ~ 1-4р, 1 
о ~р ~ 4" (7.258) 

Этот результат фактически совпадает с найденной в разделе 7.8 границей 
для скорости воспроизведения кодов [[n, k, d]] при k ?: 1 и d ?: 2pn + 1. 
Предел для пропускной способности и граница для допустимой вероятно

сти ошибки кода [[n, k, d]] (а в последнем случае граница Рейпса является 
более строгой) - это разные понятия. Тем не менее, сходство между ними 

не так уж и удивительно, поскольку обе эти границы выводятся из теоремы 

о невозможности клонирования. 

Мы можем получить нижнюю границу для пропускной способности, 
приблизительно подсчитав скорость воспроизведения, которая, как и в слу

чае стирающего канала, может быть достигнута с помощью случайного 

стабилизирующего кодирования. Теперь, когда Боб измеряет n- k (выбран
ных случайным образом, коммутирующих) генераторов стабилизатора, он 

надеется получить синдром, указывающий на единственный из типичных 

паулиевекик операторов ошибок, возникающих с конечной вероятностью, 

когда деполяризующий канал действует на n отправленных Алисой куби
тов. Для любых б, с > О и достаточно большого n, количество Ntyp ти
пичных операторов Паули с полной вероятностью 1 - с можно ограничить 
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следующим образом: 

(7.259) 

Попытка восстановления может оказаться неудачной, если среди этих ти

пичных операторов Паули существует еще хотя бы один, имеющий тот же 

синдром, что и фактический оператор ошибки. Поскольку случайный код 

сопоставляет случайный (n- k)-битовый синдром для каждого оператора 
Паули, вероятность сбоя можно ограничить неравенством 

(7.260) 

Здесь второй член ограничивает вероятность атипичной ошибки, а пер

вый - вероятность неоднозначного синдрома в случае типичной ошибки. 

Мы видим, что усредненная по случайным стабилизирующим кодам веро

ятность сбоя становится сколь угодно малой при больших n, любых б' < О 
и такой скорости воспроизведения R, что 

R == ~ < 1- Н2 (р)- plog2 3- б'. (7.261) 

Если усредненная по кодам вероятность сбоя мала, то существует особый 

код с малой вероятностью сбоя и, следовательно, скорость воспроизведения 

R достижима; пропускмая способность канала деполяризации ограничена 
снизу неравенством 

(7.262) 

Не случайно, что достижимая случайным кодированием скорость вос

произведения согласуется с асимптотической формой квантовой верхней 

границы Хэмминга для скорости воспроизведения невырожденных кодов 

[[n, k, d]] при d > 2pn; к обоим результатам мы приходим, приписывая 
свой синдром каждой типичной ошибке. Конечно, нижняя граница Гилбер

та-Варшамова для скорости воспроизведения кодов [[n, k, d]] лежит ниже 
Q(p), поскольку она получена при условии, что код может исправлять не 
только типичные, но и все ошибки с весом, не превышающим pn. 

Это доказательство методом случайного кодирования можно также 

применить к несколько более общему каналу, в котором возможны ошибки 

Х, У и Z, возникающие с различными частотами. (Назовем его «каналом 
Паули».) Если ошибкаХ возникает с вероятностью Рх, ошибкаУ-с ве
роятностью ру, ошибка Z- с вероятностью pz, а с вероятностью р1 = 1-
- Рх -Ру- Pz не возникает никакой ошибки, то количество типичных 
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ошибок в n кубптах равно 

n! rv 2nH(pт,Px,Py,Pz) 
(Pxn)!(pyn)!(pzn)!(p1n)! ' 

(7.263) 

где 

Н= H(pi,Px,Py,Pz) = 

= -PI log2 p1 - Рх log2 px- ру log2 py- pz log2 pz (7.264) 

- энтропия Шеинона распределения вероятностей {р 1 , р х, Ру, р z}. Теперь 
мы находим 

(7.265) 

если скорость воспроизведения R удовлетворяет неравенству R < 1 - Н, 

тогда снова крайне маловероятно, что отдельный синдром случайного ста

билизирующего кода укажет более, чем на один оператор типичной ошиб

ки. 

7.16.3. Вырождение и пропускпая способность 

Наш вывод нижней границы пропускной способности деполяризую

щего канала имеет близкое сходство с приведеиным в разделе 5.1.3 вы
водом нижней границы пропускной способности классического двоичного 

симметричного канала. В классическом случае существует согласованная 

верхняя граница. Если бы скорость воспроизведения была больше, тогда 

не было бы достаточного количества синдромов, присваиваемых всем ти

пичным ошибкам. 
В квантовом случае это рассуждение не проходит, поскольку квантовые 

коды могут быть вырожденными. Мы не можем требовать существования 

своего синдрома у каждой типичной ошибки, так как действие некоторых 
из них в кодовом пространстве может быть тривиальным. Справедливость 

теряет не только сам вывод; верхняя самосогласованная граница действи

тельно не существует, то есть в квантовом случае достижимы скорости 

воспроизведения, превышающие 1- Н2(р)- plog2 3. 1 

Шор и Смолин исследовали скорость воспроизведения, которая может 

быть достигнута с помощью каскадного кода, состоящего из случайного 

1 Р. М. Shor and J. А. Stmolin, Quantum Error-Correcting Codes Need Not Completely Reveal 
the Error Syndrome, quant-ph/9604006; D. Р. DiVincenzo, Р. W. Shor, and J. А. Smolin, Quantum 
Channel Capacity of Very Noisy Channels, Phys. Rev. А57, рр. 830--839 (1998); quant-ph/9706061. 
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стабилизирующего кода в качестве внешнего и вырожденнего кода с отно

сительно малым размером блока в качестве внутреннего. Согласно их идее, 

вырождение внутреннего кода позволяет достаточному количеству оши

бок действовать тривиально в кодовом пространстве, благодаря чему мо
жет быть превышена скорость воспроизведения, достигаемая посредством 

одного лишь случайного кодирования. 

Чтобы изучить эту схему, представим, что как кодирование, так и де

кодирование выполняются в два этапа. На первом этапе Алиса кодирует 

выбранное ей состояние в большом п-кубитовом блоке, используя согласо

ванный с Бобом (случайный) внешний код. На втором этапе Алиса кодирует 

каждый из этих n кубитов в блоке из т кубитов, используя внутренний код. 
Подобным образом, когда Боб получает nm кубитов, он сначала декодирует 
каждый внутренний блок из m, а затем - блок из n кубитов. 

Очевидно, эту процедуру можно описать на альтернативном языке: 

Алиса и Боб используют лишь внешний код, но кубиты передаются по 

составному каналу: 

хт 

Этот модифицированный канал включает в себя (как показано на рисунке): 

во-первых, внутреннее кодирование, во-вторых, распространение по исход

ному каналу с помехами и, наконец, внутреннее декодирование и внутрен

нее восстановление. Скорость воспроизведения, которая в исходном канале 

может быть достигнута с помощью каскадного кодирования, такая же, как 

и скорость, которая может быть достигнута с помощью случайного кодиро

вания в модифицированном канале. 

В частности, предположим, что внутренним кодом является m-кубито

вый код повторения со стабилизатором 

(7.266) 
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Это далеко не лучший квантовый код; он имеет единичное расстояние, так 

как нечувствителен к фазовым ошибкам- каждый оператор Zj коммутиру
ет со стабилизатором. Но в данном случае для нас важнее высокая высокая 

степень его вырождения, все ошибки Zi эквивалентны. 
Кодирующая (и декодирующая) схема для кода повторения состоит 

лишь из т - 1 вентилей CNOT, так что наш составной канал выглядит 
следующим образом (в случае т= 3): 

(Здесь не изображен заключительный восстановительный этап декодиро

вания; например, если оба измеренных кубита показывают 1, то следует 
инвертировать информационный кубит. В действительности, чтобы упро

стить исследование составного канала, мы пренебрегаем этим шагом.) 

Поскольку CNOT распространяет инвертирование вперед (от управля
ющегокубитак цели), а обращение фазы назад (от цели к управляющему 

кубиту), нетрудно понять, что для каждого возможного результата изме
рения вспомогательных кубитов составной канал является каналом Паули. 
Представим, что это измерение т - 1 кубитов внутреннего блока выпол
няется для каждого из n кубитов внешнего блока. Тогда на каждый из n 
кубитов действует независимый канал Паули, характеризуемый своим на

бором параметров (вероятностей ошибок p}i), рУ(, р~), р~) для i-го кубита). 
Таким образом, количество действующих на n кубитов операторов типич
ных ошибок равно 

где 

п 

2: н, 
2i=l 

' 

н. = H(p(i) P(i) P(i) p(i)) 
, l'X'Y'Z 

(7.267) 

(7.268) 

- энтропия Шеинона канала Паули, действующего на i-й кубит. Cornacнo 

закону больших чисел, для большого n мы получим 

n 

Енi =n(H), (7.269) 
i=l 

где (Н) -энтропия Шеннона, усредненная по 2m-l возможным класси
ческим результатам измерения дополнительных кубитов внутреннего кода. 
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Следовательно, скорость воспроизведения, которая может быть достигнута 

с помощью случайного внешнего кода, равна 

R = _1 ----'-(Н-'-) 
т. 

(7.270) 

(мы делим ее на m., потому что каскадный код имеет длину, в т. раз боль
шую, чем случайный код). 

Шор и Смолин обнаружили, что существуют (т.-кратные) коды повто

рения, для которых (в подходящем диапазоне р) 1- (Н) является положи
тельной величиной, тогда как 1- Н2(р)- plog2 3- отрицательной. Тогда, 
в этом диапазоне, пропускная способность Q(p) ненулевая, следовательно, 
нижняя граница (7 .262) не является строгой. 

Асимптотически неисчезающая скорость воспроизведения достижима 

посредством случайного кодирования при 1- Н2(р) - plog2 3 > О, или 
р < Ртах '='=' 0,18929. Если случайный внешний код каскадируется с 5-ку
битовым внутренним кодом повторения (m. = 5 оказывается оптимальным 
выбором), тогда 1- (Н) >О при р < P:Uax '='=' 0,19036; максимальная веро
ятность ошибки, для которой достижима иенулевая скорость воспроизведе

ния, возрастает примерно на 0,6%. То, что в этом диапазоне вероятностей 
ошибки каскадный код должен превзойти случайный, не является очевид

ным, хотя, как мы отметили, этого можно было ожидать, из-за (фазового) 

вырождения кода повторения. Не очевидно также и то, что т. = 5 должно 
быть лучшим выбором, но это можно проверить явным вычислением (Н). 1 

Деполяризующий канал является одним из наиболее простых кванто

вых каналов. Но даже для этого случая проблема характеристики и вычис

ления пропускной способности во многом не решена. Этот пример показы

вает, что из-за возможности вырожденнога кодирования проблема пропуск

ной способности для квантовых каналов оказывается куда более острой, 

чем для классических каналов. 

Мы видели, что (если ошибки хорошо описываются деполяризующим 

каналом) квантовую информацию можно извлечь из квантовой памяти со 

сколь угодно высокой точностью воспроизведения, пока вероятность ошиб

ки на один кубит меньше 19%. Это является улучшением относительно 
1 0%-ой частоты появления ошибок, которой, как мы обнаружили, можно 
пользоваться при каскадном соединении кода [[5, 1, 3]]. В действительно
сти, коды [[n, k, d]], которые могут исправить вплоть до пр ошибок любо-

1 На самом деле можно достичь дальнейшего очень незначительного улучшения путем 
каскадного соединения случайного кода с описанным в упражнениях 25-кубитовым обобщен

ным кодомШора-тогда иенулевая скорость достигается при р < Р:Пах с:= 0,19056 (еще на 
0.1% лучше максимально допустимой вероятности ошибки в коде повторения). 
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го распределения, согласно границе Рейпса не существуют при р > 1/6. 
Иенулевая пропускпая способность возможна для частот появления оши

бок в интервале от 16.7% до 19 %, потому что для КККО достаточно быть 
способным исправлять типичные ошибки, а не все возможные. 

Однако утверждение о том, что восстановление возможно, даже если 

19% кубитов подвергаются разрушению, весьма обманчиво в одном важ
ном отношении. Этот результат применим, если кодирование, декодирова

ние и восстановление могут быть выполнены безупречно. Но эти опера
ции на самом деле представляют собой очень сложные квантовые вычис

ления, которые на практике, конечно, будут чувствительны к ошибкам. Мы 

не сможем полностью понять, насколько хорошо кодирование может защи

тить квантовую информацию от повреждений, пока не научимся составлять 
протокол исправления ошибок, надежный, даже если исполнение самого 
протокола неидеально. Такие помехоустойчивые протоколы обсуждаются 

в приложении. 

7.17. Итоги 

Квантовые коды коррекции ошибок. Коррекция квантовых ошибок 

может защитить квантовую информацию от декогерентизации и «унитар

ных ошибок», возникающих вследствие неидеальной реализации кванто

вых вентилей. В (двоичном) квантовом коде коррекции ошибок (КККО) 

2k-мерное гильбертово пространство k закодированных кубитов Н.соdе вло
жено в 2n-мерное гильбертово пространство n кубитов. Действующие на n 
кубитов ошибки обратимы при условии, что ('ФIMiMI'I'Ф)/('ФI'Ф) не зави
сит от I'Ф) для любого I'Ф) Е Н.соdе и любых двух операторов Крауса Mll,"' 
возникающих в разложении супероператора ошибки. Супероператор вос

становления преобразует запутывание окружения с кодовым блоком в за

путывание окружения со служебным кубитом, который затем может быть 
выброшен. 

Квантовые стабилизирующие коды. Большинство КККО, которые 

могут быть построены, представляют собой стабилизирующие коды. Дво

ичный стабилизирующий код характеризуется своим стабилизатором S 
и абелевой подгруппой п-кубитовой группы Паули Gn = {1, Х, У, Z}®n 
(где Х, У, Z- однокубитовые операторы Паули). Кодовое подпростран

ство представляет собой пространство состояний, одновременно являю

щихся собственными векторами всех элементов S, соответствующими еди
ничному собственному значению; если S имеет n - k независимых гене
раторов, тогда существует k закодированных кубитов. Стабилизирующий 
код может исправить каждую ошибку из подмножества Е группы Gn, если 
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для каждого Еа, Еь Е [оператор ЕlЕь или принадлежит стабилизатору S, 
или не принадлежит нормализатору стабилизатора SJ.. Если для Еа ь Е [ 

некоторый оператор ЕlЕь принадлежит S, то код вырожден; в прот~вном 
случае - невырожден. Операторы из sJ. \ s представляют собой «ЛОГИ
ческие» операторы, действующие на закодированную квантовую инфор

мацию. Стабилизатор S может быть связан с аддитивным кодом над ко
нечным полем GF(4), самоортогональным относительно симплектическо
го внутреннего произведения. Весом оператора Паули является количество 

кубитов, на которые он действует нетривиально, а расстоянием d стабили
зирующего кода- минимальный вес элемента из SJ. \ S. Код, имеющий 
длину n, k закодированных кубитов и расстояние d, называется квантовым 
кодом [[п, k, d]]. Если код осуществляет восстановление от любого суперо
ператора ошибки с носителем на операторах Паули с весами, не превыша

ющими t, то мы говорим, что код «может исправить t ошибок». Код с рас
стоянием d может исправить ( d - 1) /2 ошибок в неизвестных позициях 
и d- 1 ошибок в известных позициях. Можно построить «хорошие» семей
ства стабилизирующих кодов, в которых djn и k/n остаются отличными от 
нуля при n --t оо. 

Примеры. Квантовый код [[5, 1, 3]], связанный с классическим ко
дом Хэмминга над GF( 4), представляет собой код минимальной длины, 
способный исправить одну ошибку. По заданному классическому линей

ному коду cl и его субкоду с2 ~ cl можно построить квантовый код 
Колдербенка~Шора~Стина (КШС-код) с k = dim(C1 ) - dim(C2 ) закоди
рованными кубитами. Расстояние d КШС-кода удовлетворяет неравенству 
d ): min(d1 , d~ ), где d1 -расстояние С1 , а d~ -расстояние Cf, дуаль
ного коду С2 • Простейшим КШС-кодом является квантовый код [[7, 1, 3]], 
построенный из классического кода Хэмминга [7, 4, 3] и его четного суб
кода. Каскадное соединение квантовых кодов [[n1 , 1, d1]] и [[п2 , 1, d2]] дает 
вырожденный код [[п 1 n 2 , 1, d]] с d): d1 d2 . 

Пропускпая способность квантового канала. Пропускной способ

ностью квантового канала (квантового канала с помехами) является макси

мальная скорость воспроизведения, с которой квантовая информация мо

жет быть передана по каналу и декодирована со сколь угодно высокой точ

ностью воспроизведения. Пропускпая способность двоичного стирающего 

канала с вероятностью стирания р равна Q(p) = 1- 2р при О :::;: р (: 1/2. 
Пропускнан способность двоичного деполяризующего канала до сих пор 

неизвестна. Ее вычисление представляет собой довольно тонкую пробле
му, nоскольку оnтимальный код может быть вырожденным; в частности, 

СJI)'Чайные коды не достигают асимптотически оптимальной скорости вос

произведения по квантовому каналу. 
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7.18. Упражнения 

7.1. Код коррекции фазовых ошибок. а) Постройте генераторы стабили
затора для кода сn= 3, k = 1, который может исправить одно инвер
тирование бита; убедитесь в том, что восстановление возможно при 

любой ошибке из множества Е = {111, Х11, 1Х1, 11Х}. Найдите 
ортанормированный базис для двумерного кодового подпространства. 

Ь) Постройте генераторы стабилизатора для кода с n = 3, k = 1, ко
торый может исправить одну фазовую ошибку; убедитесь в том, что 

восстановление возможно при любой ошибке из множества Е = 

= {111, Z11, 1Z1, 11Z}. Найдите ортанормированный базис для 
двумерного кодового подпространства. 

7.2. Коды обнаружения ошибок. а) Постройте генераторы стабилизатора 
для квантового кода [[п, k, d]] = [[3, О, 2]]. Используя этот код, мы мо
жем обнаружить любую однокубитовую ошибку. Найдите закодиро
ванное состояние. (Не кажется ли оно вам знакомым?) 

Ь) Два КККО С1 и С2 (с одинаковой длиной n) эквивалентны, если 
пересталовка кубитов, в совокупности с однокубитовым унитарным 

преобразованием, иревращает кодовое подпространство cl в подпро
странство С2 • Все ли стабилизирующие коды [[3, О, 2]] эквивалентны? 

с) Существует ли стабилизирующий код [[3, 1, 2]]? 

7.3. Максимальное запутывание. Рассмотрите квантовый код [[5, 1, 3]], 
генераторы стабилизатора которого М1 = XZZX1, а М2 3 4 полу

чаются из М1 циклическими перестановками, и выберите ~ ~ачестве 
закодированной операции Z = ZZZZZ. Из закодированных состояний 
/0) с Z/0) = /0) и JI) с Z/I) = -JI) постройте код с n = 6, k = О, 
закодированное состояние которого имеет вид 

~(/0) ®-/0) + /1) ® ji)). (7.271) 

а) Постройте множество генераторов стабилизатора для этого кода 

сn= 6, k =О. 

Ь) Определите расстояние этого кода. (Вспомните, что для кода с k =О 
расстояние определяется как минимальный вес любого элемента ста

билизатора.) 

с) Найдите р(з), матрицу плотности, которая получается, если выби
раются три кубита, а по состояниям трех других кубитов вычисляется 

след. 
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7.4. Кодовые слова и нелокальность. Для кода [[5, 1, 3]] с генераторами 
стабилизатора и логическими операторами из предыдущей задачи: 

а) Выразите Z как оператор Паули с весом три, через тензорное произ
ведение операторов 1, Х и Z (без У). Обратите внимание, что вслед
ствие цикличности кода все циклические перестановки вашего выра

жения являются эквивалентными способами представления Z. 
Ь) Используйте предположение об эйнштейновской локальности ( скры
тые локальные переменные ), чтобы предсказать зависимость между 
пятью (связанными циклически) найденными в (а) наблюдаемыми 

и наблюдаемой ZZZZZ. Выполняется ли эта связь между наблюда
емыми в состоянии IO)? 

с) Что сказал бы об этом Эйнштейн? 

7.5. Обобщенный код Шора. Для целого числа т~ 2, рассмотрите обоб
щение 9-кубитового кода Шора с параметрами n = т2 , k = 1 и кодо
вым подпространством, натянутым на два состояния: 

IO) = (IOOO ... О)+ 1111 ... 1) )0m, 

11) = (IOOO ... О) -1111 ... 1))0 m. (7.272) 

а) Постройте генераторы стабилизатора для этого кода, а так же логи

ческие операции Z и Х, такие что 

Zlб) = lб), 
.ZJI) = -II), 

Ь) Каково расстояние этого кода? 

Хlб) = ii), 
XII) = lб) . (7.273) 

с) Предположите, что т- нечетноечисло и что каждый из n = т2 

кубитов подвергается действию деполяризующего канала с вероятно

стью ошибки р. Насколько хорошо этот код защищает закодированный 

кубит? В частности, 

(i) в главном нетривиальном порядке пор, оцените вероятность логи
ческой ошибки инвертирования бита IO) ~ II), 

(ii) в главном нетривиальном порядке по р, оцените вероятность ло
гической фазовой ошибки jO) _____. IO), II) _____. -II). 

d) Рассмотрите асимптотическое поведение вашего результата в (с) при 
большом т. Какому условию должно удовлетворять р, чтобы код обес

печил хорошую защиту: (i) от инвертирования битов и (ii) от фазовых 
ошибок в пределе n _____. оо? 



102 ГЛАВА 7 

7.6. Кодирующие схемы. Для квантового кода [[п, k, d]] кодирующим пре
образованием служит унитарное преобразование U, действующее как 

U : J?j!) 0]0)0(n-k) ___. jф), (7.274) 

где J?j!) - произвольмое k-кубитовое состояние, а jф) - соответству
ющее закодированное состояние. Разработайте квантовую схему, осу

ществляющую кодирующее преобразование для 

а) кода Шора [[9, 1, 3]]; 

Ь) кода Стина [[7, 1, 3]]. 

7.7. Укорачивание квантового кода. а) Рассмотрите двоичный стабили
зирующий код [[n, k, d]]. Покажите, что можно выбрать n- k гене
раторов стабилизатора так, чтобы на последний кубит нетривиально 

действовали не более двух (то есть оставшиеся n- k- 2 генераторов 
применяют к последнему кубиту 1). 

Ь) Эти n- k- 2 генераторов стабилизатора, применяющих 1 к послед
нему кубиту, по-прежнему будут коммутирующими и независимыми, 

если мы выбросим последний кубит. Следовательно, они представляют 

собой генераторы для кода с длиной n- 1 и k + 1 закодированными ку
битами. Покажите, что если исходный код невырожден, то расстояние 

укороченного кода равно по крайней мере d- 1. (Указание: Сначала 
покажите, что если существует элемент (n- 1)-кубитовой группы Па
ули с весом t, коммутирующий со стабилизатором укороченного кода, 
то существует элемент п-кубитовой груШIЫ Паули с весом, не превы

шающим t + 1, коммутирующий со стабилизатором исходного кода.) 

с) Примените процедуру укорачивания (а) и (Ь) для КККО [[5, 1, 3]]. 
Узнаёте ли вы полученный код? (Указание: Может оказаться полез
ным воспользоваться свободой выбора базиса для некоторых из куби

тов.) 

7.8. Коды для кудитов. Кудит представляет собой d-мерную квантовую 
систему. Действующие на кубиты операторы Паули 1, Х и Z можно 
обобщить на кудиты следующим образом. Пусть {JO), J1), ... , Jd -1)} 
обозначает ортанормированный базис в гильбертовам пространстве 

одного кудита. Определите операторы: 

Х : Jj) ___. Jj + 1 (mod d)), 

Z : Jj) ___. wjjj), (7.275) 
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где UJ = exp(2пi/d). Тогда d х d-операторы Паули Er,s равны 

Er,s = xrzs, r, s = О, 1, ... , d- 1. (7.276) 

а) Образуют ли Er,s базис в пространстве операторов, действующих 

на кубит? Унитарны ли они? Вычислите tr(Et,sEt,u)· 

Ь) Операторы Паули удовлетворяют условиям 

(7.277) 

где Т/r,s;t,u - фазовый множитель. Вычислите этот фазовый множитель. 

п-кратные тензорные произведения этих действующих на кудит опера

торов Паули образуют группу G~d) порядка d2n+l (и если мы удалим 
его d-элементный центр, то получим группу G~d) порядка d2n). Чтобы 
построить стабилизирующий код для кудитов, мы выбираем абелеву 

подгруппу группы G~d) с n - k генераторами; такой код является об
щим собственным состоянием этих генераторов с собственным значе
нием единица. Если d - простое число, то кодовое подпространство 

имеет размерность dk: k логических кудитов закодированы в блоке 
из n кудитов. 

с) Объясните, насколько иной может быть размерность, если d не явля
ется простым числом. (Указание: Рассмотрите случай d = 4 и n = 1.) 

7.9. Измерение синдрома для кудитов. Ошибки в кудитах выявляются 

при измерении генераторов стабилизатора. С этой целью мы можем 

осуществить двухкудитовый вентиль SUM (который обобщает вентиль 
CNOT), действующий как 

SUM : lj) ® lk) --> lj) ® lk + j (mod d)). (7.278) 

а) Опишите содержащую вентили SUM квантовую схему, которую 
можно осуществить для измерения п-кудитовой наблюдаемой вида 

(7.279) 
а 

Если d- простое число, то для каждого r, s = О, 1, 2, ... , d- 1 суще
ствует такой однокудитовый унитарный оператор U r,s, что 

(7.280) 
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Ь) Опишите содержащую вентили SUM и Ur 
8 
квантовую схему, кото

рую можно осуществить для измерения про~звольного элемента G~d) 
вида 

N\E . 
\(у ra,Sa 

(7.281) 
а 

7.10. Коды обнаружения ошибок для кудитов. Кудит с d = 3 называется 
кутритом. Рассмотрите кутритоный стабилизирующий код с длиной 

n = 3 и с одним (k = 1) закодированным кутритом, определяемый 
двумя генераторами стабилизатора 

zzz, ххх. 

а) Коммутируют ли генераторы? 

Ь) Определите расстояние кода. 

(7.282) 

с) Найдите явное выражение ортонормированного базиса для трех

мерного кодового подпространства через ортонормированный базис 

{10), 11), 12)} для кутрита. 

d) Постройте генераторы стабилизатора для n = 3m кутритоного ко
да (где т - произвольвое положительное целое число) с k = n - 2, 
который может обнаружить одну ошибку. 

е) Постройте генераторы стабилизатора для выявляющего одну ошиб
ку кудитового кода с параметрами n = d, k = d - 2. 

7.11. Коды коррекции ошибок для кудитов. Рассмотрите кудитовый ста
билизирующий код при n = 5, k = 1 с генераторами стабилизатора 

М1 = х z z-1 х-1 1 
М2= 1 х z z-1 х-1 

(7.283) 
Мз= х-1 1 х z z-1 
М4= z-1 х-1 1 х z 

(второй, третий и четвертый генераторы получены из первого при по

мощи циклических перестановок кудитов). 

а) Определите порядок каждого генератора. Действительно ли генера

торы независимы? Коммутируют ли они? Является ли пятая цикличе

ская перестановка zz-1 х-1 1Х независимой от остальных? 

Ь) Определите расстояние этого кода. Является ли код невырожден

ным? 
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с) Постройте закодированные операции Х и Z, выразив их как опера
торы с весом три. (Убедитесь в том, что для любого значения d эти опе
раторы подчиняются правильным коммутационным соотношениям). 

Решения упражнений к главе 71 

7.1. Коды коррекции фазовых ошибок 

а) Квантовый код коррекции инвертирования бита является классическим 
кодом повторения. Он имеет генераторы стабилизатора 

М1 = ZZl, 
М2 = lZZ. 

Выбор представления закодированных операторов в виде 

Х=ХХХ, 

отбирает базис кодовых слов 

z = zzz 

/0) = /000), 
11) = jlll). 

Другое представление закодированных операторов привело бы к дру

гому базису. Данный выбор делает этот код наиболее похожим на его клас

сический аналог. 

Ь) Квантовый код коррекции обращения фазы также представляет собой 

классический код повторения, хотя и в другом базисе. Он имеет генераторы 
стабилизатора 

М1 =XXl, 
М2 = lXX. 

Выбор такого же, как и выше, представления закодированных операторов 

отбирает базис кодовых слов 

Х=ХХХ, 

Z= zzz 

/О)= }s(IO) + /1))®3
, 

11) = _.1_(/0) -11))®3
. 

vГs 
1 Решения выполнены Эндрю Лэндалом. 
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Заметим, что если мы локально совершим адамаронекий поворот бази

са каждого кубита [ЩО) = (\0) + \1)) 1-12, Щ1) = (JO) -\1)) 1 J2] и операто
ров стабилизатора [HZH-1 = Х, НХН-1 = Z], то получим тот же самый 
код, что и в части (а). По этой причине можно сказать, что квантовые ко

ды инвертирования бита и обращения фазы эквивалентны с точностью до 
локальных унитарных преобразований [ер. задачу 7.2(Ь)]. 

7.2. Коды детектирования ошибок 

а) Код [[3, О, 2]] можно построить, дополняя один из кодов из задачи 7.1 за
кодированной операцией (коммутирующей со стабилизатором). Чтобы со

хранить расстояние кода, эту закодированную операцию следует выбрать 

с минимальным весом не ниже двух. [Имея в виду то, как в задаче 7.3(Ь) 

определяется расстояние кода с k = 0.] Одним из таких выборов является 

М1 = ZZl, 

М2 = lZZ, 
М3 =ХХХ. 

Закодированным состоянием [то есть XjO) из 7.1(а)] является знакомое 
трехкубитовое кот-состояние, также известное как состояние Гринбергера

Горна-Цайлингера (ГГЦ): 

~(\000) + \111)). 

Ь) Да, в этом смысле все стабилизирующие коды [[3,0,2]] эквивалентны. 
Покажем, что это так, различными способами конструируя их генераторы 

стабилизаторов. Такой подход ведет к ответу, который больше похож на 

решение «логической загадки». 

Начнем с того, что стабилизатор содержит всего n - k = 3 генератора, 
которые в самом общем случае имеют вид 

М1 = ±АВС, 

М2 = ±DEF, 

M 3 =±GHJ. 

С помощью локальных унитарных преобразований (ЛУП) всегда можно 

избавиться от общих фаз генераторов. 
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Код должен антикоммутировать со всеми ошибками единичного веса 

(чтобы детектировать их!), то есть А, D и G не могут быть все одинако
выми. Следовательно, без потери общности можно считать А# D, более 
того, используя ЛУП, преобразовать А ---+ Х, D ---+ Z. Тогда, действуя на 
М3 операторами М1 или М2 (или обоими) до тех пор пока G не обратится 
в единичный 1, получим 

М1 =ХВС, 
М2 = ZEF, 

М3 = 1HJ. 

Все генераторы должны коммутировать, следовательно либо {В, Е} = О 
либо {С, F} = О. Вновь без потери общности (при необходимости поменяв 
местами второй и третий кубиты) можно положить {В, Е}= О и, применяя 
ЛУП, выбрать В = Х и Е = Z. Теперь генераторы выглядят как 

М1 =ХХС, 
М2 = ZZF, 

М3 = 1HJ. 

Так как ошибка с единичным весом 11J не должна коммутировать 
со стабилизатором, операторы С и F не могут одновременно быть рав

ными единичному 1. Как мы увидим в задаче 7.3(Ь) код с расстоянием 
два и k = О не может иметь элементов стабилизатора с меньшим, чем два, 
весом. (В этом смысле все коды с k = О невырождены.) Следовательно, 

ошибка 11J не может принадлежать стабилизатору, то есть Н # 1. Но 
поскольку [М1 , М2 ] = О, то [С, F] = О. Следовательно, или С = F # 1, 
или только один из них равен единичному оператору. Так как мы всегда 

можем применить ЛУП Х ~ Z одновременно к первым двум кубитам, то 
без потери общности можно выбрать оператор С не равным единичному. 

Подействовав другим ЛУПом на третий кубит, можно положить С = Х. 

Следовательно, оператор F равен или Х, или 1. Если F = Х, то, выполняя 
отображение М2 ---+ М1 М2 = УУ1, а затем применяя к первым двум 

кубитам ЛУП У ~ Z, второй генератор М2 можно преобразовать в ZZ1. 
Следовательно, не теряя общности, можно выбрать F = 1. Теперь генера
торы выглядят как 

М1 =ХХХ, 
М2 = ZZ1, 

М3 = 1HJ. 
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Наконец, из равенств (М2,М3] = О и (М1,М3] = О следует, что 
Н= Z, а J равен или Z, или 1. Но J не может быть равным 1, поскольку 
тогда ошибка с единичным весом 1Z1 коммутировала бы с М3 (фактиче
ски, в этом случае 1Z1 совпадает с М3). Следовательно, J = Z и, значит, 
наиболее общий стабилизирующий код [[3, О, 2]] имеет генераторы 

М1 =ХХХ, 

М2 = ZZ1, 

М3 = 1ZZ. 

с) Нет, стабилизирующий код [[3, 1, 2]] не существует. Для того чтобы та
кой код детектировал все возможные однокубитовые ошибки, каждый стол

бец генераторов стабилизатора должен содержать как оператор Х, так и Z 
(или У). Однако код [[3, 1, 2)) имеет только два генератора стабилизатора, 
и нет возможности сделать коммутирующими произведение трех пар анти

коммутирующих операторов. 

Замечание. То, что код [[3, 1, 2]] не существует, может показаться удиви
тельным, поскольку, как мы видели в задаче 7.1(а), коды с n = 3, k = 1, де
тектирующие ошибку инвертирования бита и обращения фазы, существу

ют. Дело в том, что не существует кода с n = 3, k = 1, способного детек
тировать все возможные ошибки; такие коды могут только корректировать 

ошибки, возникающие в пекотором базисе. Поскольку кубиты весьма доро

ги, то, стремясь максимизировать эффективность квантового кода коррек

ции ошибок с n = 3, важно знать, в каком базисе предпочитает действовать 
окружение. 

7 .3. Максимальное запутывание 

а) Пусть jф) обозначает закодированное состояние. Мы должны найти n
- k =б линейнонезависимых фиксирующих jф) операторов. Данное в за
даче разложение типа Шмидта для IФ) делает ясным, что это состояние 
фиксируется всеми операторами вида 1М, где М принадлежит стабили

затору кода ([5, 1, 3)]. Более того, поскольку IФ) имеет ту же природу, что 
и кот-состояние, то оно фиксируется и операторами ХХ и ZZ. Поэтому 
полный список генераторов стабилизатора этого кода выглядит следующим 

образом: 

М1 = 1XZZX1, 
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М2 = llXZZX, 
М3 = lXlXZZ, 
М4 = lZXlXZ, 

М5 =ХХХХХХ, 
М6 = zzzzzz. 
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Ь) Расстояние кода равно четырем, и он невырожден. Эти выводы зависят 

от того, как интерпретируется расстояние и вырождение квантового кода 

с k =о. 

Замечания о расстоянии при k = О 

Для кодов с k = О ·стандартное понятие расстояния определено недо
статочно четко. Обычно мы говорим, что расстоянием кода является наи

больший вес представлений минимального веса для закодированных опе

раторов Х и Z. Но для кодов с k = О не существует закодированных опе
раторов! Следовательно, мы должны вернуться к самым основам, чтобы 

понять, что означает расстояние в этом случае. 

1) Расстояние на языке корректирования 

Один способ состоит в определении расстояния кода с k = О с помо
щью его свойств, корректирующих ошибки. Однако это ведет к выводу, 

что расстояние всегда равно n, так как закодированное состояние из
вестно. «Восстановлением» является просто приготовление состояния 

заново! Эта интерпретация не выглядит достаточно ясной и, фактиче

ски, является не лучшим способом думать о том, что здесь происходит. 

2) Расстояние на языке детектирования 

d>изически более мотивированным понятием расстояния является то, 

которое количественно определяет, сколько из n физических кубитов 
взаимодействовало с окружением если было приготовлено k логиче
ских кубитов. Эта интерпретация фокусируется скорее на детектиро
вании, чем на коррекции. Тогда расстояние может быть разумно опре
делено как число, превышающее на единицу максимальное количество 

детектируемых взаимодействий кубитов (d = t+l). Мы можем исполь
зовать это определение расстояния, чтобы поставить разумный вопрос 

о декогерентизирующей силе окружения и экспериментально ответить 

на него, используя коды с k = О. 

Напомним, что ошибка является детектируемой, если и только если 

она аитикоммутирует с некоторым генератором стабилизатора. Одна-
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ко для кодов с k = О стабилизатору принадлежат только элементы, 

коммутирующие со всеми его же элементами. По этой причине макси

мальное количество детектируемых ошибок равно минимальному из 

весов нетривиальных элементов стабилизатора. Это позволяет найти 

расстояние кода (во второй из приведеиных трактовок), лишь посмот

рев на его стабилизатор. Воспользуемся этим результатом, чтобы найти 

расстояние кода, предложенного в части (а) этой задачи. 

Будем использовать определение (2), чтобы найти расстояние кода 
[[б, О, 4]]. Поскольку его стабилизатор достаточно мал, мы можем обсле
довать его явно, чтобы найти элемент с минимальным весом. Его стабили

затором является 

1XZZX1, ZY11YZ, 

-,1УХХУ1, -ZXYYXZ, 

-1ZYYZ1, -Z1XX1Z, 

111111, zzzzzz, 

Х1УУ1Х, YZXXZY, 

-XZ11ZX, -УХ11ХУ, 

-XYZZYX, -Y1ZZ1Y, 

хххххх, УУУУУУ, 

плюс перестановки. 

Непосредственная проверка показывает, что минимальный вес элемен

тов стабилизатора равен четырем. 

Замечания о вырождении 

В применении к коду с k = О вырождение также является не четко 
определенным понятием. Обычно мы говорим, что код вырожден, если ми

нимальный вес элемента стабилизатора меньше d. Но как мы видели выше, 
для кодов с k = О расстояние d определяется как минимальный вес элемен
тов стабилизатора. В этом смысле все коды с k = О суть невырожденные. 

Более физическим способом определения вырождения кода с k = О 

является описание его как вырожденного, если существует две различные 

детектируемые ошибки, которые одинаково влияют на закодированное со

стояние. (Следовательно, не существует измерения синдрома, способного 
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различить эти две ошибки, даже несмотря на то, что можно детектировать, 

когда происходит одна из них.) Согласно этому определению, код [[6, О, 4]] 
наследует невырожденность своего родительского кода [[5, 1, 3]]. 

Используя обе эти интерпретации, мы находим, что квантовый код 

[[6, О, 4]] невырожден. 

с) В разделе 7.3.4 было в достаточно общем виде доказано, что вычисление 
следа по d- 1 кубитам невырожденного кода с расстоянием d дает матрицу 
плотности, пропорциональную единице. Следовательно, 

7.4. Кодовые слова и пелокалькость 

а) С помощью иреобразования Z -+ ZM1 М3 (возможны и другие преоб
разования) мы можем перейти от представления Z = ZZZZZ к представ
лению с весом три: 

z = zzzzz, 
М1 = XZZXl, 
М3 = XlXZZ, 
Z' = -ZlXXl. 

Следует быть внимательным при перемножении в четвертом столбце: пра
вильный общий знак наверняка получится при разбиении умножения на 

два шага ZX =У, YZ = -Х. 

Ь) Теоретик, занимающийся скрытыми переменными, хотел бы знать ре

зультат измерения ZZZZZ без его фактического выполнения. Скорее, он 
(или она) хотел бы сделать вывод о значении этой наблюдаемой, исполь

зуя измерение некоторой из ее подсистем и знание некоторого глобального 

свойства состояния, то есть примерно в том же духе, как и в мысленном 

ЭПР-эксперименте, в начале которого известно, что две частицы имеют 

суммарный спин, равный нулю, а затем предпринимается попытка сделать 

вывод о значении 0'~1 ) (или 0'~2)) по результату измерения 0'~2) (или 0'~1 )). 
Рассмотрим систему, первоначально приготовленную как общее соб

ственное пространство найденных в части (а) пяти циклически связанных 



112 

наблюдаемых 

ГЛАВА 7 

Z0 = -ZlXXl, 

Z1 = -lZlXX, 
Z2 = -XlZlX, 

Z3 = -XXlZl, 

Z4 = -lXXlZ. 

Теоретик, занимающийся скрытыми переменными, замечает, что о соб

ственном значении Z на i-ом кубите можно сделать вывод, измеряя Х на 
кубитах (i + 2) mod5 и (i + 3) mod5 и зная (глобальное) собственное чис
ло mi наблюдаемой Zi. Он (или она) доказывает, что, измеряя ХХХХХ, 
можно сделать вывод о собственном значении ZZZZZ, фактически не из
меряя его. Следовательно, предсказание состоит в том, что собственное 

значение 2 наблюдаемой ZZZZZ связано с собственными значениями xi 
наблюдаемой X(i) и с mi соотношением 

( )( 22222)-l = - momi m2mзm4 xaxl х2хзх4 = 

= -(m0m 1m 2m 3m4). 

Для состояния JO) m 0 = m 1 = m 2 = m 3 = m 4 = +1 так, что пред
сказывается z = -1. Однако это находится в прямом противоречии с кван
тономеханическим результатом, который предсказывает, что ZZZZZJO) 
= + 1·JO). 

с) Эйнштейн сказал бы, что приведеиное выше доказательство устанавли

вает экспериментально проверяемое различие между двумя эпистемиологи

ческими точками зрения, поддерживаемыми теорией скрытых переменных 

и квантовой механикой соответственно. Он мог бы добавить, что его сов

местный с Розеном и Подольеким первоначальный пример демонстрирует 

то же самое различие, но гораздо проще для понимания. 

7.5. Обобщенный код Шора 

а) Задача лучше решается на словах, чем в громоздкой записи. Концеп

туально, стабилизирующими операторами являются т - 1 операторов ZZ, 



7.18. УПРАЖНЕНИЯ 113 

действующих на ближайшие соседние кубиты внутри каждого из т блоков, 

плюс т - 1 операторов ХХ ... Х, действующих на каждую пару ближай
ших соседних блоков. Закодированные операции представляют собой Х, 
который инвертирует закодированный бит, обращая фазы каждого из бло

ков (используя один оператор Z на каждый блок), и Z, который обра
щает закодированную фазу, инвертируя все биты внутри блока (исполь

зуя X 0 m). В громоздких обозначениях мы можем использовать двойной 
индекс кубитов: первый индекс помечает, в каком блоке находится кубит, 

а второй - позицию кубита в этом блоке. Принимая эти обозначения, мы 

имеем 

м(z) = z z '+1 i = 1, ... 'т, J. = 1, ... 'т- 1, 
~,J ~,] 'l,J ' 

м~х) = xi,l ... xi,mxi+1,1 ... xi+1,m' i = 1, ... 'т- 1, 

х = zl1 ... z 1 ' m,' 

Заметим, что, как и ожидалось, существует т( т- 1) +т -1 = т2 - 1 = 

= n - k генераторов стабилизатора. 

Ь) Закодированный оператор минимального веса (Z) имеет вес т, так что 
расстояние кода равно т. Непосредственной проверкой можно убедиться 

в том, что не может быть других операций с более низким весом. 

с) 1) ОшибкаХ требует, чтобы более чем в половине блоков произошло об
ращение фазы (с помощью оператора Z). Событие, которое выполняет это 
в главном порядке по р, состоит в том, что в отдельных блоках появляется 

точно (т + 1) /2 ошибок Z. Вероятность этого события равна 

( т блоки ) ( б /б ) (m+l)/' блоки 
р = m+l 

т ку иты локи 

х 1 
2 

( ) (m+l)/2 ошибки 

х ~[для ошибки Z] + ~[для ошибки Х] 

( т ) ( 7) (m+1)/2 ( 2:) (m+1)/2 
m+l 

2 
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2) Ошибка Z требует, чтобы более чем в половине в нечетнам коли
честве блоков произошло инвертирование их битов (с помощью операто

ров Х). Событие, которое выполняет это в главном порядке по р, состоит 

в том, что в одном блоке появляется точно ( m + 1) /2 ошибок Х. Вероят
ность этого события равна 

р _ ( m блоки ) ( m 
z- 1 m+l 

2 

кубитьvблоки х 

) 

1 блок 

( ) 

(m+l)/2 

х ~[для ошибки Z] + ~[для ошибки Х] 
ошибки 

Заметим, что Рх = m(m-l)/2P
2

• 

d) При больших m мы можем воспользоваться формулой Стирлинга 

чтобы упростить выражения, найденные в части (с). В этом приближении 

мы имеем 

_ mf ~ 
----~ 

mym 1 
2"2" 

V21Гm(~)m 
~ --------~~~--~ 

27Гm (m)m/2 (m)m/2 
2 2е 2е 
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Следовательно, вероятность Pz приближенно равна 

р ~ 2m ..J!.. 
(

2 ) (m+l)/2 

z 3 

{iii_ ( ) (m+l)/2 
= V 27Г 4(m+l)/2 2: 

= {iii_ ( 8р) (m+l)/2 

V21Г 3 , 

аналогично, вероятность Рх приближенно равна 

{ifl_ ( ) (m+l)/2 рх ~ V 27Гт(m-1)/2 8: 
= Г1 (8тр) (m+l)/2 

v 21mi 3 

Чтобы обеспечить хорошую защиту против ошибок обращения фазы 
при т ---> оо, нам необходимо, чтобы р < 3/8, так как тогда Pz --->О. Что
бы обеспечить хорошую защиту против ошибок инвертирования бита при 

т---> оо, нам необходимо, чтобы р < 3/(8т), так как тогда Рх --->О. Однако 
при т---> оо это требование эквивалентно требованию р =О. Следователь

но, это асимптотическое семейство кодов не может обеспечить надежную 

защиту против ошибок инвертирования бита, хотя может защитить от оши

бок обращения фазы, если р < 3/8. 

7.6. Кодирующие схемы 

На лекциях обсуждение вопросов, касающихся кодирующих схем, бы

ло довольно кратким, поэтому здесь я его расширю. Прежде чем объяснить, 

как они работают, я представлю универсальный алгоритм конструирования 

кодирующей схемы данного стабилизирующего кода. Алгоритм естествен

ным образом делится на три фазы. 

Фаза 1 

1) Выразим стабилизатор на языке двоичного векторного пространства 
как (HxiH2 ). Выполним процедуру исключения Гаусса-Жордана, так 
чтобы Нх начинался с единичной матрицы ранга r. 
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2) Для каждой закодированной операции xi найдем представление xi = 
= z®r:X.®(n-k+r)x(n-k+i)' где z равно z или 1, ах равно х или 
1. Такое представление всегда может быть найдено. 1 В литературе это 
представление известно как «стандартная форма» операторов xi. 

3) Проведем n горизонтальных контрольных линий схемы; начиная 

с верхней, снабдим их метками 1, ... , n. Пусть k кодируемых кубитов 
занимают k нижних контрольных линий. Пусть /0) занимают осталь
ные контрольные линии. 

4) Изобразим каждый ИЗ операторов xi из пункта 2), последовательно 
действующих на кубиты, но заменим каждый сомножитель Z едини
цей, а X(n-k+i) - контрольным узлом, управляющим остальной ча-

стью оператора xi. 

Фаза 11 

Изобразим поворот Адамара на каждой из первых r контрольных ли-
ний. 

Фаза III 

Изобразим первые r генераторов стабилизатора М1 , ... , Mr [а имен
но, первые r строк матрицы (Нх/Н2 ), приведеиной с помощью выполнен
ной в пункте 1 фазы 1 процедуры Гаусса-Жордана], последовательно дей
ствующих на кубиты, но в каждом Mi заменим множитель X(i) контроль

ным узлом, управляющим остальной частью генератора Mi. Более того, 

заменим в Mi на 1 каждый сомножитель Zj с номером j > i. Если в Mi 

присутствует Y(i)' а не X(i)' то перед применением оператора контролиру

емое Mi предварительно умножим контрольный узел на оператор Z. 

Фазы 1 и 11 всегда могут выполняться параллельно, несмотря на то, 
что концептуально они различны. Заметим, что фаза 11 полностью исчезает 
при n - k = r, как это имеет место в рассмотренном на лекции случае кода 
[[5, 1, 3]]. Однако этот этап нельзя забывать в случае кодирующих схем для 
кодов [[9, 1, 3]] и [[7, 1, 3]]. 

1 Подробности можно найти в диссертации Д. Готтесмана Stabllizier Codes and Quantum 
Error Correction, quant-ph/9705052. Я не хочу здесь доказывать это утверждение. 
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Анализ алгоритма кодирования 

Анализ того, почему это работает, увел бы нас далеко в сторону и сде

лал бы еще длиннее это уже и без того длинное решение. Интересующего

ся читателя я отсылаю к диссертации Даниэля Готтесмана Stabllizier Codes 
and Quantum Error Correction, доступной на домашней странице этого кур
са. Однако некоторые диаграммы в диссертации неправильны. В частности, 

в них не учитывается тот факт, что всякий раз, когда j > i, в Mi необходимо 
заменять Zj на 1. Для предлагаемых здесь задач этот нюанс не важен, так 
как вся контролирующая логика осуществляется только с помощью опера

торов Х. 

Применяя этот алгоритм к кодам Шора и Стина, мы генерируем коди

ровщики: 

1) 2) 

1 11 III 

i 
н 

i 
1 1 
1 1 

н 1 11 III 
1 1 
1 1 1 1 

н 
1 1 1 1 
1 1 

1 1 
1 

н 
1 

1 1 

: : 
1 1 

1 1 

н 
1 1 

1 1 1 1 

1 1 1 1 
1 1 1 1 

1 1 
1 1 1 1 
1 1 1 1 

1 1 
1 1 
1 1 : 1 

7.7. Укорачивание квантового кода 

а) Допустим, что на последний кубит нетривиально действует более двух 

генераторов. Выберем один из них, назовем его для определенности М1 
и выполним на последнем кубите локальное унитарное преобразование так, 

чтобы этот генератор действовал здесь как Х. Затем умножим на М1 каж-
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дый другой генератор, действующий на последний кубит как Х или У. 

Если после этого шага не осталось других генераторов с нетривиальным 

носителем на последнем кубите, то мы выполнили свою работу. В против

ном случае, в соответствии с предыдущим действием М1 , все такие остав

шиеся генераторы должны действовать на последний кубит как Z. Выберем 
один из этих генераторов и назовем его М2 . Умножим на М2 каждый дру
гой генератор, действующий на последний кубит как Z. Получающийся 
в результате стабилизатор имеет самое большее два (а именно, М1 и М2) 
генератора, нетривиально действующих на последний кубит. 

Ь) Это утверждение трудно доказать, поскольку оно неверно. В качестве 

контрпримера рассмотрим «выколотый» 1 код Шора [[9, 1, 3]]. Он не являет
ся кодом [[8, 2, 2]], как это утверждается в условии. В действительности, он 
представляет собой код [[8, 2, 1]], так как минимальный вес выкалываемой 
закодированной операции равен единице: 

М1 = Z Z 1 1 1 1 1 1 1 
М2 = 1 z z 1 1 1 1 1 1 
М3 = 1 1 1 Z Z 1 1 1 1 
М4 = 1 1 1 1 z z 1 1 1 
МБ = 1 1 1 1 1 1 z z 1 
М6 = 1 1 1 1 1 1 1 Z Z 
М7 = х х х х х х 1 1 1 
М8 = 1 1 1 Х Х Х Х Х Х 
X=Z11Z11Z11 
Z =ХХХ111111 

м~ = z z 1 1 1 1 1 1 
м~ = 1 z z 1 1 1 1 1 
м~ = 1 1 1 z z 1 1 1 
м~ = 1 1 1 1 z z 1 1 
м~ = 1 1 1 1 1 1 z z 
м~ = х х х х х х 1 1 
х~ = z 1 1 z 1 1 z 1 
z~ = х х х 1 1 1 1 1 
х~ 1 1 1 1 1 1 1 z 
z~ = 1 1 1 х х х х х 

Результат правилен, если ограничиться выкалыванием невырожденных 

кодов. Я докажу это от противного: 

Утверждение: Выколотый код [[n, k, d]] представляет собой код [[n -1, k+ 
+ 1,d*]], где d* ~ d -1. 
Доказательство: Пусть С является кодом [[n, k, d]]. Согласно результатам 
части (а) мы знаем, что выкалывание С дает в результате код С' [[n -
- 1, k + 1, d*]]. Пусть d* является расстоянием кода С'; предположим, что 
d* < d - 1. По кажем, что это предположение ведет к противоречию (и, 
следовательно, докажем утверждение). 

Согласно предположению, существует оператор Е' с весом d*, ком
мутирующий со всеми генераторами стабилизатора кода С'. Оператор Е' 

1 Эта терминология позаимствлвана из теории классических кодов коррекции ошибок. Эту 
задачу лучше было озаrnавить «Выкалывание квантовоm кода». Процесс укорачивания кода 

представляет собой другую операцию. 
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можно расширить до Е, который действует на С и имеет вес, не превыша

ющий d* + 1. Чтобы выполнить это, заметим сначала, что результаты части 
(а) говорят нам о том, что в самом общем виде генераторы С могут быть 
записаны как 

мi =м~ 01, 

Мп-k-1 = X~+l 0 Х, 
-, 

Мп-k = Zk+1 0 Z, 

где М~ ( i = 1, ... , n - k - 2) - генераторы стабилизатора С', а Х~н 
и z~+1 -закодированные х и z операторы, действующие на логический 
кубит k + 1. 

Построим Е, определяя его в зависимости от того, как оператор Е' 0 1 
коммутирует с генераторами Mn-k- 1 и Mn-k• следующим способом1 (см. 
таблицу). 

[Е' 01, Мп-k- 1 ] 
+1 
+1 
-1 
-1 

+1 
-1 
+1 
-1 

Е 

Е' 01 
E'Q9X 
Е' 0 Z 
Е'0У 

Вес 

d* 
d* + 1 
d* + 1 
d* + 1 

Эта конструкция гарантирует, что Е коммутирует со всеми генератора

ми С' и имеет вес, меньший или равный d* + 1. Но подождите! Так как С 
является кодом с расстоянием d, все ошибки с весом, не превосходящим 
d- 1, или антикоммутируют с некоторым генератором стабилизатора С, 
или сами содержатся в С. Однако мы только что показали, что 

wt(E) ~ d* - 1 < 
<d-2-:f 
-:;, d-1, 

и тем не менее Е коммутирует со всеми генераторами стабилизатора С! 

Тогда Е на самом деле должен принадлежать стабилизатору С, что име

ло бы место, если бы С был вырожденным. Но мы взяли С невырожден

ным, то есть все элементы его стабилизатора имеют веса, превосходящие d. 
Следовательно, полученное выше неравенство представляет искомое нами 

противоречие. О 

с) Выкалывание кода [[5, 1, 3]] дает код [[4, 2, 2]], о чем говорилось на лек
циях. Сначала мы перегруппируем элементы нормализатора кода [[5, 1, 3]], 

1 Значения +1(-1) в таблице означают, что операторы коммутируют (антикоммутируют). 
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при необходимости умножая генераторы на М1 или на М2 , 

М1 = Х Z Z Х 1 
М2 = 1 х z z х 
М3 = Х 1 Х Z Z 
М4 = z х 1 х z 
Х =ХХХХХ 
Z =ZZZZZ 

М1 = Х Z Z Х 1 
М2 =-Ух х У 1 
М3 = 1 Х Z Z Х 
М4 = z х 1 х z 
Х Х1УУ1 
Z = 1YZY1 

Затем мы обрезаем последний бит и для удобства устанавливаем об

щую для всех генераторов фазу + 1 (результирующий код изоморфен ис
ходному с точностью до произвольной общей фазы). Генераторы М3 и М4 
превращаются в закодированные операторы Z и Х для дополнительного 
закодированного кубита: 

М1 = Х Z Z Х 1 
М2 =УХХУ 1 
М3 = 1 Х Z Z Х 
М4 = z х 1 х z 
Х=Х1УУ1 
Z =1YZY1 

выкалывание 

М1 = Х Z Z Х 
М2 =УХХУ 
xl = 1 х z z 
zl = z х 1 х 
х2 = х 1 УУ 
z2 = 1 У z У 

Мы вправе изменить базисы некоторых кубитов, то есть применять одно

временные ЛУПы Х ---+ Z ---+ У ---+ Х к первому и последнему кубитам, 

чтобы получить эквивалентный стабилизатор: 

М1 = Х Z Z Х М1 = Z Z Z Z 
М2 = У х х У М2 = х х х х 
Х1 = 1 Х Z Z ЛУПы Х1 = 1 Х Z У 
zl = z х 1 х =* zl = У х 1 z 
х2 = х 1 У У х2 = z 1 У х 
z2 = 1 У z У z2 = 1 У z х 

Заменяя закодированные операторы их двойниками с весом два, мы можем 

сделать более очевидным, что расстояние проколотого кода равно двум. 

Одним из способов выполнения этого является замена: 

xl ---+ xlz2x2мl = -llXX 
zl ---+ xlz2 = -1Z1Z 
х2 ---+ x2zlxl = -Х1Х1 
z2 ---+ :X2zlм2 = -llZZ 

Заметим, что эти преобразования сохраняют коммутационные соотноше

ния между логическими операциями. В качестве заключительного шага мы 
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можем удалить общие фазы в нормализаторе: 

М1 = Z Z Z Z 
М2 =ХХХХ x.l = 1 1 хх 
z1 = 1 z 1 z 
х2 = х 1 х 1 
z2 = 1 1 z z 

Используя это представление закодированных операций, чтобы выбрать ба
зис для кодовых слов, мы находим, что кодовыми словами кода [[4, 2, 2]] 
являются 

IOO) = ~(IOOOO) + 11111)), 

IOI) = _1_(11010) + 10101)), 
J2 

IIO) = _1_(10011) + 11100)), 
J2 

IП) = ~(11001) + 10110)). 

Может быть, непосредственно этот код и не знаком, но его структу

ра - да. Каждое кодовое слово является суперпозицией строк четного ве

са и длины четыре. Из классического кодирования Рида-Маллера нам из

вестно, что R(т- 1, т) является пространством всех строк четного веса 
и длины 2m. Следовательно, вышеприведенные квантовые кодовые слова 
выглядят, как смежные классы пространства R(1, 2) и другого, входяще
го в него, кода. Это подозрение подтверждается, если мы применим кон

струкцию КШС к R(1, 2) и к дуальному к нему R(O, 2). (Вспомним, что 
RJ_(r, т)= R(т- r -1, т).) Поскольку R(O, 2) ~ R(1, 2) [так как R(r, т) 
представляет полиномы степени r над JF mJ, конструкция КШС справедлива 
и дает квантовый код с параметрами [[4, 2, 2]]. Похоже, что этот код хорошо 
описывается как «квантовый код Рида-Маллера». 

7 .8. Коды для кудитов 

а) 

1) Да, {Er 8 } образуют базис для U(d). Чтобы доказать это, мы должны 
показатi, что они являются линейной оболочкой U(d). Достаточно по
казать, что базис { la) (bl} для U(d) может быть разложен по {Er 

8
}, так 

как оба множества операторов имеют размер d2 = dim U(d). ' 
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Заметим сначала, что Er,s может быть записан в базисе {ia)(bl} как1 

d-1 

Ет,s = L>!jslj + r)(ji. 
j=O 

Базисный элемент ia) (bl имеет разложение 
d-1 

la)(bl = L стsЕт,s' 
r,s=O 

коэффициенты которого даются выражением 

стs = j tr (Et,sla)(ЬI) = 

~ ~и- (~"'-''lj)(i + rla)(ЬI) 
d-1 

= j L "-~-js(ilj)(j + ria)(bli) = 
i,j=O 

1 -Ьss: 
= d,"-~ иа,Ь+т· 

Чтобы убедиться в том, что это «разложение Фурье» правильно, заме

тим, ЧТО 

d-1 
- 1 ""'"' (a-b)s s: s: _ - d ~ "-~ иа,Ь+тиЬ,а+т -

r,s=O 

d-1 
_ 1 ""'"' (а-Ь)s s: s: _ 
- d ~ "-~ ит,а-Ьит,Ь-а -

r,s=O 

d-1 

= jl:(lY = 
s=O 

= 1. 
1 С этого момента все дополнительные сложения и вычитания в решениях интерпретиру

ются по модулю d, где d - размерность рассматриваемого кудита. 
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2) Да, операторы {Er 
8

} унитарны. Так как Х и Z сохраняют внутреннее 
произведение, то т~ким же свойством обладает Er,s = xrzs: 

(iiXtXIj) = (i + llj + 1) = 
= дij' 

(iiZtZij) = (ilц;-isц;Jslj) = 
= Ц)(j-i)s (ilj) = 

= дij• 

3) След внутреннего произведения базисных элементов (которые явно ис
пользовались в пункте 1 этой задачи) равен 

tr(Et Е ) = tr(z-sx-rxtzи) = r,s t,u 

= tr(xt-rzu-s) = 

d-1 

= L(jiXt-rzu-slj) = 
j=O 

d-1 

= L ц;(и-s)j (jlj + t- r) = 
j=O 

d-1 

= дtr LЦ)(u-s)j = 

j=O 

и= s, 

{ 

дtr · d, 
_ l- (u-s)d 
- д __ w ___ = О, и -=/ s 

tr l _ Wи-s 

Ь) Вычисляя действие коммутатора1 [Er,s' Et,иJ = Er,sEt,uE;:;;E~~ на 
Пробное состояние ij), мы находим 

[Er,s• Et,иJij) = xrzsxtzиz-sx-rz-иx-tij) = 

= Ц)-u(j-t)-s(j-t-r)+и(j-t-r)+s(j-r) lj) = 
= Ц)st-ur lj). 

1 Это алгебраическое определение коммутатора. Когда вычисляются синдромы, мы инте
ресуемся именно эmu.JI-t, а не групповым коммутатором [а, Ъ] =аЪ- Ьа. 



124 ГЛАВА 7 

Следовательно п = wst-ur = wCt,u)*(r,s) где * обозначает определен-
' 'lr,s;t,u ' 

ное на лекциях симплектическое внутреннее произведение. 

с) Всякий раз, когда мы добавляем генератор к стабилизирующему коду для 

кудитов, мы сокращаем размерность его кодового подпространства на мно

житель, равный порядку генератора. Если d не простое число, то возможно 
иметь генераторы порядка di, являющегося делителем d, но не самим d. 
После n - k выборов генераторов размерность кодового подпространства 
становится 

D=---
пп-kd •=1 ' 

~ dk. 

Следовательно, такие коды могут кодировать более k кудитов! Это под
нимает вопрос: что же тогда здесь закодировано? Чтобы ответить на него, 

исследуем два кода d = 4. Первый код, который мы изучим, имеет n = 1. 
Его стабилизатором является 

М1 =Х2 

размерность кодового подпространства равна dn /IM1 1 = 41/2 = 2. Этот 
код недостаточно велик, чтобы сохранять даже один кудит. Но он достаточ

но велик, чтобы вместить один кубит. Нормализатор кода содержит Х и Z2
, 

которые, мы подозреваем, имеют коммутационное соотношение 

[Х, Z2 ] = xz2x-1z-2 = 
=(J.)-2 = 

= -1. 

Наше подозрение подтверждается- этот код [[1, О, 1]]4 кодирует один ку
бит: 

IO) = ~(IO) + 12/ ), 

II) = ~(11) + IЗ)). 
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Теперь более интересный пример. Рассмотрим код [[5, 1, 3]]4 из зада
чи 7.11. Квадраты всех генераторов образуют новый код со стабилизатором 

х2 z2 z-2 х-2 1 
1 х2 z2 z-2 х-2 

х-2 1 х2 z2 z-2 
z-2 х-2 1 х2 z2 

Размерность кодового подпространства равна dn 1 пi IMil = 45 /24 = 43 = 
= 64. Он достаточно велик, чтобы сохранять три «кукварта», или два кук
нарта и два кубита, или один кукварт и четыре кубита и так далее. Какое 

решение принять? Оказывается, что мы добавляем к коду по одному кубиту 

для каждого генератора возведенного в квадрат исходного кода куквартов. 

Таким образом, в первом примере, где стабилизатором был просто Х, мы 

имели k = О куквартов. Тогда возведение в квадрат этого генератора при
вело к одному закодированному кубиту. В этом примере после возведения 
в квадрат четырех генераторов мы имеем k = 1 кукварт плюс четыре ку
бита. Доказательство этого общего факта увело бы нас даже еще дальше 

в сторону, но достаточно сказать, что для этого примера закодированными 

операциями являются: 

один кудит: 

Х4 =ХХХХХ, 

Z4 = ZZZZZ, 

четыре кубита: 

x~i) = z 1 хх 1 + три перестановки, 

z~i) = z 1 1 z х + три перестановки. 

7.9. Измерение синдрома для кудита 

а) Измерение наблюдаемой @а z~a на @а Jja) дает собственное значе-
2:: saja 

1 

'\' . ) 

ние w а • Однако измерение Z на 6 SaJa также дает собственное зна-
а 

2:: 8 aJa fVI 8 
чение w а . Это подсказывает, что для того чтобы измерить '<Уа Zaa, 

мы должны применить sa копий схемы SUM между каждым кубитом IJa) 
и служебным кубитом, первоначально приготовленным в состоянии JO). То
гда мы можем измерить Z на служебном кубите, чтобы получить собствен-
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ноезначение наблюдаемой ®а z~a. Соответствующая схема имеет вид 

IJo) -.,...._...,.__,_ ___ _ 

ш -+--+--+~о---....--

IJm) -+--+--+--+--+--+--

10) -о-
Ь) Измерение наблюдаемой ®а Era,sa на ®а lja) дает такое же собствен

ное значение, какое дает измерение ®а Vra,sa Era,sa Vta,sa на ®а Vra,sa lja)· 
Но поскольку (только для простых d!) 

Q$}Vra,saEra,sa Vta,sa = z, 
а 

то все, что нам нужно сделать,- это модифицировать схему из части (а), 

предварительно умножая каждый кубит lja) на ur 8 : 
а> а 

7.10. Коды детектирования ошибок в кудитах 

а) Да, генераторы коммутируют 

[ZZZ, ХХХ] = [Z, Х] 3 = 

_"'з -
- ·JQ,l;l,O -

= 1. 

-о-

Ь) Расстояние этого кода равно двум. Оно равно минимальному весу при

ведеиных ниже операторов нормализатора 

- 2 
X=lXX, 
- 2 z = z z 1. 
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Вместо того, чтобы доказывать, что эти представления имеют минималь

ный вес, равный двум, проще заметить, что расстояние кода должно быть 

больше единицы, так как все операторы с единичным весом антикоммути

руют (то есть имеют нетривиальный синдром) по меньшей мере с одним 

из генераторов стабилизатора. 

Достаточно составить список представленных выше операторов Х и Z, 
чтобы точно определить полный нормализатор, поскольку любой другой 

логический оператор Er,s может быть записан как xrzs. 
с) Ортонормированный базис для кодового подпространства можно nолу

чить, формируя сначала IO), а затем необходимое количество раз применяя 
логические повышающие операторы Х. Чтобы образовать IO), обычно дей
ствуют на IOOO) суммой всех элементов стабилизатора. Но, поскольку для 
этого кода ZZZ действует на IOOO) как единица, нам на самом деле необхо
дима только сумма по элементам стабилизатора, порождаемым оператором 

ХХХ. Выполняя это, мы находим логические закодированные состояния 

IO) = }з(IООО) + 1111) + 1222) ), 

ii) = }з(IО12) + 1120) + 1201)), 

12) = }з(IО21) + 1102) + 1210)). 

Для быстрого запоминания заметим, что II) и 12) представляют собой су
перпозиции четных и нечетных перестановак в 83 соответственно. 

d) Мы можем обобщить предыдущие результаты, чтобы создать квантовый 
код [[3m, 3m-2, 2]] 3 . Его стабилизатор генерируется операторами 

М1 = х®зm, 

М2 = z®Зm. 

Они коммутируют между собой, поскольку r.u 3
m = 1. Я благодарен Дэвиду 

Бэкману, нашедшему нормализатор этого кода: 

Х1 = Ixx-1 

Х2 = нхх- 1 

Х3 = lllXX-1 

Х = 1 ®(Зm-2Jxx-1 
Зm-2 

Z1 = z- 1z 
z2 = z- 2zZ 
Z3 = z-зzzz 

z = z-(3m-2)z®(3m-2) 
Зm-2 
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е) Мы можем обобщить эти результаты еще дальше, рассматривая кудиты 

вместо кутритов. Стабилизатор для квантового кода [[d, d- 2, 2]]d представ
ляет собой 

м1 = x®d, 

м2 = z®d, 

а его нормализатор генерируется операторами 

Х1 = 1ХХ- 1 

Х.2 = нхх- 1 

Х3 = 111ХХ- 1 

xd-2 = 1 ®(d-2Jxx-1 

z1 = z-1z 
z2 = z-2zz 
Z3 = z-зzzz 

zd-2 = z-Cd-2) z®(d-2) 

7.11. Коды коррекции ошибок в кудитах 

а) Порядок каждого генератора кода [[5, 1, З]]d равен d. Это следует из того, 
ЧТО для каждого Er s Е {Х, х- 1 ' z, z- 1

} r и s являются взаимно про
стыми с d. Следоват~льно, каждый генератор Mi не может иметь порядок, 
который является делителем d, но не равен d. В качестве интересного до
бавления заметим, что поскольку только 1 и d - 1 при всех d являются 
взаимно простыми с d, каждый генератор кода, который справедлив при 
любом d, в своем разложении на тензорные произведения должен содер
жать оператор из следующего множества: 

{1 х z х-1 z-1 xz xz-1 x-1z x-1z-1} 
' ' ' ' ' ' ' ' . 

Все генераторы действительно независимы. Приравнивая произведе

ния произвольных степеней генераторов единице, мы вынуждены положить 

равными нулю все показатели степеней (это доказательство является муль

типликативным двойником обычного доказательства линейной независимо

сти): 

1 = М~1 М~2 м~з М~· = 

= (Xcl-czz-c•) ® (Zclxcz-c•) ® (zcz-clxcз) ® 
®(X-cl zcз-czxc•) @ (Xcz zcz-cl ), 

:::} с1 = с2 = с3 = с4 = О. 
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Все генераторы также коммутируют, в чем можно убедиться непосред

ственной проверкой: всякий раз, когда элемент хаzь выстраивается между 
двумя генераторами, еще один элемент z-ьх-а также выстраивается та
ким образом, что в общем генераторы будут коммутировать. 

Пятая циклическая пересталовка не является независимой от осталь-

ных 

Ь) Код [[5, 1, З]]d невырожден. Чтобы понять это, заметим сначала, что его 
расстояние не больше трех, так как закодированные операции в части с) 

имеют вес три. Затем рассмотрим общий оператор Паули с весом ~ 2. 
Вследствие циклической природы кода этот оператор можно записать как 

Еа = Er,s ® Et,u ® 1 ® 1 ® 1 ИЛИ Еь = Er,s ® 1 ® Et,u ® 1 ® 1. 

м о 

В первом случае, чтобы коммутировать со стабилизатором, необходи-

[Ml' Еа] = UJ-s+t = 1, 

[М2, Еа] = wи = 1, 

[Мз, Еа] = UJr = 1, 

[М4, Еа] = UJ-r+u = 1, 

=?- r = s = t = и = О. 

Во втором случае, чтобы коммутировать со стабилизатором, необходимо 

[MI, Еь] 

[М2,Еь] 

[М3 ,Еь) 
[М4,Еь] 

UJ-s-t = 1, 

U)t = 1, 

= UJr-u = 1, 

= UJ-r = 1, 

=?- r = s = t = и = О. 

В обоих случаях это возможно только для единичного оператора. Следо

вательно, все операторы Паули с весом единица и два «антикоммутируют» 

с некоторым элементом стабилизатора и, следовательно, расстояние этого 

кода равно трем. Более того, это показывает, что не существует элемента 

стабилизатора, который может иметь вес меньше трех (так как он не может 
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коммуrировать со всеми другими элементами стабилизатора), то есть код 
также является невырожденным. 

с) Одним возможным представленнем закодированных операций является 

· х = z-1 х- 1 z-1 1 1, 

z = х х 1 z- 1 1. 

Можно непосредственно проверить, что они имеют правильные ком

мутационные соотношения и коммутируют со всеми генераторами стабили

затора. Так как все сомножители включают только Z, Х и обратные к ним 
операторы, эти закодированные операции справедливы при любом d. 
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Топологические квантовые вычисления 

8.1. Анионы? 

Одной из главных идей квантовой теории является концепция нераз

личимости частиц (часто называемых тождественными частицами). На

пример, все электроны во Вселенной в точности одинаковы. Следователь

но, для многоэлектронной системы операция перестановки двух электро

нов (обмена их положениями) является симметрией- она оставляет неиз

менной физику. Эту симметрию представляет унитарное преобразование, 

действующее на многоэлектронную волновую функцию. 

Для неразличимых частиц в трехмерном пространстве, о котором мы 

обычно говорим в физике, перестановка частиц представляется одним из 

двух различных способов. Если частицы являются бозонами (например, 

атомы 4Не в сверхтекучей жидкости), то перестановку двух частиц пред
ставляет тождественный оператор: волновая функция инвариантна, то есть 

частицы подчиняются статистике Бозе. Если частицы являются фермиона

ми (как, например, электроны в металлах), то перестановка представляется 

умножением на ( -1): волновая функция меняет знак, то есть частицы под
чиняются статистике Ферми. 

В одномерном пространстве концепция статистики тождественных ча

стиц становится неоднозначной. Дело в том, что в этом случае, обменива

ясь местами, две частицы должны пройти друг сквозь друга. Если при пе

рестановке двух тождественных частиц волновая функция меняет знак, то 

можно сказать, что они являются невзаимодействующими фермионами, но 

с тем же успехом можно сказать, что эти частицы являются взаимодейству

ющими бозонами, так что изменение знака обусловлено взаимодействием 

проходящих друг сквозь друга частиц. В общем случае перестановка может 

изменить волновую функцию на мультипликативную фазу ei0 , принимаю
щую значения, отличные от+ 1 и -1. Но даже такое изменение фазы можно 
учесть, описывая частицы или как бозоны, или как фермионы. 

Таким образом, в пространстве трех (и большего числа) измерений, 

а также в одном измерении, статистика тождественных частиц довольно 
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проста. Но между этими двумя скучными случаями, в двумерном простран

стве, возможно замечательно богатое разнообразие типов статистик частиц, 

настолько богатое, что мы просто утонем в нем, прежде чем сможем дать 

полезную классификацию всех возможностей. 

Неразличимые частицы в двумерии, не являющиеся ни бозонами, ни 

фермионами, называются анионами. Анионы- это удивительно красивая 

теоретическая конструкция, но имеют ли они хоть какое-нибудь отношение 

к физике реальных, изучаемых в лаборатории, систем? Ответ замечателен: 

«Да!» Даже в нашем трехмерном мире можно создать двумерный электрон

ный газ, удерживая электроны в тонком слое между двумя полупроводнико

выми пластинами, так что при низких энергиях их движение в перпендику

лярном слою направлении будет заморожено. Если электроны в материале 

достаточно подвижны, то в достаточно сильном магнитном поле и при до

статочно низкой температуре такой двумерный электронный газ переходит 

в исключительно запутанное основное состояние, отделенное от всех воз

бужденных состояний отличной от нуля энергетической щелью. Более того, 

низкоэнергетические возбуждения частиц в таких системах не описывают

ся электронными квантовыми числами; скорее, они являются анионами, 

несущими электрический заряд, равный дробной части заряда электрона. 

Анионы оказывают впечатляющее влияние на транспортные свойства об

разца, проявляющееся как дробный квантовый эффект Холла (ДКЭХ). 
Анионы будут предметом нашего дальнейшего обсуждения. Но поче

му? В самом деле, я уже довольно много сказал в подтверждение того, что 

анионы - это глубокий и зачаровывающий объект. Все это так, но наш 

курс посвящен квантовым вычислениям, а отнюдь не экзотическим свой

ствам необычных фаз, реализующихся в конденсированных материальных 

системах. 

Однако, между этими темами имеется тесная связь, впервые по досто

инству оцененная Алексеем Китаевым в 1997 году: анионы обеспечивают 
необычные, захватывающие и, возможно, многообещающие способы реа

лизации отказоустойчивых вычислений. 

Так что, похоже, мы должны этим заинтересоваться. Как-никак, я уже 

прочитал 12 лекций по теории коррекции квантовых ошибок и отказоустой
чивых вычислений. Это замечательная теория; я наслаждался, рассказы

вая о ней, и надеюсь, что вам также доставило удовольствие знакомство 

с этой теорией. Но она также и обескураживает. Мы видели, что идеаль

ная квантовая схема может быть надежно смоделирована цепью шумящих 
вентилей, при условии, что шумят они не слишком сильно. Мы также виде

ли, что требуемый для успешного моделирования верхний предел размера 

и глубины схемы вполне приемлем. Эти наблюдения вселяют в нас уверен-
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ность, что работоспособные большие квантовые компьютеры когда-нибудь 

действительно будут построены. И все же, чтобы отказоустойчивость была 
действительно надежной, квантовые вентили должны иметь достаточно вы

сокую точность воспроизведения (по меркам современной эксперименталь

ной физики), а достижение этого требует значительных накладных расхо

дов. Даже если в принциле надежные квантовые вычисления на шумящих 

вентилях возможны, никогда не исчезнет стремление повышать точность 

воспроизведения наших вычислений, совершенствуя, скорее, аппаратное 

обеспечение, нежели компенсируя его недостатки хитроумными схемными 

решениями. Используя анионы, можно достичь отказоустойчивости путем 

разработки «железа» с внутренней сопротивляемостью декогерентизации 

и другим ошибкам, заметно снижая стремительный рост размеров и глу

бины моделей наших схем. В таком случае у нас, очевидно, достаточно 
причин для изучения анионов. Не говоря даже о том, что это будет просто 

интересно! 

В некоторых кругах этот предмет имеет репутацию (на мой взгляд, не 

совсем заслуженную) трудного и непостижимого. Я намерен начать с ос

нов и не загромождать обсуждение несущественными для наших главных 

целей деталями. Таким образом, я надеюсь дать ясное представление без 

доходяших до абсурда упрощений. 
Каковы наши цели? Я не буду объяснять, как теория анионов связана 

с наблюдаемыми явлениями в ДКЭХ -системах. В частности, в большинстве 

этих приложений возникают абелевы анионы. С точки зрения квантовой 

информации, абелевы анионы подходят для надежного хранения квантовой 

информации (и мы уже встречались с первыми признаками такой связи при 

изучении торических квантовых кодов). Мы обсудим здесь абелевы ани

оны, но наш основной интерес будет относиться к неабелевым анионам, 
которые, как мы увидим, могут быть наделены неожиданными вычисли

тельными возможностями. 

Как было замечено Китаевым [3], система неабелевых анионов с со
ответствующими свойствами может эффективно моделировать квантовые 
схемы; его идея была доработана Огберном и мной [4,5] и обобщена Мошо
ном [6, 7]. В первоначальной схеме Китаева для моделирования некоторо
го количества квантовых вентилей были необходимы измерения. Фридман, 

Ларсен и Ванг [ 11] заметили, что если использовать подходящие для этого 
анионы, то все измерения можно отложить вплоть до считывания оконча

тельного результата вычисления. Фридман, Китаев и Ванг [10] также по
казали, что система анионов может эффективно моделироваться квантовой 

схемой; таким образом, вычислительные возможности анионного квантово

го компьютера и модели квантовых схем эквивалентны. Цель этих лекций -
объяснить эти важные результаты. 
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Мы сосредоточимся на применении анионов к квантовым вычислени

ям, оставляя в стороне не менее важную проблему возможной реализации 

на практике системы анионов с требуемыми свойствами. 1 Я предлагаю вам 
подумать над этим самостоятельно! 

8.2. Композиты поток-заряд 

Тем из нас, у кого абстрактные математические конструкции вызыва

ют отвращение, полезно начать изучение теории анионов с размышлений 

над конкретной моделью. Итак, начнем с напоминания о более знакомом 

понятии -эффекте Ааронова-Бома. Представим электромагнетизм в дву
мерном мире, где «трубка потока» является локализованным «точечным» 

объектом (в трех измерениях вы можете представить себе плоскость, пе

ресекаемую перпендикулярным ей магнитным соленоидом). Поток может 

быть окружен непроницаемой стенкой, так что находящийся снаружи объ

ект не может попасть в область, где магнитное поле отлично от нуля. Но 
даже в этом случае оно оказывает измеримое влияние на заряженные ча

стицы, находящиеся за пределами трубки потока. Если частица с электри

ческим зарядом q адиабатически обходит (против часовой стрелки) вокруг 
потока Ф, ее волновая функция приобретает топологическую фазу eiqФ (где 
мы используем единицы, в которых h = с = 1 ). Слово «топологический» 
здесь означает, что фаза Ааронова-Бома инвариантна относительно непре

рывных деформаций траектории заряженной частицы -- существенно толь
ко «количество оборотов» заряженной частицы вокруг потока. 

Концепция топологической инвариантности естественным образом 

возникает при изучении отказоустойчивости. Топологическими свойства

ми являются те, что остаются неизменными при непрерывной деформа

ции системы; а отказоустойчивым квантовым вентилем считается тот, чье 

действие на защищенную информацию остается неизменным (или почти 

неизменным), когда реализация вентиля деформируется включением шума. 

Топологическая инвариантность эффекта Ааронова-Бома является важней

шим свойством, которое мы надеемся использовать при разработке внут

ренне устойчивых квантовых вентилей. 

Обычно эффект Ааронова-Бома рассматривается как явление, возни
кающее в квантовой электродинамике, в которой фотон является строго без-

1 Недавно в литературе обсуждались два интересных подхода к реализации неабелевых 
анионов: (1) использование массивов сверхпроводящих контактов и (2) использование холод
ных атомов, удерживаемых оптическими решетками. [См., например: Л. Б. Иоффе, М. В. Фей

гельман, Решшзация топологически защищенных квантовых битов в решетке джозефсонов

ских контактов, Успехи физ. наук, 173, 784--790 (2003).- При.Jи. ред.] 
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массовым. Однако важно понимать, что явления Ааронова- Бома могут слу

чаться и в массивных теориях. Например, мы можем рассмотреть «сверх

проводящую» систему, состоящую из частиц с зарядом е, так что компо

зитные объекты с зарядом ne формируют конденсат (где n - целое число). 

В этом сверхпроводнике существует квант потока Ф0 = 27Г j пе, минималь
ный неиулевой поток, при обходе вокруг которого частица конденсата, име

ющая заряд (ne), приобретает тривиальную фазу Ааронова-Бома. Изоли
рованная область, содержащая квант потока, представляет собой окружен

ный сверхпроводящим конденсатом островок нормального металла, защи

щенный от расползания, поскольку магнитный поток не может проникнуть 

в сверхпроводник. Это стабильная частица, называемая флаксоно.м. Когда 

одна из частиц с зарядом е обходит вокруг флаксона, ее волновая функ
ция приобретает нетривиальную топологическую фазу еiеФо = e27Гi/n. Но 
в сверхпроводнике фотон приобретает массу благодаря механизму Хиггса, 

то есть безмассовых частиц здесь нет. Тот факт, что топологические фазы 

совместимы с массивными теориями, имеет очень важное значение, по

скольку легко возбуждаемые безмассовые частицы являются потенциально 

богатым источником декогерентизации. 

Теперь представим, что в нашем двумерном мире поток и электриче

ский заряд намертво связаны друг с другом (по какой-то причине). Флаксон 

можно представить как поток Ф, захваченный внутри непроницаемого кру

гового барьера, а электрический заряд q приклеен к внешней стороне барье
ра. Что представляет собой угловой момент этого композита поток-заряд? 

Предположим, что мы осторожно поворачиваем этот объект на угол 27Г про

тив часовой стрелки, возвращая его к первоначальной ориентации. Совер

шив это, мы перенесли заряд q вокруг потока Ф, породив топологическую 
фазу eiqФ. Этот поворот на 27Г представляется в гильбертоном пространстве 
унитарнымпреобразованием 

U(21Г) = e-i27ГJ = eiqФ, (8.1) 

где J - оператор углового момента. Тогда мы приходим к выводу, что воз

можными собственными значениями углового момента являются 

qФ 
J =т-- (т= целое число). 

27Г 
(8.2) 

Этот спектр можно характеризовать угловой переменной ()Е [О, 27Г), опре
деленной как()= qФ (mod 21Г), и говорить, что собственные значения уг
лового момента сдвинуты относительно целых значений на -В /27Г. Будем 
говорить о фазе eiiJ, представляющей поворот против часовой стрелки на 
угол 27Г, как о топологическом спине композитного объекта. 
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Но не будет ли поворот на угол 21Г действовать на физическую систему 

тривиально (как если бы ничего не происходило)? Нет, нам это хорошо 

известно из опыта обращения со спинорами в трехмерном пространстве. 

Для системы, содержащей F фермионов, мы имеем 

(8.3) 

если количество фермионов нечетно, то собственные значения J сдвигают
ся на 1/2 относительно целых значений. Этот сдвиг физически допустим, 
поскольку существует правило суперотбора по ( -1) F: не существует опе
ратора локальной наблюдаемой, способного изменить значение ( -1)F (не 
сущестJЗует физического процесса, который может создать или уничтожить 

изолированный фермион). Действие оператора e-Z1riJ на когерентную су
перпозицию состояний с различными значениями ( -1)F состоит в следу
ющем: 

e-iZ1rJ (а\ even F) + Ь\ odd F)) = aJ even F)- Ь\ odd F ). (8.4) 

Относительный знак в суперпозиции обращается, но это не проявляется 

в наблюдаемых физических эффектах, поскольку все наблюдаемые блочно 
диагональны в базисе ( -1) F. 

Аналогично, в двумерии сдвиг спектра углового момента e-Z1riJ = eifi 

не влечет за собой физически неприемлемых следствий, если существует 

правило суперотбора по е, гарантирующее, что относительная фаза в супер

позиции состояний с различными значениями е физически ненаблюдаема 

(не только практически, но и в принципе). Как и в случае фермионов, не 

существует разрешенного физического процесса, способного создать или 

разрушить изолированный анион. 

в трех измерениях допустимы только значения е = о, 1Г ввиду (как 

вам, вероятно, известно) топологического свойства трехмерной группы вра

щений SО(З): замкнутый путь в SО(З), начинающийся из тождественно

го преобразования и заканчивающийся поворотом на угол 47Г, может быть 

непрерывным образом стянут в тривиальный путь. Отсюда следует, что по

ворот на угол 47Г действительно представляет собой тождественное иреоб

разование и, следовательно, собственными значениями поворота на угол 27Г 

являются + 1 и -1. Однако группа двумерных вращений S0(2) таким топо
логическим свойством не обладает, так что, в принципе, возможно любое 

значение е. 

Заметим, что угловой момент J изменяет знак при обращении време
ни (Т), а также при отражении (Р). За исключением случая, когда ера
вен О или 1r, спектр J асимметричен относительно нуля, и, следовательно, 
теория анионов обычно неинвариантна относительно Т или Р. В модели 
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композита заряд-поток природа этого нарушения симметрии не составляет 

загадки - оно происходит от иенулевого магнитного поля. Но если анионы 

появляются в системе без внутреннего нарушения Т и Р, то эти симмет

рии должны быть нарушены спонтанно или же спектр частиц должен быть 

«дуальным», так чтобы для каждого аниона с обменной фазой ei8 суще
ствовала идентичная в других отношениях частица с обменной фазой e-iB. 

8.3. Спин и статистика 

Для тождественных частиц в трех измерениях существует хорошо из

вестная связь между спином и статистикой: неразличимые частицы с це

лым спином являются бозонами, а с полуцелым спином - фермионами. 

В двумерии спин может быть любым вещественным числом. Как эта новая 

возможность «дробного спина» проявляется в статистике? Ответ в том, что 

статистика тоже может быть «дробной»! 

Что происходит, когда мы переставляем два композитных объекта 

поток-заряд против часовой стрелки? Каждый заряд q адиабатически про
ходит половину пути вокруг потока Ф другого объекта. Тогда можно пред

положить, что каждый заряд приобретает фазу Ааронова-Бома, равную 

половине фазы, генерируемой при полном обороте заряда вокруг пото

ка. Складывая возникающие от переноса обоих зарядов фазы, мы обнару

жим, что перестановка двух композитов поток-заряд изменяет их волновую 

функцию на фазу 

ехр [i ( ~qФ + ~qФ)] = eiqФ = eiO = e-2niJ. (8.5) 

Фаза, генерируемая перестановкой двух объектов, совпадает с фазой, гене

рируемой поворотом одного из них на угол 27Г. Таким образом, связь между 

спином и статистикой сохраняется в виде, который является естественным 

обобщением связи, применяемой к бозонам и фермионам. 

В модели композита поток-заряд природа этой связи довольно про

зрачна, но фактически она справедлива в значительно более общем случае. 

Почему? При чтении учебников по релятивистской квантовой теории по

ля может легко возникнуть впечатление, что связь между спином и стати

стикой основывается на лоренцевекой инвариантности и имеет отношение 

к свойствам комплексной группы Лоренца. На самом деле это впечатление 

обманчиво. Все, что действительно важно для связи между спином и стати

стикой, -это существование античастиц. Специальная относительность

несущественный ингредиент. 
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Рассмотрим анион, характеризуемый фазой В, и предположим, что эта 

частица имеет соответствующую античастицу. Это означает, что частица 

и ее античастица, комбинируясь, образуют объект с тривиальными кванто

выми числами (в частности, с нулевым утловым моментом) и, следователь

но, существуют физические процессы, в которых могут рождаться и уни

чтожаться пары частица-античастица. Проведем в пространстве-времени 

мировую линию, представляющую процесс, в котором рождаются две па

ры частица-античастица, одна пара слева, другая- справа (см. рис. ниже ). 1 

Частица из пары справа переставляется против часовой стрелки с частицей 

из пары слева, после чего обе пары аннигилируют. (Мировая линия имеет 

направление; если она направлена вперед во времени, то она представляет 

частицу, а если назад- античастицу.) Поворачивая нашу диаграмму на 90°, 
мы получаем изображение процесса, в котором рождается отдельная пара 

частица-античастица, затем частица и античастица переставляются по ча

совой стрелке, после чего пара аннигилирует. Повернем ее на 90° еще раз, 
тогда мы имеем процесс, в котором рождаются две пары, после чего, преж

де чем аннигилировать, античастица из правой пары обменивается против 

часовой стрелки с античастицей из левой пары. 

Какой вывод следует из этих манипуляций? Обозначим через Rаь уни

тарный оператор, представляющий перестановку против часовой стрелки 

двух частиц типа а и Ь (так что обратный оператор R;;ь1 представляет пере
становку по часовой стрелке), и обозначим через а античастицу частицы а. 

Мы нашли, что 

Raa = R;;d- = Raa. (8.6) 

Если а -анион с обменной фазой ei0 , то его античастица а имеет ту же об
менную фазу. Более того, если а и а обмениваются против часовой стрелки, 
то приобретаемая фаза равна e-i!J. 

Эти выводы не удивительны, если их интерпретировать на основе мо

дели аниона как композита поток-заряд. Античастица объекта с потоком Ф 

и зарядом q имеет поток -Ф и заряд -q. Следовательно, когда мы пере
ставляем две античастицы, знаки минус взаимно уничтожаются и результат 

1 На всех трех диаграммах ось времени направлена снизу вверх, то есть изображаемые 
ими процессы начинаются в крайних нижних точках и заканчиваются в верхних. - Прим. ред. 
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будет тем же, как если бы переставлились частицы. Но если мы перестав

ляем частицу с античастицей, то относительный знак заряда и потока ведет 
к появлению обменной фазы e-iqФ = e-iB_ 

Но в чем состоит связь между этими наблюдениями и соотношением 

между спином и статистикой? Продолжая созерцать эту пространствеино

временную диаграмму, обсудим вытекающие из нее выводы относительно 

ориентации частиц. Чтобы следить за ориентацией, удобно рассматривать 

мировую линию частицы не как нить, а как ленту в пространстве-времени. 

Я утверждаю, что наш процесс может быть непрерывным образом дефор

мирован к процессу, в котором рождается пара частица-античастица, затем 

частица поворачивается против часовой стрелки на угол 2п, после чего па

ра аннигилирует. Удобный способ проверить это утверждение - снять свой 

ремень (или позаимствовать его у друга). Пряжка на одном конце задает 

ориентацию; направьте ваш большой палец навстречу пряжке и, прежде 

чем вновь застегнуть ремень, разверните ее на угол 2п, следуя правилу 

правой руки. Теперь вы должны быть в состоянии проверить, что можно 

ориентировать ремень так, чтобы сопоставить ему, а значит и процессу, 

в котором частица поворачивается на угол 2п, простанственно-временную 

диаграмму любого из описанных выше процессов перестановок. 
Таким образом, в топологическом смысле поворот частицы на угол 2п 

против часовой стрелки фактически эквивалентен перестановке частиц 

против часовой стрелки (или перестановке частицы с античастицей по ча

совой стрелке), что предоставляет удовлетворительное объяснение общей 

связи между спином и статистикой. 1 Я еще раз подчеркиваю, что в этом 
рассуждении привлекаются процессы, в которых рождаются и уничтожают

ся пары частица-античастица, и, следовательно, существование античастиц 

является важнейшим предварительным условием наличия связи между спи

ном и статистикой. 

8.4. Объединение анионов 

Мы знаем, что образованный из двух фермионов композитный объект 

является бозоном. Что произойдет, если построить композитный объект, 

комбинируя два аниона? Предположим, что а является анионом с обмен-

1 На самом деле это обсуждение чересчур упрощено. Хотя оно адекватно для абелевых 
анионов, мы увидим, что для неабелевых анионов его следует усовершенствовать, поскольку 

в неабелевом случае Rаь имеет более одного собственного значения. Аналогично, обсужде
ние «комбинированных анноною> в следующем разделе также будет необходимо доработать, 
поскольку в неабелевом случае при соединении двух анионов можно получить более одного 
типа композитных анионов. 
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ной фазой ei0 и что мы образуем «молекулу» из n таких анионов. Какая 
фаза накапливается при перестановке против часовой стрелки двух таких 

молекул? 

В модели композита поток-заряд ответ очевиден. Каждый из n заря
дов одной молекулы, проходя половину пути вокруг каждого из n потоков 
другой молекулы, приобретает фазу ei!J/2• Тогда всего порождается 2n2 фа
зовых множителей ei012 , давая в результате полную фазу 

(8.7) 

Иначе говоря, фаза ei!J появляется n 2 раз, поскольку на самом деле n анио
нов одной молекулы переставляются с n анионами другой молекулы. Если 
бы мы расщепили фермион (скажем) на две идентичные составляющие ча

сти, то, вопреки нашим наивным ожиданиям, эти составляющие имели бы 

обменные фазы (еi7Г) 1 14 = еi7Г/4 , а не А= i. 
Такое поведение совместимо со связью между спином и статистикой: 

угловой момент J п-анионной молекулы удовлетворяет условию 

(8.8) 

Рассмотрим, например, молекулу из двух анионов и представим, что она 

поворачивается против часовой стрелки на угол 27Г. При этом не только 

каждый анион молекулы поворачивается на угол 2п; кроме этого, один из 

анионов обходит вокруг другого. Один оборот эквивалентен двум последо

вательным обменам, так что генерируемая при этом фаза равна ei20 . Пол
ным результатом двух поворотов и одного оборота является фаза 

exp[i(B +В+ 28)] = ei40
. (8.9) 

Почему угловые моменты анионов комбинируются неаддитивно, мож

но понять и другим способом, заметив, что полный угловой момент мо

лекулы состоит из двух частей - спинового углового момента S каждого 
из двух анионов (который является аддитивным) и орбиталыюга углово

го момента L анионной пары. Поскольку перенос против часовой стрелки 
одного аниона вокруг другого порождает нетривиальную фазу ei28 , зависи
мость двуханионной волновой функции 1/J от относительного азимутально
го угла ер неоднозначна; вместо этого имеет место соотношение 

(8.10) 

Это означает, что спектр орбитального углового момента L сдвинут отно
сительно целых значений: 

(8.11) 
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и этот орбитальный угловой момент аддитивно комбинируется со спи

ном S, в результате чего полный угловой момент становится равным 

- 21Г J = -21Г L- 27ГS = 2() + 2В + 27Г · (целое число) = 
= 4В + 21r ·(целое число). (8.12) 

Что если, с другой стороны, мы построим молекулу аа из аниона а 

и его античастицы а? Тогда, как мы видели, спин S имеет то же самое 
значение, как и для молекулы аа. Но обменная фаза имеет противополож

ное значение, так что нецелая часть орбитального углового момента равна 

-27ГL = -2() вместо -27ГL = 2(), а полный угловой момент J = L + S яв
ляется целым. Конечно, это свойство необходимо, для того чтобы пара аа 

могла аннигилировать, не оставляя после себя объекта, несущего нетриви

альный угловой момент. 

8.5. Унитарные представления группы «Кос» 

Мы уже отмечали, что спектр углового момента в двумерном про

странстве обладает иными, нежели в трех измерениях, свойствами, по

скольку S0(2) имеет другие по сравнению с SО(З) топологические свой
ства [(SО(З) имеет компактную односвязную накрывающую группу SU(2), 
тогда как S0(2)- нет]. Это наблюдение дает нам еще одну возможность 

понять, почему анионы возможны в двух измерениях и невозможны в трех. 

Также поучительно заметить, что перестановка частиц в двух и трех про

странствеиных измерениях имеет разные топологические свойства. 

Как мы обнаружили в нашем обсуждении связи между статистикой 

частиц и античастиц, перестановку частиц полезно рассматривать как про

цесс, протекающий в пространстве-времени. В частности, полезно пред

ставлять, что мы находим амплитуду квантового перехода для зависящего 

от времени п-частичного процесса, вычисляя сумму по историям частиц 

(хотя для наших целей вряд ли потребуется вычислять какие-либо интегра

лы по траекториям). 

Рассмотрим систему n неразличимых точечных частиц, удерживаемых 
на двумерной поверхности (которую пока можно считать плоской), и пред

положим, что никакие две частицы не могут занимать одно и то же поло

жение. Мы можем рассматривать конфигурацию частиц в фиксированный 

момент времени как плоскость с n «проколамю> в указанных положениях, 
то есть с каждой частицей на поверхности связывается дырка с бесконеч

но малым радиусом. Условие, что частицам запрещено находиться в сов

падающих позициях, обеспечивается тем, что в каждый момент времени 
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в IШоскости существует точно n проколов. Более того, коль скоро частицы 
неразличимы, каждый прокол в точности такой же, как и любой другой. Та

ким образом, если мы произвели перестановку n проколов, это не повлечет 
за собой никаких физических эффектов; все проколы одинаковы, так что 

«кто есть кто» здесь совершенно не важно. Все, что действительно имеет 

значение, это n различных положений частиц на плоскости. 
Чтобы вычислить квантовую амплитуду эволюции n частиц из кон

фигурации, задаваемой начальными положениями в момент времени t =О, 
в конфигурацию, задаваемую их конечными положениями в момент вре

мени t = Т, необходимо просуммировать по всем классическим историям 
этих n частиц между начальной и конечной конфигурациями, взвешенным 
фазами eiS, где S - классическое действие истории. Если мы рассматри
ваем мировую линию каждой частицы как нить, то каждую историю n 
частиц можно представить в виде «косы», в которой каждая частица на

чального (t =О) временного среза может быть связана нитью с любой из 
частиц конечного ( t = Т) временного среза. Более того, поскольку пере
сечение мировых линий частиц запрещено, множество кос распадается на 

различные топологические классы, которые невозможно непрерывным об

разом деформировать друг в друга, а интеграл по траекториям разлагается 
на сумму вкладов, вносимых историями различных топологических клас

сов. 

Нетривиальные операции перестановок, действующие на частицы ко

нечного временного среза, изменяют топологический класс косы. Таким 

образом, мы видим, что элементы группы симметрии, генерируемой пере

становками, находятся во взаимно однозначном соответствии с топологи

ческими классами. Эта (бесконечная) группа Bn называется группой кос 
из n нитей; групповой композиционный закон соответствует сочленению 
кос (то есть соединению следующих друг за другом кос). В квантовой тео

рии состояние n неразличимых частиц принадлежит гильбертовому про
странству, которое преобразуется по унитарному представлению группы 

КОС Bn. 
Группа может быть представлена набором генераторов, подчиняющих

ся особым определяющим соотношениям. Чтобы понять определяющие со

отношения, представим, что n частиц занимают n распределенных на ли
нии упорядоченных позиций (помеченных как 1, 2, 3, ... , n). Пусть а1 обо
значает перестановку против часовой стрелки частиц, первоначально зани

мавших позиции 1 и 2, а2 обозначает перестановку против часовой стрелки 
частиц, первоначально занимавших позиции 2 и 3, и так далее. Любая ко
са может быть построена как последовательность пересталовок соседних 

частиц; следовательно, а1 , а2 , ... , an-1 являются генераторами группы. 
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Имеется два типа определяющих соотношений, которым удовлетворя

ют эти генераторы. Соотношение первого типа 

(8.13) 

утверждает лишь то, что перестановки песоседних пар частиц коммутиру

ют. Соотношением второго, несколько более тонкого, типа является 

(8.14) 

которое иногда называют соотношением Янга-Бэкстера. Вы можете про

верить его, изобразив на листе бумаги две косы а1 а2а1 и а2а1 а2 и заметив, 
что обе они описывают процесс, в котором частицы, изначально находив

шиеся в позициях 1 и 3, переставляются против часовой стрелки вокруг 
частицы 2, которая остается неподвижной, то есть это топологически экви
валентные косы. 

Поскольку группа кос бесконечна, она имеет бесконечное количество 

неприводимых унитарных представлений, а фактически существует бес

конечное число одномерных представлений. Неразличимые частицы, пре

образующиеся по одномерному представлению группы кос, называются 

абелевыми анионами. В одномерных представлениях каждый генератор aj 
группы Bn представлен фазой aj = ei0j. Более того, соотношение Янга
Бэкстера принимает вид ei0j еi0н 1 eiOj = еi0н 1 ei0 j еi0н 1 , откуда следует, 
что ei0 j = ei0j+l = ei0 - все перестановки представляются одной и той 
же фазой. Конечно, смысл этого равенства в том, что обменные фазы не 

должны зависеть от того, какие пары переставляются, если частицы дей

ствительно неразличимы. При () = О мы получаем бозоны, а при () = 7Г -

фермионы. 

Группа кос также имеет множество неабелевых представлений, раз

мерность которых больше единицы; неразличимые частицы, преобразую

щиеся по этим представлениям, называются неабелевыми анионами (или 

иногда неабелионами). Чтобы понять физические свойства неабелевых ани

онов, нам понадобится разобраться в математической структуре некоторых 
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из этих представлений. В ходе лекций я надеюсь передать некоторое инту

итивное понимание неабелевых анионов, детально обсудив некоторые при

меры. 

А пока можно уже предутадать главную задачу, которую мы надеемся 

решить. Для неабелевых анионов реализованное n анионами неприводимое 
представление группы Bn действует на «топологическом векторном про
странстве» Vn, размерность которого Dn экспоненциально растет вместе 
с n. Для анионов с подходящими свойствами образ представления может 
быть плотным в SU(Dп). Тогда сплетение анионов может моделировать 
квантовое вычисление, то есть подходящим выбором косы можно со сколь 

утодно высокой точностью воспроизведения реализовать любое (частное) 

унитарное преобразование, действующее в экспоненциально большом век

торном пространстве vn. 
Таким образом, нас очень интересуют неабелевы представления груп

пы кос. Но следует также подчеркнуть (а ниже мы обсудим это подробнее), 

что это больше относится к модели анионов, нежели просто к представле

нию группы кос. В модели трубки потока для абелевых анионов мы были 

в состоянии описывать не только результаты перестановок анионов, но так

же и типы частиц, которые можно получить, комбинируя два или больше 

анионов. Аналогично, общая анионная модель, описывающая различные 

типы анионов, включает в себя «правила композицию>, которые опреде

ляют, какие типы анионов могут быть получены путем комбинации двух 

конкретных типов анионов. Нетривиальные условия согласования возни

кают вследствие ассоциативности соединения (слияние а с Ь с последую

щим соединением результата с с эквивалентно слиянию Ь с с с последу
ющим соединением результата с а), а также вследствие того, что правила 

композиции (или слияния) должны согласовываться с правилами сплете

ния. Несмотря на то, что эти условия согласования накладывают жесткие 

ограничения, существует множество решений и, следовательно, множество 

в принципе реализуемых моделей неабелевых анионов. 

8.6. Топологическое вырождение 

Прежде чем перейти к неабелевым анионам, нам следует обсудить еще 

одно важное понятие, касающееся абелевых анионов. В любой модели ани

онов (в сущности, в любой локальной квантовой системе с массовой ще

лью) существует основное, или вакуумное, состояние - состояние, в ко

тором отсутствуют частицы. Основное состояние на плоскости единствен

но, но в случае двумерной поверхности с нетривиальной топологией оно 

вырожденно, причем степень вырождения зависит от топологии. Мы уже 
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встречались с явлением «топологического вырождения» в модели абелевых 

анионов при изучении особого квантового кода коррекции ошибок, тори

ческого кода Китаева. Теперь мы увидим, что топологическое вырождение 

является общим свойством любой модели (абелевых) анионов. 

К понятию топологического вырождения можно подойти, исследуя 

представления простой операторной алгебры. Рассмотрим случай тора, 

представляемого как квадрат с тождественными противоположными сто

ронами, и рассмотрим два фундаментальных 1-цикла на торе: 0 1 , который 
наматывается на квадрат в направлении х1 , и Cz, который наматывается 
в направлении х2 . Можно построить унитарный оператор Т 1, описываю

щий процесс, в котором рождается пара анион-антианион, анион распро

страняется вдоль 0 1 , после чего пара аннигилирует. Аналогично можно 

построить унитарный оператор Т2 , описывающий процесс, в котором рож

дается пара, и прежде чем она аннигилирует, анион распространяется вдоль 

цикла С2. Каждый из операторов Т1 и Т2 сохраняет основное состояние 

системы (состояние в отсутствие частиц); действительно, каждый из них 

коммутирует с гамильтонианом Н системы и, следовательно, может быть 

диагонализован одновременно с Н (Т1 и Т2 являются симметриями). 
Однако Т1 и Т2 не коммутируют друг с другом. Если наш тор име

ет бесконечный пространственный объем и существует массовая щель (так 

что взаимодействие между пространственпо разделенными анионами воз

никает только благодаря эффекту Ааронова-Бома), то коммутатор Т1 и Т2 
равен1 

Т2 1 Т} 1Т2 Т 1 = e-iZOl, (8.15) 

где ei6 - обменная фаза аниона. Нетривиальный коммутатор появляется, 
поскольку процесс (в котором (1) анион обходит вокруг 0 1 , (2) анион обхо
дит вокруг 0 2 , (3) анион обходит вокруг 0 1 в обратном направлении и (4) 
анион обходит вокруг 0 2 в обратном направлении), топологически экви

валентен обходу по часовой стрелке одного аниона вокруг другого. Чтобы 

проверить это утверждение, рассмотрим действие Т2 1 Т} 1 Т 2 Т 1 как про
цесс в пространстве-времени. Заметим сначала, что процесс, описываемый 

оператором Т} 1Т1 , в котором мировая линия аниона проходит сначала че
рез 01 и непосредственно после этого проходит 01 в обратном направле
нии, может быть деформирован в процесс, в котором мировая линия аниона 

обходит топологически тривиальную петлю, которую можно непрерывным 

образом стянуть в точку (в соответствии с тем, что т;- 1 Т 1 в действительно
сти является единичным оператором). Подобным образом процесс, описы-

1 Здесь используется алгебраическое определение коммутатора [А, В]= АВА -lв-1 -
При.м. ред. 
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ваемый оператором Т2 1Т} 1Т2Т1 , может быть деформирован к процессу, 
в котором мировые линии анионов обходят две замкнутые петли, но таким 

образом, что они один раз сцепляются друг с другом (см. рис. ниже); бо

лее того, одна петля протыкает поверхность, ограниченную другой петлей, 

в направлении, противоположном ее ориентации, определяемой правилом 

правой руки. Этот процесс можно непрерывным образом деформировать 

к процессу, в котором рождаются две пары, один анион обходит другой 

по часовой стрелке, а затем обе пары аннигилируют. Обход по часовой 

стрелке эквивалентен двум последовательным перестановкам по часовой 

стрелке, что в нашем одномерном представлении группы кос представляет

ся фазой e-i20 . Таким образом, Т1 и Т2 не коммутируют за исключением 
случаев е= о (бозоны) и е= 1Г (фермионы). 

2f-----7------f 

tВ-I~ 
Поскольку Т1 и Т2 коммутируют с гамильтонианом Н, они оба сохра

няют собственные подпространства Н, но поскольку Т1 и Т2 не комму
тируют между собой, они не могут быть одновременно диагонализованы. 
Так как Т1 - унитарный оператор, его собственные значения представляют 

собой фазы; используем угловую переменную а Е [0, 21Г) для обозначения 
собственного состояния оператора Т1 с собственным значением ei": 

(8.16) 

Тогда действие оператора Т2 на собственное состояние оператора Т1 по
вышает значение а на 2е: 

(8.17) 

Предположим, что е - рациональное кратное 21Г, которое можно предста
вить в виде 

е= 1Гpfq, (8.18) 
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где q и р (р < 2q) - взаимно простые положительные целые числа. Тогда 

мы приходим к выводу, что Т 1 должен иметь по крайней мере q различных 
собственных значений; Т1 , действуя на !а), генерирует орбиту с q различ
ными значениями 

"' + (27Гqр) k .__. (mod 21Г), k = о, 1, 2, ... 'q - 1. (8.19) 

Так как Т1 коммутирует с Н, основное состояние нашей анионной системы 
на торе (по сути, собственное состояние с любой энергией) должно иметь 

вырождение, являющееся целым кратным числа q. Действительно, в общем 
случае (без учета дополнительных симметрий или случайных вырождений) 

кратность вырождения ожидается в точности равной q. 
Для двумерной поверхности рода g (сферы с g «ручками») кратность 

топологического вырождения равна q9, поскольку существуют аналогич
ные Т1 и Т2 операторы, связанные каждой из g ручек, и все операторы 
типа Т1 могут быть одновременно диагонализованы. Более того, аналогич
ное рассуждение можно применить и к конечной плоской системе, если на 

ее границах могут рождаться и уничтожаться отдельные анионы. Рассмот

рим, например, кольцо, на внутренней и внешней границах которого могут 

появляться и исчезать анионы. Тогда мы можем характеризовать унитарный 

оператор Т 1 как описывающий процесс, в котором анион обходит кольцо 

против часовой стрелки, а унитарный оператор Т2 - как описывающий 

процесс, в котором анион появляется на внешней границе, распространя

ется к внутренней границе и там исчезает. Эти операторы Т 1 и Т 2 имеют 

такой же коммутатор, что и соответствующие операторы, определенные на 

торе. Таким образом, мы снова приходим к выводу, что при (} = 1ГР / q ос
новное состояние на кольце q-кратно вырожденно. Для диска с h дырками 
существует аналогичный Т1 оператор, который оборачивает анион против 
часовой стрелки вокруг каждой дырки, и аналогичный Т2 оператор, кото
рый переносит анион от внешней границы диска к границе дырки; таким 

образом, кратность вырождения равна qh. 
То, что мы здесь описали, представляет собой жесткую топологиче

скую квантовую память. Фаза ei20 = ei21rp/q = w, приобретаемая при 
обращении против часовой стрелки одного аниона вокруг другого, явля

ется первообразным q-м корнем из единицы, и в случае плоской системы 

с дырками оператор Т 1 может рассматриваться как закодированный опера

тор Паули Z, действующий на ассоциированную с данной дыркой q-мерную 
систему. С физической точки зрения, собственное значение UJ 8 оператора Z 
лишь подсчитывает количество s анионов, «упакованных» внутри дырки. 



148 ГЛАВА 8 

Оператор Т2 может рассматриваться как дополнительный оператор Пау

ли Х, увеличивающий значение s, переводя один анион от границы систе
мы и помещая его в дырке. Поскольку квантовая информация закодирована 

в велокальном свойстве системы, она хорошо защищена от декогерентизи

рующего действия окружения. Подобное помещение квантового состояния 

в память и его считывание может быть многообещающим для такой си

стемы, так как, по крайней мере в принципе, Z можно было бы измерить, 
скажем, выполняя интерференционный эксперимент, в котором налетаю

щий анион рассеивается на дырке. Позднее мы увидим, что, используя неа

белевы анионы, можно упростить считывание; кроме того, с неабелевыми 

анионами топологическими свойствами можно пользоваться как для обра

ботки квантовой информации, так и для ее хранения. 
Насколько устойчивой является эта квантовая память? Нас должны 

беспокоить ошибки, возникающие вследствие тепловых и квантовых флук

туаций. Тепловые флуктуации способны вызывать рождение анионов, ко

торые могут диффундировать в окрестности одной из дырок в образце или 
от одной границы до другой, являясь причиной ошибок кодирования. Теп

ловые ошибки сильно подавляются больцмановским множителем е-ь.;т, 
если температура Т достаточно мала по сравнению с энергетической ще

лью f::l. (минимальной энергией, необходимой для рождения одного аниона 
на границе образца или анион-антианионной пары в объеме). Вредными 
квантовыми флуктуациями являются процессы туннелирования, в которых 

возникает виртуальная анион-антианионная пара и, прежде чем аннигили

ровать, анион распространяется вокруг дырки или виртуальный анион по

является на границе дырки и, прежде чем исчезнуть, распространяется до 

другой границы. Эти обусловленные квантовым туннелированием ошибки 

сильно подавляются, если дырки достаточно велики и достаточно далеко 

отделены друг от друга и от внешних границ. 1 

Заметим, что наш вывод о конечности топологического вырождения 

зависит от предположения о том, что угол () является рациональным крат
ным JГ. Можно сказать, что теория анионов рациональна, если топологи

ческое вырождение конечно для любой поверхности конечного рода (а для 

неабелевых анионов - если топологическое векторное пространство Vn ко
нечномерно для любого конечного числа анионов n ). Можно ожидать, что 
анионы, возникающие в любой физически разумной системе, будут в этом 

1 Если вы знакомы с методами евклидового интегрирования по траекториям, вы сможете 
просто проверить, что в главном полуклассическом приближении амплитуда А такого про

цесса туннелирования, в котором анион распространяется на расстояние L, имеет вид А = 
= Ce-L/Lo, где С- константа, а Lo = h(2m*Ь.)- 11 2 ; здесь n- постоянная Планка, 
а m* - эффективная масса аниона, определяемая таким образом, что кинетическая энергия 

аниона, движущегося со скоростью v, равна m*v2 /2. 
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смысле рациональными, и, таким образом, следует ожидать, что они будут 

иметь обменные фазы, являющиеся корнями из единицы. 

8.7. Еще раз о торических кодах 

Если эти замечания о топологическом вырождении кажутся до боли 

знакомыми, то, возможно, потому, что аналогичные аргументы мы исполь

зовали при обсуждении торических кодов. 

Торический код можно рассматривать как (вырожденное) основное со

стояние системы кубитов, заполняющих ребра квадратной решетки на торе, 

с гамильтонианом 

(8.20) 

здесь плакетный1 оператор Zp = 0REPZR. представляет собой тензорное 
произведение операторов Z, действующих на четыре кубита, расположен
ных на ребрах плакета Р, а узельный оператор Xs = 0RэsXR- тензорное 
произведение операторов Х, действующих на четыре кубита, расположен

ных на ребрах, сходящихся в узле S. Плакетные и узельные операторы 
являются в точности (коммутирующими) генераторами стабилизатора то
рического кода. Основное состояние одновременно является собственным 

состоянием всех генераторов стабилизатора с собственным значением +1. 
В этой модели существует два типа возбуждений локализованных ква

зичастиц: плакетные возбуждения с Zp = -1,2 которые можно представ
лять как магнитные флаксоны (кванты магнитного потока), и узельные воз

буждения с Xs = -1, которые можно толковать как электрические заряды. 
Действующая на ребре Z-ошибка порождает пару зарядов на двух связан

ных этим ребром узлах, тогда как действующая на ребре Х -ошибка порож

дает пару флаксонов на двух разделенных этим ребром плакетах. Энергети
ческая щель А представляет собой плату за рождение пар любого из двух 
типов. 

Заряды являются бозонами по отношению друг к другу (они имеют 
тривиальную обменную фазу ei8 = 1), флаксоны также являются бозона
ми относительно друг друга. Поскольку флаксоны отличимы от зарядов, 

1Piaquette (франц.)- «<шакет»; буквально: небольтая металлическая пластинка. В дан
ном случае - элементарный квадрат решетки. Термин позаимствован из квантовой теории 

калибровочных полей на решетках. - Прим. ред. 
2Это и следующее за ним аналогичное выражение представляют собой символическую 

запись того, что данное элементарное возбуждение является собственным состоянием опера

тора Zp или Xs с собственным значением -1.- Прим. ред. 
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не имеет смысла рассматривать перестановки между ними. Но фаза ( -1), 
приобретаемая при обходе заряда вакрут потока, делает эту модель ани

онной. Кратность вырождения основного состояния (размерность кодового 
пространства) можно интерпретировать как следствие этого свойства ча

стиц. 

Поскольку в этой модели на торе существует два типа частиц, суще

ствует и два типа операторов Т1 : оператор T 1,s, который переносит заряд 
(узельный дефект) по 1-циклу С1, и оператор Т1,Р, который переносит 
флаксон (плакетный дефект) по 0 1 . Аналогично, существует два типа опе

раторов Т2 : операторы T2,s и Т2,р. Оба нетривиальных коммутатора 

(8.21) 

возникают в процессах, в которых мировые линии зарядов и флаксонов 

зацепляются только один раз. Таким образом, T 1,s и T2,s могут быть од
новременно диагонализованы и могут рассматриваться как закодированные 

операторы Паули zl и Z2, действующие на два защищаемых кубита. Опе
ратор Т2,Р, коммутирующий с zl и антикоммутирующий с Z2, может рас
сматриваться как закодированный оператор Х1 , и аналогично Т1 р пред-
ставляет собой закодированный оператор Х2 . ' 

Для сконструированного нами на торе идеального гамилыониана вы

рождение четырех основных состояний является точным (частицы имеют 

бесконечные эффективные массы). Слабые локальные возмущения будут 
снимать вырождение, но только на величину, экспоненциально убывающую 

с ростом линейного размера тора L. Чтобы быть конкретнее, предположим, 
что возмущение представляет собой направленное вдоль оси z однородное 
«магнитное поле», взаимодействующее с магнитными моментами кубитов, 

(8.22) 

Поскольку энергетическая щель отлична от нуля, для вычисления главного 

вклада в расщепление вырождения по теории возмущений достаточно рас

сматривать действие возмущения в четырехмерном подпространстве, натя

нутом на основные состояния невозмущенной системы. В торическом коде 

операторами с нетривиальными матричными элементами в этом подпро

странстве являются те, чьи сомножители Zg действуют на ребрах, образу
ющих замкнутые петли, которые обходят вокруг тора (или чьи сомножите

ли Xg действуют на ребрах, дуальных ребрам, которые образуют замкнутые 
петли, обходящие вокруг тора). Для решетки размера L х L на торе мини
мальная длина такой замкнутой петли равна L; следовательно, отличные от 
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нуля матричные элементы возникают, начиная лишь с L-го порядка теории 

возмущений, и подавляются множителем hL. Таким образом, при малых h 
и больших L ошибки памяти, вызванные квантовыми флуктуациями, воз
никают только с экспоненциально малой амплитудой вероятности. 

8.8. Неабелев эффект Ааронова-Бома 

Существует красивая абстрактная теория неабелевых анионов, и в свое 

время мы немного в ней покопаемся. Но я предпочел бы приступить к изу

чению этого предмета с описания более конкретной модели. 

Имея в виду эту цель, вспомним некоторые особенности хромодинами

ки, теории кварков и глюонов, содержащихся внутри атомных ядер и дру

гих сильно взаимодействующих частиц. В реальном мире кварки постоянно 

связаны друг с другом и никогда не встречаются в свободном виде. Однако 

для нашего обсуждения представим фантастический мир, в котором силы 

между кварками настолько слабы, что характерный масштаб расстояний 

конфайнмента кварков очень велик. 

Кварки имеют степень свободы, которую на образном языке называ

ют цветом. Существует три типа кварков, которые, пользуясь этой мета

форой, мы называем красным («red», R), желтым («yellow», У) и синим 
(«Ьlue», В). Кварки всех трех цветов физически идентичны, и лишь когда 

мы сводим их вместе, можно говорить о том, являются ли их цвета одинако

выми (взаимодействие между одинаковыми цветами имеет характер оттал

кивания) или различными (разные цвета притягиваются друг к другу). Нет 

ничего, что помешало бы мне создать в моей лаборатории кварковое бюро 

стандартов, где раскрашенные кварки сортируются по трем корзинам; все 

кварки, лежащие в одной корзине, имеют одинаковые цвета, а кварки из 

разных корзин- разные. Мы можем (произвольным образом) снабдить три 

корзины метками - R, У, В. 
Если, прогуливаясь за пределами лаборатории, я обнаружу ранее не 

замеченный кварк, то на первых порах я буду неуверен относительно его 

цвета. Но это можно выяснить. Я захватываю кварк с собой и осторожно, 

чтобы по дороге не разрушить его цвет (в хромадинамике существует поня

тие параллельного переноса цвета), возвращаюсь в свою лабораторию. Вер

нувшись в кварковое бюро стаидартов, я могу сравнить этот новый кварк 

с ранее калиброванными кварками в корзинах и определить, как должен 

быть помечен новый кварк: R, У или В. 
Это звучит просто, но есть одна загвоздка: в хромадинамике парал

лельный перенос цвета зависит от пути, благодаря влияющему на цвет 
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эффекту Ааронова- Бома. Допустим, что в кварковом бюро стандартов при

готовлен кварк, цвет которого описывается квантовым состоянием 

(8.23) 

это когерентная суперпозиция с амплитудами qн, qy и qв для красного, 
желтого и синего состояний. Кварк движется вдоль пути, который обходит 

трубку цветового магнитного потока и возвращается в кварковое бюро 

стандартов, где его цвет может быть снова калиброван. По возвращении 

его цветовое состояние оказывается повернутым 

(8.24) 

где U- (специальная) унитарная 3 х 3-матрица. Подобно этому, если вновь 
обнаруженный кварк будет перенесен в бюро стандартов, результат измере

ния его цвета будет зависеть от того, обошел ли он во время своего вояжа 

трубку потока слева или справа. 

Эта зависимость от пути параллельного переноса цвета очень похожа 

на зависимость от пути параллельного переноса касательного вектора на 

искривленном римановом многообразии. В хромодинамике магнитное поле 

представляет собой кривизну, величина которой определяет степень зави

симости от пути. 

В общем случае SU(З)-матрица U, описывающая результат параллель
ного переноса цвета вдоль замкнутого пути, зависит от стартовой точ

ки хо, в которой этот путь начинается и заканчивается, а также и от замкну

той петли С, которую он описывает. В тех случаях, когда важно указывать 
петлю и базисную точку, мы будем использовать обозначение U (С, х0 ). 

Собственные числа матрицы U имеют инвариантный «геометрический» 
смысл, характеризующий параллельный перепое, но сама U зависит от со
глашений, припятых нами в стартовой точке. Возможно, вы предпочтете 

выбрать отличный от принятого мной ортонормированный базис для про

странства цветов в стартовой точке х0 , так что ваши стандартные цвета R, 
У и В будут отличаться от моих действием SU(З)-матрицы V(x0 ). Тогда, 

если я описываю влияние параллельного переноса вокруг петли С матри

цей U, вы характеризуете его другой матрицей 

V(xo)U(C, xo)V- 1 (x0 ), (8.25) 

отличающейся от моей сопряжением матрицей V(xo). Физики иногда гово
рят о свободе переопределения соглашений как о выборе калибровки и го-
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ворят, что сама U зависит от калибровки, тогда как ее собственные числа -
калибровочно инвариантны. 

Хромодинамика на рассматриваемых здесь масштабах (гораздо мень

ших характерной длины конфайнмента кварков) представляет собой тео

рию типа электродинамики с дальнодействующими кулоновскими взаимо

действиями между кварками, переносимыми посредством «глюонных» по

лей. Мы предпочтем рассматривать теорию, которая сохраняет некоторые 

черты хромодинамики (в частности, зависимость от пути переноса цвета), 

но без легко возбуждаемых легких глюонов. В случае электродинамики мы 

исключали легкие фотоны, рассматривая «сверхпроводник», в котором за

ряженные частицы образуют конденсат, магнитные поля вытеснены, а маг

нитный поток изолированного объекта квантуется. Обратимся к этой идее 

и здесь. Рассмотрим неабелев сверхпроводник в двух пространствеиных из

мерениях. Этот мир содержит частицы, несущие «кванты магнитного· по

тока» (подобные квантам цветового магнитного потока в хромодинамике), 

и частицы, несущие заряд (подобные цветным кваркам хромодинамики). 

Поток принимает значения в конечной неабелевой группе G, а зарядам со
ответствуют унитарные неприводимые представления группы G. В такой 
постановке можно сформулировать некоторые интересные модели неабеле

вых анионов. 

Пусть R обозначает конкретное веприводимое представление груп
пы G, размерность которого обозначается как IRI. Мы можем открыть 
«зарядовое бюро стандартов» и определить произвольно выбранный ор
тонормированный базис в IRI-мерном векторном пространстве, в котором 
действует R: 

IR, i), i = 1, 2, ... IRI. (8.26) 

Если заряд R обходит замкнутый путь, окружающий поток а Е G, то возни
кает нетривиальный эффект Ааронова-Бома- базис для R поворачивается 
унитарной матрицей DR(a), представляющей а: 

IRI 
IR,j) г-----> L IR, i)D~(a). (8.27) 

i=l 

в принципе, матричные элементы vn (а) измеримы, например, в интер
ференционных экспериментах, в которых пучок калиброванных зарядов 

может пройти по любую сторону от кванта потока. (Фаза комплексного 

числа D~ (а) определяет величину сдвига интерференционных полос, а мо-
дуль D~(a)- их контрастность.) Таким образом, как только для зарядов 
выбран стандартный базис, их можно использовать для того, чтобы присво
ить метки (элементы G) всем квантам потока. Это соответствие однозначно, 
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коль скоро представление R является точным и исключены любые группо
вые автоморфизмы (порождающие неоднозначности, которые мы свободны 

разрешать по своему усмотрению). 

Однако групповые элементы, которые мы сопоставляем квантам по

тока, зависят от наших соrnашений. Допустим, что мне предоставили k 
флаксонов (частиц, несущих кванты потока), и я использую мои стандарт

ные заряды для измерения кванта потока каждой частицы. Я ставлю в со

ответствие этим k флаксонам элементы группы а1,а2, ... ,а~ Е G. Затем 
прошу вас измерить квант потока, чтобы проверить мое распределение. 

Но ваши стандартные заряды отличаются от моих, вследствие того, что 

их незаметно перенесли вокруг другого потока (который я бы обозначил 

как g Е G). Следовательно, этим же k флаксонам вы сопоставите элементы 
группы ga1g-1, ga2g-1, ... , gakg-1; то есть наши сопоставления отлича
ются сопряжением по элементу g. 

Урок, извлекаемый из этого примера, состоит в том, что сопоставление 

флаксонам групповых элементов по сути неоднозначно и не имеет инвари

антного смысла. Но поскольку правильные соответствия между элемента

ми группы и флаксонами отличаются лишь сопряжением по пекоторому 

элементу g Е G, действительно инвариантный смысл, с которым будут со
гласны все наблюдатели, имеют классы сопряженных элементов, соответ

ствующих квантам потока в G. Действительно, даже если мы зафиксируем 
наши соrnашения в зарядсвом бюро стандартов, сопоставляемый конкрет

ному флаксону групповой элемент может измениться, если этот флаксон 

примет участие в физическом процессе, в котором он сплетется с другими 
флаксонами. По этой причине флаксоны, принадлежащие одному классу 

сопряженных элементов, должны рассматриваться как неразличимые ча

стицы, даже если они предстают во множестве разных лиц (по одному для 

каждого представителя класса), которые можно различить, выполняя из

мерения в нужное время, в нужном месте: флаксоны представляют собой 

неабелевы анионы. 

8.9. Сплетение пеабелевых флаксопов 

На примере неабелева сверхпроводника с подходящими свойствами мы 

увидим, что отказоустойчивый универсальный квантовый компьютер мо

жет функционировать, оперируя флаксонами. Самое главное - понять, что 
происходит при перестановке двух флаксонов. 

Представим с этой целью, что мы тщательно калибруем два флаксона 

и сопоставляем им элементы группы G. Это соответствие определяется вы-
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бором стандартного базиса для заряженных частиц в начальной точке хо. 

Затем выбирается типичный путь, обозначаемый как а, который начинает

ся в точке х0 , обходит против часовой стрелки находящийся слева флак

сон и возвращается в х0 . Итак, переместив заряженные частицы вдоль за

мкнутого пути а, мы обнаруживаем, что при этом параллельном переносе 

их состояния иреобразуются матрицей D(a), где D- представление груп
пы G, по которому преобразуются состояния заряженных частиц, а а Е G -
конкретный элемент группы, сопоставляемый флаксону. Аналогично, вы

бирается другой типичный путь, обозначаемый как (3, который начинается 
в точке х0 , обходит против часовой стрелки флаксон, находящийся справа, 

и возвращается в х0 . Результатом параллельного переноса вдоль (3 являет
ся иреобразование состояния заряженной частицы матрицей D(Ь), и, таким 
образом, находящемуся справа флаксону сопоставляется элемент Ь Е G. 

Теперь представим, что выполняется перестановка двух флаксонов 

против часовой стрелки, после чего процедура калибровки повторяется. Ка

кие групповые элементы будут сопоставлены флаксонам теперь? 

Чтобы найти ответ, рассмотрим путь а(За- 1 ; здесь мы используем а- 1 

для обозначения пути а, пройденного в противоположном направлении, 

и принимаем соглашение, что а(За- 1 обозначает путь, в котором сначала 
проходится а- 1 , затем- (3 и, наконец, а. Теперь видно, что если при пере
становке двух флаксонов против часовой стрелки так деформировать пути, 

чтобы они нигде не пересекались флаксонами, то путь а(За- 1 иреобразует
ся в а, тогда как путь а - в (3: 

(8.28) 

Отсюда следует, что после перестановки результат обхода заряда вдоль пу

ти а эквивалентен результату его перемещения вдоль пути а(За- 1 до пере
становки; аналогично, результат обхода вдоль пути (3 после перестановки 
эквивалентен результату перемещения вдоль а до перестановки. Мы прихо

дим к выводу, что представляющий перестановку против часовой стрелки 

оператор сплетения R действует на флаксоны по правилу 

R: !а, Ь) ~----+ iaba- 1
, а). (8.29) 
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Конечно, если сопоставляемые этим флаксонам а и Ь являются коммутиру

ющими элементами группы G, то единственным результатом сплетения бу
дет взаимный обмен позициями этих частиц. Но если а и Ь не коммутируют, 

результат пересталовки более тонкий и интересный. Ассиметрия действия 

оператора R является следствием наших соглашений, а также направления 
пересталовки (против часовой стрелки); обратный оператор R - 1 , представ
ляющий перестановку по часовой стрелке, действует как 

(8.30) 

Отметим, что суммарный поток пары флаксонов можно детектировать с по

мощью заряженной частицы, которая обходит путь аfЗ, окружающий оба 

элемента данной пары. Поскольку заряд, детектирующий этот суммарный 

поток, в принципе, может находиться очень и очень далеко, пересталовка 

не должна изменять общий поток; действительно, мы обнаруживаем, что 

результирующий поток аЬ сохраняется как оператором R, так и операто
ром R- 1 . 

Результатом двух последовательных пересталовок против часовой 

стрелки является оператор «монодромии» R 2, представляющий оборот од
ного флаксона вокруг другого против часовой стрелки и действующий сле

дующим образом: 

R 2
: la, 17j f---+ i(аЬ)а(аЬ)- 1 , (аЬ)Ь(аь)- 1 ); (8.31) 

оба потока сопрягаются полным потоком аЬ, то есть оборот а вокруг Ь 

против часовой стрелки ведет к сопряжению Ь потоком а (и аналогично, 

оборот Ь вокруг а по часовой стрелке ведет к сопряжению а потоком ь- 1 ). 
Нетривиальная монодромия означает, что если на плоскости распределено 

множество флаксонов, один из которых отправляется в мою лабораторию 

для анализа, то сопосталяемый этому флаксону групповой элемент, вооб

ще говоря, зависит от траектории его перемещения в лабораторию. Если 

при одном выборе пути квант потока маркируется элементом а Е G, то 
при другом ему, в принципе, может быть сопоставлен любой элемент ви

да ЬаЬ- 1 . Таким образом, инвариантом является представляющий флаксон 
класс сопряженных элементов в группе G, тогда как конкретный предста
витель этого класса определяется неоднозначно. 

Предположим, например, что G представляет собой S3 - группу пе

рестановок трех объектов. Один из ее классов сопряженных элементов 

{(12), (23), (31)} имеет порядок три, то есть содержит три элемента 
все циклы длины два (перестановки или транспозиции двух объектов -
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два-циклы). При объединении (слиянии) пары сопоставляемых этим цик

лам флаксонов (или, для краткости, два-флаксонов), для суммарного потока 

существует три возможности - тривиальный квант потока е, или один из 

квантов потока, сопоставляемых циклам длины три (три-циклам): (123) 1 

или (132). Если суммарный поток тривиален, сnлетение двух квантов по
тока также тривиально (а и Ь = а- 1 коммутируют). Но если суммарный 
nоток нетривиален, то оператор сплетения R имеет орбиту длины три: 

R: [(12), (23)) г----+ [(31), (12)) г----+ [(23), (31)) г----+ [(12), (23)), 
R: [(23), (12)) г----+ [(31), (23)) г----+ [(12), (31)) г----+ [(23), (12)). 

(8.32) 

Таким образом, если два флаксона перестанавливаются трижды, они об

мениваются положениями (число перестановак нечетное), но обозначение 

состояния остается неизменным. Это наблюдение говорит о возможности 

существования квантовой интерференции между «nрямым» и «обменным» 

рассеянием двух флаксонов, которым сопоставляются разные элементы од

ного и того же класса сопряженных элементов; это укрепляет представ

ление о том, что флаксоны, переносящие соnряженные «метки», должны 

рассматриваться как неразличимые частицы. 

Поскольку действующий на nары два-флаксонов оператор сплетения 

удовлетворяет равенству R 3 = 1, его собственные значения равны кубиче
скому корню из единицы. Например, взяв линейные комбинации трех со

стояний с суммарным потоком (123), мы получим собственные состояния 
оператора R 

R= 1: 
R=w: 
R=G:i: 

[(12), (23)) + [(31), (12)) + [(23), (31)), 
\(12), (23)) + G:i[(31), (12)) + w[(23), (31)), 
\(12), (23)) + w[(31), (12)) + G:i[(23), (31)), 

где w = е27Гi/З, а G:i = w2 = е-27Гi/З. 

(8.33) 

Несмотря на то, что пара флаксонов [а, а- 1 ) с тривиальным суммар
ным потоком имеет тривиальные свойства сплетения, она интересна по 

другой nричине - она несет заряд. Для оnределения заряда объекта нужно 

обнести вокруг него квант потока Ь (против часовой стрелки); это изменяет 
объект действием матрицы DR(Ь) для некоторого представления R груп
пы G. Если заряд равен нулю, то это nредставление тривиально: D(b) = 1 
для всех значений Ь Е G. Но если мы переносим против часовой стрелки 

1 Напомним, что символ (n1 п2п3 ... nk) обозначает циклическую перестановку k эле-
ментов (k-цикл) n 1 --+ n 2 --+ п3 --+ ... --+ nk --+ n 1 . - При.м. ред. 
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квант потока Ь вокруг состояния la, а- 1 ), то это состояние трансформиру-
ется в 

(8.34) 

что представляет собой нетривиальное действие (по крайней мере, для 

некоторых значений Ь ), если а принадлежит классу, содержащему более 
одного элемента. Действительно, для каждого класса сопряженных элемен

тов а существует единственное состояние IO; а) с нулевым зарядом, одно
родная суперпозиция представителей класса: 

(8.35) 

где lal означает порядок а. Пара флаксонов класса а, которую можно со
здать в локальном процессе, не должна нести каких-либо сохраняющихся 

зарядов и, следовательно, должна находиться в состоянии IO; а). Другие ли
нейные комбинации, ортогональные состоянию 10, а), несут неиулевой за
ряд. Этот переносимый парой флаксонов заряд можно детектировать с по

мощью других флаксонов, но, как это ни странно, его нельзя локализовать 

ни на одной из частиц пары. Скорее, это коллективное свойство пары. При 

столкновении двух флаксонов с отличным от нуля полным зарядом анни

гиляция пары запрещена законом сохранения заряда, даже если их полный 

ПОТОК равен нулю. 

Например, для пары флаксонов, соответствующих классу два-циклов 

группы G = S3 , существует двумерное подпространство с тривиальным 

суммарным потоком и нетривиальным зарядом, в котором можно выбрать 

базис 
IO) = 1(12), (12)) + wl(23), (23)) + wl(31), (31)), 
11) = 1(12), (12)) + wl(23), (23)) + wl(31), (31)). 

(8.36) 

При обходе квантом потока Ь вокруг данной пары, оба ее потока сопрягают

ся элементом Ь; следовательно, действие (посредством сопряжения) груп

пы S3 на эти состояния определяется матрицами 

D(12) = ( ~ ~ ), D(23) = ( ~ ~ ), 

D(123) = ( ~ g ), 
D(31) = ( ~ ~ ), 

D(132) = ( ~ ~ ), 
(8.37) 

образующими ее двумерное неприводимое представление R = [2]. Таким 
образом, мы приходим к выводу, что заряд этой пары флаксонов равен [2]. 
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Более того, при сплетении этот переносимый парой флаксонов заряд 

может перейти на другие частицы. Рассмотрим, например, пару частиц, 

каждая из которых несет заряд, но не имеет кванта потока (я буду называть 

такие частицы чарджионами), так что полный заряд пары тривиален. Если 

состояние одного из чарджионов преобразуется по унитарному неприводи

мому представлению R группы G, то существует единственное сопряжен
ное представление R, которое можно скомбинировать с R, чтобы получить 
тривиальное представление; если {JR, i)} является базисом для R, то для R 
можно выбрать такой базис {/R, i) }, в котором состояние пары чарджионов 
с тривиальным зарядом представляется в виде 

/0; R) = ~ 2: /R, i) 0/R, i). 
v IRI i 

(8.38) 

Предположим, что мы создали пару флаксонов в состоянии /0; о:) и па
ру чарджионов в состоянии JO; R). Затем обводим против часовой стрелки 
чарджион с зарядом R вокруг флаксона с квантом потока класса о: и сно
ва сталкиваем два чарджиона, чтобы посмотреть, не аннигилируют ли они. 

Что же происходит? 

При фиксированном значении кванта потока а Е о: влияние обхода на 
состояние пары чарджионов согласно (8.27) состоит в следующем: 

/0; R) f---+ Ml 2: /R,j) 0/R, i)DЛ(a); 
IRI .. >,] 

(8.39) 

если сейчас измерить заряд пары, то вероятность получения нулевого пол
ного заряда равна квадрату модуля перекрытия этого состояния с /0; R), то 
есть 

где 

1 1

2 
xR(a) 

Prob(O) = IRГ , (8.40) 

(8.41) 

- характер представления R, вычисленный для данного элемента а. Дей
ствительно, характер (след) инвариантен относительно операции сопряже

ния- он принимает одно и то же значение для всех а Е о:. Следователь

но, (8.40) также представляет собой вероятность того, что полный заряд 
пары чарджионов останется равным нулю, если один из чарджионов (эле

мент соответствующей пары в исходном состоянии JO; R)) обойдет вокруг 
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одного из флаксонов (элемента соответствующей пары в состоянии IO; а)). 
Конечно, поскольку полный заряд всех четырех частиц равен нулю, а заряд 

сохраняется, то после обхода эти две пары приобретают противоположные 

заряды: если пара чарджионов имеет заряд R', то пара флаксонов должна 
приобрести заряд R', который, комбинируясь с R', дает в результате триви
альный полный заряд. Пара частиц с нулевым полным зарядом и квантом 

потока может аннигилировать, не оставляя после себя ни одной стабильной 
частицы, тогда как пара с венулевым зарядом полностью аннигилировать 

не может. Таким образом, если мировые линии пар флаксонов и чарджио

нов сцепляются один раз, вероятность того, что обе пары будут способны 

аннигилировать, задается уравнением (8.40). Эта вероятность меньше еди
ницы, при условии, что представление R не одномерно, а класс а представ
лен нетривиально. Таким образом, сцепление мировых линий индуцирует 

обмен зарядами между двумя парами. 
Например, в случае, когда а является классом два-циклов группы G = 

= 83 , а R = [2] (двумерное веприводимое представление группы 83 ), из 
уравнений (8.37) следует, что x[2J(a) = О. Таким образом, в этом случае 
вероятность обмена зарядом равна единице; после оборота обе пары флак

сонов и чарджионов преобразуются по R' = [2]. 

8.10. Суперотборные секторы неабелева сверхпроводника 

В предыдущем обсуждении неабелева сверхпроводника рассматрива
лись два типа частиц: флаксоны, несущие квант потока, но не имеющие за

ряда, и чарджионы, несущие заряд, но не поток. Это не самые общие воз

можные частицы. Поучительно рассмотреть, что получится, если создать 

сложную частицу, составленную из флаксона и чарджиона. В частности, 

чему будет равен заряд такого композита? Это на редкость тонкий вопрос; 

чтобы дать обоснованный ответ, нужно как следует подумать о том, как 

можно измерить заряд. 

В принципе, заряд можно измерить с помощью интерференционного 

эксперимента Ааронова-Бома. Обьект, заряд которого мы хотим опреде

лить, можно поместить непосредственно за экраном между двумя (проре

занными в нем параллельными) щелями, направить на этот экран пучок 

тщательно откалиброванных флаксонов и детектировать их по ту сторону 

экрана. Выявленные таким образом сдвиг и контрастность интерференци

онной картины позволяют определить DR(b) для каждого Ь Е G и таким 
образом определить R. 

Однако все не так просто, если вместе с зарядом анализируемый объ

ект несет нетривиальный поток а Е G. Поскольку перенос потока Ь во-
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круг а меняет а на Ьаь-1, то в случае некоммутирующих а и Ь два воз
можных пути для потока Ь не интерферируют. Действительно, после детек

тирования потока Ь можно проверить, не изменился ли поток а, и, следо

вательно, определить, прошел поток Ь сквозь щель слева или справа от а. 

Поскольку поток (а или ЬаЬ- 1 ) коррелирует с информацией «какой путь» 
(левая или правая щель), интерференция разрушается. 

Следовательно, этот эксперимент раскрывает информацию о заряде, 

только при коммутирующих а и Ь. Поэтому прикрепленный к потоку а за

ряд не описывается веприводимым представленнем группы G; вместо это
го он описывается как веприводимое представление подгруппы группы G, 
нормализатора N(a) потока а в группе G, который определяется как 

N(a) = {Ь Е Glab = Ьа}. (8.42) 

Нормализаторы N(a) и N(ЬаЬ- 1 ) изоморфны, поэтому нормализатор есте
ственнее ассоциировать с классом а группы G, а не с конкретным ее 

элементом, и обозначать как N(a). Следовательно, каждый тип частиц, 
возникающих в нашем неабелевом сверхпроводнике, в действительности 

имеет две метки: класс сопряженных элементов а, характеризующий по

ток, и описывающее заряд веприводимое представление R(a) нормализа
тора N(a). Принято говорить, что а и R(a) характеризуют суперотборные 
секторы теории, поскольку они представляют свойства локализованного 

объекта, которые обязаны сохраняться в любых локальных физических про

цессах. Для частиц, несущих метки (а, R(a)), можно учредить «бюро стан
дартов», обращаясь к которому в конкретное время и в конкретном месте, 

можно распознать всего !al· IR(a)l = d(a,R(a)) различных видов частиц
это число называется размерностью сектора. Если эти частицы сплетают

ся с другими, их виды могут меняться, тогда как метки (а, R(a)) остаются 
неизменными. 

В любой теории анионов каждому типу частиц можно приписать раз

мерность, хотя, как мы увидим, в общем случае она не обязана быть целой 

и толковаться как количество различных видов частиц одного типа (одно

го сектора). Полную размерность 'D можно определить, просуммировав по 
всем типам; в случае неабелева сверхпроводника мы имеем 

(8.43) 

Поскольку сумма квадратов размерностей всех веприводимых представле

ний конечной группы равна ее порядку, а порядок нормализатора N (а) ра-
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вен [G[/[a[, мы получаем 

1J
2 = L [aJ·JGJ = JG\ 2

, (8.44) 

а полная размерность 1J = [G[. 
В случае G = 83 существует восемь типов частиц, которые перечис

лены ниже: 

Тип Поток Заряд Размерность 

А е [+] 1 
в е [-] 1 
с е [2] 2 
D (12) [+] 3 
Е (12) [-] 3 
F (123) [1] 2 

G (123) [Lи] 2 

н (123) [w] 2 

Если поток тривиален (е), тогда заряд может быть одним из трех непри

водимых представлений группы 83 : тривиальным одномерным представле

ннем [ +], нетривиальным одномерным представленнем [-] или двумерным 
представленнем [2]. Если поток представляет собой два-цикл, то нормали
затором является Z2 , а зарядом может быть либо тривиальное представле

ние [+],либо нетривиальное [-].Если же потоком является 3-цикл, тогда 
нормализатором будет Z3 , а заряд может быть либо тривиальным представ

леннем [1], либо нетривиальным представленнем [Lи], либо сопряженным 
ему представленнем [w]. Вы можете проверить, что полная размерность, 
как и ожидалось, равна 1J = JSз[ = 6. 

Отметим, что, поскольку а по определению коммутирует со всеми 

элементами нормализатора N(a), матрица DяСа) (а), представляющая а 
в неприводимом представлении R(a), коммутирует со всеми матрицами 
в этом представлении; следовательно, согласно лемме Шура она кратна 

единице: 
R(a) 

D (а)= exp(iBяca))l. (8.45) 

Чтобы понять смысл фазы ехр( iB я са)), рассмотрим композит поток-заряд, 
в котором чарджион в представлении R(a) привязан к потоку а, и пред
ставим поворот против часовой стрелки этого композитного объекта на 27Г. 
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Этот поворот переносит заряд вокруг потока, генерируя фазу 

(8.46) 

следовательно, каждому суперотборному сектору соответствует определен

ное значение топологического спина, определяемое как Внса). 

При слиянии двух разных типов частиц могут получиться композитные 

объекты различных типов, а какие типы возможны, устанавливают прави

ла слияния данной теории. Квант потока композита может принадлежать 

любому из классов сопряженных элементов, которые можно получить пе

ремножением представителей классов, соответствующих двум составляю

щим рассматриваемого объекта. Определение заряда композита особенно 

сложно, поскольку для этого необходимо разложить тензорное произведе

ние представлений двух разных нормализаторов на сумму представлений 

нормализатора результирующего потока. Например, в случае G = S3 пра
вило, управляющее слиянием двух частиц типа D, выглядит следующим 
образом: 

D х D = А+ С + F + G +Н. (8.47) 

Мы уже отмечали, что слияние пары потоков, сопоставляемых два-циклам, 

может дать либо тривиальный суммарный поток, либо поток соответствую

щий три-циклу. Заряд композита с тривиальным суммарным потоком мо

жет быть либо [+], либо [2]. Если же суммарный поток, соответствует 
три-циклу, то собственные зарядовые состояния в точности совпадают 

с собственными состояниями оператора сплетения, построенными в урав
нении (8.33). 

Почему собственные состояния полного заряда системы двух анионов 

должны также являться и собственными состояниями оператора сплете
ния? Мы можем понять эту связь в более общем смысле, если подумаем 
об угловом моменте двух-анионного составного объекта. Оператор моно

дромии R 2 заключает в себе результат обхода против часовой стрелки од
ной частицы вокруг другой. Этот обход - практически то же самое, что 

и поворот против часовой стрелки композитной системы на угол 27r, за ис
ключением того, что при повороте композитной системы вращаются и обе 

ее составляющие. Вращение этих составляющих будет компенсироваться, 

если поворот композита против часовой стрелки будет сопровождаться по
воротом его составляющих по часовой стрелке. Следовательно, оператор 

монодромии можно представить в виде 

(8.48) 

где R~ь обозначает оператор сплетения для перестановки против часовой 
стрелки частиц типа а и Ь, соединеных в композит типа с. Здесь мы поль-
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зуемся более коротким, чем раньше, обозначением, в котором а, Ь, с пред
ставляют набор меток для суперотборных секторов (определяющих в мо

дели неабелева сверхпроводника и поток, и заряд). Поскольку каждый су

перотборный сектор имеет определенный топологический спин, а оператор 

монодромии диагонален в базисе топологического спина, мы видим, что 

собственные состояния заряда и оператора сплетения совпадают. Отметим, 
что уравнение (8.48) обобщает наши предшествующие наблюдения относи
тельно абелевых анионов, а именно: композит из двух идентичных анионов 

имеет топологический спин ei40 , а обменная фаза анион-антианионнной па
ры (с тривиальным полным спином) равна e-ie. 

8.11. Квантовые вычисления с неабелевыми флаксонами 

Модель анионов характеризуется ответами на два основных вопроса: 

(1) Что происходит при комбинировании двух анионов (в чем состоят npa
вWla слияния)? (2) Что происходит при перестановке двух анионов (в чем 
состоят npaвWla сплетения)? Мы обсудили ответы на эти вопросы в част

ном случае модели неабелева сверхпроводника, ассоциируемой с конечной 

неабелевой группой G, а сейчас мы хотели бы понять, как эти правила сли
яния и сплетения можно применять для моделирования квантовых схем. 

Описывая это моделирование, мы будем предполагать следующие фи
зические возможности: 

Рождение и идентификация пары. Мы можем создавать пары частиц 

и определять тип частиц каждой пары [класс сопряженных элемен

тов а потока каждой частицы в паре, а также заряд частицы - непри

водимое представление R(a) нормализатора группы потока N(a)]. Это 
предположение естественно, поскольку не существует симметрии, свя

зывающей частицы разных типов; они имеют различимые физические 
свойства - например, различные энергетические щели и эффективные 

массы. В самом деле, единственные типы частиц, которые нам потре

буются, - это не имеющие заряда флаксоны и не несущие потока чар

джионы. 

Аннигиляция пары. Мы можем сталкивать две частицы друг с друтом и на

блюдать, аннигилирует ли эта пара полностью. Таким образом, мы по

лучаем ответ на вопрос: имеет эта пара частиц тривиальный поток 

и заряд или нет? Это предположение естественно, поскольку если па

ра имеет нетривиальное значение какой-лнбо сохраняющейся величи
ны, то после ее слияния должно остаться локализованное возбуждение, 

а эта остаточная частица, в принципе, обнаружима. 
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Сплетение. Мы можем вести частицы вдоль установленных траекторий и, 

таким образом, выполнять их перестановки. Квантовые вентили будут 
моделироваться выбором мировых линий частиц, реализующих кон

кретные косы. 

Эти элементарные операции позволяют реализовать некоторые выво

димые ниже возможности, которыми мы будем регулярно пользоваться. 

Во-первых, мы можем использовать чарджионы для калибровки флаксо

нов и учредить бюро стандартов для потоков. Предположим, нам вручили 

две пары флаксонов в состояниях la,a-1 ) и IЬ,Ь- 1 ). Мы хотим сравнить 
потоки а и Ь. Для этого создадим пару чарджион-античарджион, где заряд 

чарджиона представляет собой неприводимое представление R группы G. 
Затем пронесем чарджион вдоль замкнутого пути, окружающего первый 

элемент первой пары флаксонов и второй элемент второй пары флаксонов. 

И наконец, вновь соединим чарджион с античарджионом и посмотрим, ан

нигилируют они или нет. Поскольку ограниченный траекторией чарджиона 

суммарный поток равен аЬ- 1 , пара чарджион-античарджион аннигилирует 
с вероятностью 

хн(аь-1) 

1 1

2 

Prob(O) = IRI , (8.49) 

что меньше единицы, если поток аь- 1 не равен единице (при условии, что 
представление R не одномерное и представляет аЬ- 1 нетривиально). Та
ким образом, если аннигиляция не происходит, мы знаем наверняка, что 

потоки а и Ь не совпадают; если же чарджионные пары всякий раз анни

гилируют, то равенство а и Ь становится все более вероятным. Повторив 

эту процедуру умеренное количество раз, можно с высокой статистической 

достоверностью сделать вывод о равенстве а и Ь. 

Эта процедура позволяет рассортировать пары флаксонов по корзинам 

так, чтобы все пары, лежащие в одной корзине, имели одинаковый квант 

потока. Если корзина содержит n пар, то в общем случае ее состояние 
представляет собой смесь состояний вида 

L 1/1aia, а- 1 ) 0п. 
aEG 

(8.50) 

После удаления из корзины лишь одной пары каждое такое состояние ста-

новится смесью L Pa(Ja, а- 1 ) (а, a-1 j)®(n-1); 

aEG 

(8.51) 
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каждую корзину можно рассматривать как содержащую ( n - 1) пару с од
ним и тем же определенным, но пока неизвестным потоком. 

«Кто есть кто» в этих корзинах? Мы хотим маркировать корзины эле

ментами группы G. Чтобы прийти к согласованной маркировке, извлечем 
по паре флаксонов из трех разных корзин. Предположим, что эти три пары 

имеют вид la,a-1 ), IЬ,Ь- 1 ) и lc,c-1 ), и попытаемся проверить, справедли
во ли равенство с = аЬ. Для этого создадим пару чарджион-античарджион 

и пронесем чарджион вдоль замкнутого пути, окружающего первый эле

мент первой пары флаксонов, первый элемент второй пары флаксонов 

и второй элемент третьей пары флаксонов, после чего посмотрим, анни
гилирует вновь объединенная чарджионная пара или нет. Поскольку сум

марный поток, окруженный траекторией чарджиона равен аьс- 1 , повторяя 
эту процедуру, можно с высокой статистической уверенностью определить, 

равны ли аЬ и с. Эти наблюдения позволяют маркировать корзины в со

ответствии с групповым правилом композиции. Такая маркировка является 

однозначной, за исключением групповых автоморфизмов (а неоднозачно

сти, возникающие от любых автоморфизмов, можно разрешить произволь

ным образом). 

Как только бюро стандартов для потоков создано, его можно исполь

зовать для измерения неизвестного потока немаркированной пары. Если 

состояние измеряемой пары- ld, d-1 ), мы можем извлечь из корзины мар
кированную пару la, а- 1 ) и использовать чарджионные пары для измерения 
потока ad- 1 . Повторяя эту процедуру с другими маркированными потока
ми и, в конечном счете, осуществляя проецирующее измерение потока, мы 

можем определить значение d. 
Для моделирования квантовых схем с помощью флаксонов нам потре

буется выполнять логические вентили, действующие на значение потока. 

Основной вентиль, который мы будем использовать, реализуется путем обо

рота против часовой стрелки пары флаксонов в состоянии 1 а, а - 1 ) вокруг 
первого элемента другой пары флаксонов в состоянии IЬ,Ь- 1 ). Поскольку 
пара la, а- 1 ) имеет тривиальный полный поток, данная процедура никак 
не влияет на пару IЬ, ь- 1 ). Но поскольку в результате поток Ь обходит про
тив часовой стрелки вокруг обоих элементов пары, начальным состоянием 

которой было 1 а, а - 1), то эта пара преобразуется как 

(8.52) 

Будем называть это преобразование операцией сопряжения, действующей 

на пару флаксонов. 

Подведем итог вышесказанному. Наши исходные и выведенные воз

можности позволяют: (1) выполнять проецирующее измерение потока, 
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(2) выполнять разрушающее измерение, определяющее, являются ли по
ток и заряд пары тривиальными и (3) осуществлять сопрягающий элемент. 
Сейчас мы должны обсудить, как моделировать квантовые схемы, исполь

зуя эти возможности. 

Нужно решить, как кодировать кубиты с помощью флаксонов. Подхо

дящее кодирование можно выбрать разными способами; мы остановимся 

на одном конкретном выборе, иллюстрирующем ключевые идеи, а именно: 

будем кодировать кубит, используя пару флаксонов, полный поток которой 

тривиален. Выберем два некоммутирующих элемента а, Ь Е G, где Ь2 =е, 
и вычислительный базис для кубита 

(8.53) 

Важный нюанс: отдельный изолированный флаксон с квантом потока а вы

глядит идентичным флаксону с сопряженным квантом потока ЬаЬ- 1 • Сле
довательно, если два флаксона из одной пары удерживать далеко друг от 

друга, локальные взаимодействия с окружающей средой не вызовут декоге

рентизации суперпозиции состояний IO/ и II). Квантовая информация защи
щена от повреждения, поскольку она хранится нелокальным образом, бла
годаря топологическому вырождению состояний, в которых флаксон и ан

тифлаксон закреплены в фиксированных пространственпо разделенных по

зициях. 

Но в отличие от топологического вырождения в системах с абелевыми 
анионами, этот защищенный кубит можно сравнительно просто измерить, 

не прибегая к тонким интерферометрическим процедурам, выделяющим 

фазы Ааронова-Бома. Мы уже описывали, как измерить поток, исполь

зуя предварительно откалиброванные флаксоны; следовательно, мы можем 

выполнить проецирующее измерение закодированного оператора Паули Z 
(проекцию на базис {10/, II!}). Мы также можем измерить дополнитель
ный оператор Паули Х, пусть даже разрушающим методом и неидеально. 
Собственными состояниями оператора Х являются 

(8.54) 

следовательно, состояние 1-/ ортагональна состоянию нулевого заряда 

(8.55) 
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где а - класс сопряженных элементов, содержащий а. С другой стороны, 

состояние 1+) имеет неиулевое перекрытие с IO; а) 

(+IO;a)=~- (8.56) 

Следовательно, при столкновении частиц, образующих флаксонную пару, 

полная аннигиляция невозможна, если пара находится в состоянии 1-), ес
ли же состоянием пары является 1+), то аннигиляция происходит с вероят
ностью Prob(O) = 2/lal. 

Отметим, что можно также приготовить флаксонную пару в состо

янии 1 +). Один из возможных способов состоит в следующем: сначала 
создается пара в состоянии IO; а). Если а содержит только два элемен
та а и ЬаЬ - 1, то задача решена. В противном случае вновь созданная пара 
сравнивается с калиброванными парами в каждом из состояний lc, с- 1 ), 

где с Е а и отличается как от а, так и от ЬаЬ- 1 . Если она не согласуется ни 
с одной из этих lc, с- 1 )-пар, то ее состоянием должно быть 1 +). 

Чтобы продвинуться дальше, необходимо определить вычислительные 

возможности операции сопряжения. Будем использовать более компактное 

обозначение, в котором состояние lx, х- 1 ) флаксонной пары обозначается 
просто как lx), и рассмотрим преобразования состояния lx, у, z), которые 
можно построить с помощью операции сопряжения. Пронося (по замкнуто

му пути) третью пару сквозь первую против или по часовой стрелке, можно 

реализовать следующие вентили: 

lx, у, z) г---+ lx, у, xzx- 1 
), lx, у, z) г---+ lx, у, х- 1 zx). (8.57) 

Точно так же, пронося третью пару сквозь вторую против или по часовой 

стрелки, можно реализовать вентили 

lx, у, z) г---+ lx, у, yzy- 1
), lx, у, z) г---+ lx, у, у- 1 zy). (8.58) 

Более того, позаимствовав в бюро стандартов пару с квантом потока lc), 
можно осуществить 

lx,y,z) г---+ lx,y,czc- 1
) (8.59) 

для любой постоянной величины с Е G. Комбинация этих элементарных 
операций позволяет реализовать любой вентиль вида 

(8.60) 

где функцию f(x, у) можно представить в мультипликативной форме, то 
есть в виде конечного произведения, сомножителями которого могут быть 
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входящие данные х и у, обратные им значения х- 1 и у- 1 или постоянные 
элементы группы G, причем каждый из них может встречаться в произве
дении любое количество раз. 

Что представляют собой функции f(x, у), которые можно представить 
в таком виде? Ответ зависит от структуры группы G, но для наших целей 
достаточно следующей характеристики. Вспомним, что подгруппа Н ко

нечной группы G является нормальной, если для любой величины h Е Н 
и g Е G, ghg- 1 Е Н; 1 вспомним также, что конечная группа G является 
простой, если G не имеет нормальных подгрупп за исключением самой 
группы G и тривиальной подгруппы {е}. Оказывается, если G является 
простой неабелевой конечной группой, то любую функцию f(x, у) можно 
представить в мультипликативной форме. В литературе по теории вычисли

тельных систем родственный этому утверждению результат часто называют 

теоремой Баррингтона. 

В частности, если группа G представляет собой неабелеву простую 
группу, то существует представимая в мультипликативной форме функ

ция J, такая, что 

(8.61) 

Таким образом, для х, у, z Е {а, ЬаЬ- 1 } действие уравнения (8.60) «пере
ворачивает» поток третьей пары, если и только если х = у = ЬаЬ- 1 ; из 
наших элементарных операций мы построили вентиль Тоффоли в вычисли

тельном базисе. Следовательно, для реализации универсальных обратимых 
классических вычислений достаточно операций сопряжения, действующих 

на стандартные базисные состояния. 

А5 - неабелева простая группа минимального порядка JA5J = 60, 
группа четных перестановок пяти объектов. Следовательно, одна конкрет

ная реализация универсальных классических вычислений, использующих 

операции сопряжения, получается при выборе в качестве а три-цикла эле

мента а = (345) Е А5 , а в качестве Ь - произведения пары два-циклов 
Ь = (12)(34) Е А5 , так что ЬаЬ- 1 = (435). 

При таком разумном выборе группы G мы добиваемся топологической 
реализации универсальных классических вычислений, но как продвинуть

ся еще дальше и осуществить универсальные квантовые вычисления? Мы 

имеем возможность готовить состояния вычислительного базиса, измерять 

в вычислительном базисе и выполнять вентили Тоффоли, но все это чисто 

классические средства. Единственными неклассическими приемами, кото

рыми мы располагаем, являются способность готовить собственные состо-

1 Такие подгруппы называют также инвариантными, или нормальными. делителями. 
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яния Х = 1 и умение выполнять неидеальное разрушающее измерение Х. 
К счастью, этих дополнительных возможностей оказывается достаточно. 

В предыдущем обсуждении квантовой отказоустойчивости мы отме

чали, что если можно выполиять классические вентили Тоффоли и CNOT, 
то для универсальных квантовых вычислений достаточно уметь применять 

каждый из операторов Паули Х, У и Z, а также выполиять проецирующие 
измерения любого из этих операторов. Мы уже знаем, как применить клас

сический вентиль Х и как измерить Z (то есть спроецировать на вычисли
тельный базис). В нашем арсенале до сих пор отсутствуют проецирующие 

измерения Х и У и выполнение Z. (Конечно, если мы можем применять 
операторы Х и Z, то в состоянии применять и их произведение ZX = iY.) 

Посмотрим, как превратить неидеальное разрушающее измерение Х 
в надежное проецирующее измерение. Вспомним действие сопряжения 

CNOT на операторы Паули: 

CNOT : Xl f--t ХХ, (8.62) 

где первый кубит является управляющим, а второй - целью CNOT. Следо
вательно, для осуществления проецирующего измеренияХ достаточно вен

тилей CNOT, а также способности готовить собственные состояния Х = 1 
и выполиять разрушающие измерения Х. Мы можем приготовить служеб
ный кубит в собственном состоянии Х = 1, выполнить вентиль CNOT 
со служебным кубитом в качестве управляющего и измеряемыми данными 

в качестве цели, а затем провести разрушающее измерение этого служебно

го кубита. Это измерение готовит данные в собственном состоянии опера

тора Х, собственное значение которого совпадает с результатом измерения 

служебного кубита. В нашем случае разрушающее измерение не вполне 

надежно, но его можно многократно повторить. Каждый раз мы готовим 

и измеряем новый служебный бит и после нескольких повторений получа

ем результат измерения с приемлемой статистической достоверностью. 

Теперь, когда мы можем выполнить проецирующее измерение Х, мы 

способны приготавливать не только собственные. состояния Х = 1, но 
и собственные состояния Х = -1 (например, повторяя следующие друг 
за другом измерения операторов Z и Х до тех пор, пока в конце концов не 
будет получен результат Х = -1). Затем, выполняя вентиль CNOT, целью 
которого является собственное состояние Х = -1, мы можем выполнить 
оператор Паули Z, действующий на управляющий кубит. Остается лишь 
продемонстрировать, что измерение У тоже может быть реализовано. 

На первый взгляд, измерение оператора У выглядит проблематичным, 

поскольку наши физические возможности не позволяют различать соб

ственные состояния У = 1 и У = -1 (то есть отличать состояние 7j; от 
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его комплексно-сопряженного ф*). Но эта неопределенность не представ

ляет серьезной трудности, поскольку на самом деле не важно, как она будет 
разрешена. Если в процедуре моделирования унитарного преобразования U 
заменить измерение оператора У на измерение оператора -У, то результа

том такой замены будет моделирование U* вместо U; эта замена не меняет 
распределение вероятностей результатов измерений в стандартном вычис

лительном базисе. 

Чтобы быть точнее, можно сформулировать протокол измерения опе

ратора У, в первую очередь отметив, что применение вентиля Тоффоли, 

целевым кубитом которого является собственное состояние Х = -1, реа
лизует вентиль контролируемой фазы A(Z), действующий на два управляю
щих кубита. Объединив этот вентиль с CNOT вентилем А(Х), мы получаем 
вентиль A(iY), действующий как 

A(iY) : 
{ 

[Х = +1) 18J[Y = +1) г---+ IY = +1) 18J[Y = +1), 
JX = +1) @jY = -1) г---+ IY = -1) @jY = -1), 
JX = -1) 18J[Y = +1) г---+ IY = -1) ® IY = +1), 
JX = -1) @jY = -1) г-+ JY = +1) @jY = -1), 

(8.63) 

где первый кубит является управляющим, а второй - целью. Теперь пред

положим, что мой надежный друг дает мне только один кубит, который, 

как он меня уверяет, был приготовлен в состоянии [У = 1). Я знаю, как 
самостоятельно приготовить состояния [Х = 1), и могу выполнять венти
ли A(iY); следовательно, поскольку вентиль A(iY) с состоянием \У = 1) 
в качестве его цели преобразует [Х = 1) в [У = 1), я могу сделать мно
жество копий полученного от моего друга состояния JY = 1). Желая из
мерить У, я применяю обратный по отношению к A(iY) вентиль, целью 
которого является измеряемый кубит, а управляющим кубитом - одно из 

моих состояний У= 1; затем я выполняю Х-измерение служебного кубита, 
считывающие результат У -измерения другого кубита. 

А что, если мой друг солгал и вместо этого дал мне копию состо

яния \У = -1)? Тогда я сделаю множество копий состояния JY = -1) 
и буду измерять -У, считая, что измеряю У. Мое моделирование будет 

работать точно так же, как и раньше; фактически я буду моделировать ком

плексно-сопряженное значение идеальной схемы, но это не изменит конеч

ного результата квантового вычисления. Если мой друг подбросит в воздух 

монетку, чтобы решить, дать ли мне состояние JY = 1) или JY = -1), 
это также не окажет никакого влияния на точность моего моделирования. 

То есть получается, что помощь друга мне вообще не нужна - вместо ис

пользования состояния \У= 1), которое я мог бы получить от него, я могу 
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использовать случайное состояние р = 1/2 (равновзвешенную смесь состо
яний IY = 1) и IY = -1)), способ приготовления которого мне известен. 

Этим завершается доказательство того, что по крайней мере в случае, 

когда G является простой неабелевой конечной группой, 1 мы можем эффек
тивно моделировать отказоустойчивые квантовые схемы, используя флак

соны и чарджионы неабелева сверхпроводника. Рассматриваемое в целом, 

включая все приготовления состояний и калибровку потоков, это модели

рование можно описать следующим образом: приготавливается множество 

пар анионов ( флаксонов и чарджионов ), мировые линии анионов следуют 
определенной косе, анионные пары сталкиваются с целью увидеть, анниги

лируют они или нет. Это моделирование недетерминированно в том смыс

ле, что реализованная анионами фактическая коса зависит от результатов 

измерений, выполненных (благодаря столкновениям) в процессе моделиро
вания. Оно устойчиво к малым возмущениям, если температура низка по 

сравнению с энергетической щелью, а частицы удерживаются достаточно 

далеко друг от друга (за исключением момента рождения и столкновения 

пар), чтобы подавить обмен виртуальными анионами. Пока сплетение ча

стиц принадлежит правильному топологическому классу, малые деформа

ции их мировых линий не влияют на результат вычислений. 

8.12. Обобщенные анионные модели 

Наше обсуждение модели неабелева сверхпроводника обеспечивает 

доказательство существования использующих анионы отказоустойчивых 

квантовых вычислений. Но эта модель, естественно, имеет недостатки. 

Описанной нами схеме недостает красоты, элегантности, простоты. 

Я рассмотрел эту модель так подробно, поскольку она достаточно кон

кретна и, следовательно, позволяет нам приобрести интуицию в понимании 

свойств неабелевых анионов. Но сейчас, когда мы уже лучше понимаем 

ключевые идеи сплетения и слияния в анионных моделях, мы готовы по

дойти к этим вопросам с более общих и абстрактных позиций. Это приве

дет нас к новым моделям, в том числе и к существенно более простым по 

сравнению рассмотренными ранее. Мы сможем выбросить большую часть 

лишнего багажа, обременяющего модель неабелева сверхпроводника (на

пример, различие между флаксонами и чарджионами, калибровку флак

сонов, а также измерения, требуемые для моделирования неклассических 

1 Мошон показал, что универсальные квантовые вычисления возможны для более широ
кого класса групп. См.: С. Mochon, Anyons from Non-SolvaЫe Finite Groups are Sujficient for 
Universal Quantum Computation, Phys. Rev. А67, 022315 (2003). 
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вентилей). Простейшие модели, с которыми мы сейчас познакомимся, ор

ганичнее вписываются в схемы отказоустойчивых вычислений и выглядят 

более правдеподобными с точки зрения их возможной реализации в систе

мах с разумными физическими свойствами. 

Анионная модель - это теория частиц на двумерной поверхности (ко
торую мы будем считать плоской), переносящих локально сохраняющиеся 

заряды. Также предполагается, что эта теория имеет массовую щель, то 

есть дальнодействующие взаимодействия, переносимые безмассовыми ча

стицами, отсутствуют. Эта модель характеризуется тремя определяющими 

свойствами: 

1. Перечень типов частиц. Типами являются метки, устанавливающие 
возможные значения сохраняющегося заряда, который может нести ча

стица. 

2. Правила композиции и расщепления, определяющие возможные зна
чения заряда, которые могут быть получены при объединении двух 

частиц с известными зарядами, а также возможные способы расщеп

ления на две части заряда, переносимого одной частицей. 

3. Правила сплетения, устанавливающие, что происходит при переста
новке двух частиц (или при повороте одной частицы на 2п). 

Теперь обсудим каждое из этих свойств более подробно. 

8.12.1. Метки 

Для меток, определяющих различные типы частиц, я буду использо

вать латинские буквы {а, Ь, с, ... } . (В случае неабелева сверхпроводника 
метка (а, R(a)) обозначала класс сопряженных элементов и веприводимое 
представление нормализатора класса, но теперь наше обозначение будет 

более компактным.) Предположим, что совокупность возможных меток ко

нечна. Символ а представляет величину сохраняющегося заряда, переноси

мого частицей. Иногда мы говорим, что эта метка определяет суперотбор

ный сектор теории. Этот термин означает лишь то, что метка а является 

свойством локализованного объекта, которое нельзя изменить локальным 

физическим процессом, то есть если одна частица всегда хорошо изоли

рована от других, ее метка никогда не изменится. В частности, никакие 

локальные взаимодействия частицы с ее окружением не могут изменить 

ее метку. Это локальное сохранение заряда является основной причиной 

того, почему анионы подходят для отказоустойчивой обработки квантовой 

информации. 
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Существует одна частная, единичная метка 1. Наличие частицы с мет
кой 1 фактически эквивалентно отсутствию частицы вообще. Более того, 
для каждой метки частицы а существует сопряженная метка а, а также 

существует операция зарядового сопряжения С (где С2 = I), действие ко
торой отображает метки на сопряженные им: 

с : а f---+ а f---+ а. (8.64) 

Метка может бьпь самосопряженной, так что а= а. Например, l = 1. 
Нам потребуется рассматривать определенным образом упорядочен

ные состояния п-частиц. Их удобно представпять расположенными друг за 
другом вдоль пекоторой линии (например, вдоль вещественной оси) сле
ва направо; n частиц помечены как (а1 , а2 , а3 , ... , ап), где а1 присвоена 
крайней слева частице, а an - крайней справа. 

8.12.2. Пространства композитных состояний 

Композитный объект, образующийся при объединении двух частиц, 

также имеет заряд. Возможные значения полного заряда с при значениях 

зарядов составляющих а и Ь определяют правила композиции модели. Их 
можно записать как 

(8.65) 
с 

где каждое N~ь - неотрицательное целое число, а суммирование ведет
ся по полному набору меток с. Отметим, что а, Ь и с - это метки, а не 

векторные пространства; произведение слева не является тензорным про

изведением, а сумма справа не является прямой суммой. Скорее правила 

композиции можно рассматривать как абстрактное соотношение для набора 

меток, отображающее упорядоченную тройку (а, Ь; с) на N~ь· Это соотно
шение симметрично по а и Ь (а х Ь = Ь х а) - возможные заряды композита 
не зависят от положения а (справа или слева). Прочитанные в обратном на

правлении, правила композиции определяют возможные способы расщеп

ления заряда с на две части с зарядами а и Ь. 

Если N~ь = О, то при комбинировании а и Ь заряд с не может быть 

получен. Если N~ь = 1, то с можно получить единственным способом. 
Если N~ь > 1, то с можно получить N~ь различимыми способами. Пред
ставление о том, что объединение двух зарядов может дать третий заряд 
несколькими способами, должно быть знакомо из теории представлений 

групп. Например, правило, управляющее композицией двух октетных пред

ставлений группы SU(З), выглядит следующим образом: 

8 х 8 = 1 + 8 + 8 + 10 + 10 + 27, (8.66) 
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так что N&8 = 2. Но подчеркнем еще раз: в то время как правила компо
зиции представлений групп можно интерпретировать как разложение тен

зорного произведения векторных пространств на прямую сумму векторных 

пространств, в общем случае правила композиции в анионной модели такой 

интерпретации не имеют. 

N~ь различимых способов, которыми при объединении а и Ь может 
возникнуть с, можно рассматривать как ортонормированные базисные со

стояния гильбертона пространства Vс:'ь· Мы называем Vс:'ь пространством 
композитных состояний, а состояния, которые оно включает, - композит

ными состояниями. Базисные векторы Vс:'ь можно обозначить как 

{\аЬ; с, р,), р, = 1, 2, ... , N~ь}· (8.67) 

Для состояний композитного базиса удобно ввести графическое обозначе

ние: 

а Ь 

~ = 1 аЬ;с,р) 
с 

А = (ab;c,pl 

с а Ь 

Состояние \аЬ; с, р,) представлено в виде окружности, содержащей сим
вол р,; к окружности присоединены обозначенные метками а и Ь ориенти

рованные входящие линии, представляющие объединяемые заряды, и мар

кированная меткой с выходящая ориентированная линия, представляющая 

результат объединения. Существует дуальное векторное пространство Vсаь, 
описывающее состояния, возникающие при расщеплении заряда с на за

ряды а и Ь, и дуальный базис с инвертированными линиями (входящей с 

и выходящими а и Ь). Пространства Vс:'ь с различными значениями с взаим

но ортогональны, так что элементы базиса композитных состояний удовле

творяют уравнению 

( ь . 1 '\ Ь· ) - s:c' S:/1-' а , с, р, а , с, р, - uc uм , (8.68) 

а полноту базиса композитных состояний можно выразить как 

L \аЬ; с, м) (аЬ; с, мl = Iаь, (8.69) 

где Iаь обозначает проектор на пространство ЕВе Vс:'ь, полное гильбертово 
пространство для анионной пары аЬ. 
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с а ъ 

а ъ = gc' дf/ 
с J.l L а ъ 

с,р 

с а ъ 

Среди пространств композитных состояний существует несколько 

естественных изоморфизмов. Во-первых, V~ь е>< Vi,~; эти векторные 
пространства ассоциируются с различными маркировками двух частиц 

(при а "1 Ь) и, следовательно, должны рассматриваться как различимые, но 
они являются изоморфными пространствами, поскольку обьединение сим

метрично. Мы можем также «поднимать и опускать индексы» пространства 

композитных состояний, заменяя метку ее сопряженной величиной, напри

мер, 

vc ~ vь_ е>< v1 _ е>< vЬс е>< V}ib е>< •••• 
аЬ ас - аЬс - а - с - ' (8.70) 

на графическом языке этому соответствует обращение соответствующих 

ориентированных линий с одновременным сопряжением их меток. Про

странство Vа1ьс• изображаемое диаграммой с тремя входящими линиями, 
представляет собой пространство, натянутое на базис различимых спосо

бов получения тривиального полного заряда 1 при композиции трех частиц 
с метками а, Ь и с. 

Заряд 1 достоин своего имени, поскольку с другими частицами он ком
бинируется тривиальным образом: 

ах 1 =а. (8.71) 

Вследствие изоморфизма Vaal ~ V~a' мы делаем вывод, что а- единствен
ная метка, которая дает l при композиции с а, и что эта композиция может 
возникнуть лишь единственном способом. Аналогично, Vaal ~ V1aa означа
ет, что рожденные из вакуума пары частиц имеют сопряженные заряды. 

Анионная модель является неабелевой, если 

(8.72) 

по крайней мере для некоторых пар с метками аЬ; в противном случае 

модель является абелевой. В абелевой модели любые две частицы обьеди-
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няются единственным способом, а в неабелевой модели существуют неко

торые пары частиц, способные объединяться более чем одним способом, 

и существует гильбертоно пространство размерностью два и более, натяну

тое на эти различимые состояния. Мы будем говорить об этом пространстве 

как о «топологическом гильбертоном пространстве» анионной пары, под

черкивая тем самым, что данная квантовая информация закодирована нело

кально - это коллективное свойство пары, не локализованное ни на какой 

из образующих ее частиц. Действительно, когда две частицы с метками а 

и Ь находятся далеко друг от друга, разные состояния в топологическом 

гильбертоном пространстве локально выглядят идентичными. Следователь

но, эта квантовая информация хорошо спрятана и неуязвима для декоге

рентизации, обусловленной локальными взаимодействиями с окружающей 

средой. 

Именно по этой причине мы предлагаем использовать неабелевы ани

оны в работе квантового компьютера. Конечно, нелокально закодированная 

информация спрятана не только от окружения; она недоступна и для нас. 

Однако с помощью неабелевых анионов можно убить двух зайцев сразу! 

По завершении квантового вычисления, когда мы готовы считать резуль

тат, мы можем объединить анионы в пары и пронаблюдать результат такой 

композиции. В сущности, будет достаточно отличать случай, когда заряд 

композита с = 1, от случая с # 1, то есть отличать остаточную частицу 
Снеспособную распадаться вследствие ее нетривиального сохраняющегося 

заряда) от отсутствия частицы вообще. 

Отметим, что для каждой анионной пары это топологическое гильбер

тоно пространство конечномерно. Обладающая этим свойством анионная 

модель рациональна. Как и в обсуждавшемся случае топологически вы

рожденного основного состояния абелевой модели, анионы рациональных 

неабелевых моделей всегда имеют топологические спины, представляющие 

собой корни из единицы. 

8.12.3. Сплетение: R-матрица 

При перестановке против часовой стрелки двух частиц с метками а 

и Ь их полный заряд с не изменяется. Следовательно, поскольку две части

цы меняются местами на линии, обмен индексами является естественным 

изоморфизмом, отображающим гильбертоно пространство Vi,~ на V~ь; это 
отображение представляет собой оператор сплетения 

(8.73) 
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Если в этих двух пространствах выбрать канонические базисы {lba; с, р,)} 
и {lab; с, р,') }, то операцию (8.73) можно представить как унитарное преоб-
разаванне 

R: IЬа; с, р,) ~-----+ L lab; с, р,')(R~ь)~'; (8.74) 
м' 

отметим, что R может оказывать нетривиальное действие на композитные 
состояния. Представляя действие R в графической форме, удобно зафик

сировать положения меток а и Ь на входящих линиях и повернуть против 

часовой стрелки линии, входящие в вершину композита (р,). График с пе

рекрещенными линиями представляет состояние в пространстве V~ь· полу
ченное в результате применения матрицы R к IЬа; с, р,), которое может быть 
разложено в каноническом базисе пространства V~ь= 

а Ь а Ь 

~ 
с с 

Оператор монодромии 

(8.75) 

является изоморфизмом V~ь на самого себя, представляя результат полного 
оборота а вокруг Ь против часовой стрелки. Как уже отмечалось при об

суждении неабелева сверхпроводника, оператор монодромии эквивалентен 

повороту с на 2JГ с одновременным поворотом а и Ь на -2JГ; следователь
но, собственные значения оператора монодромии определяются топологи

ческими спинами частиц: 

(8.76) 

Более того, как и в случае абелевых анионов, топологический спин опреде

ляется оператором сплетения, действующим на пару частица-античастица 

с тривиальным полным зарядом: 

(8.77) 

(поскольку рождение пары, пересталовка и аннитиляция пары эквивалент

ны повороту частицы на -2JГ). 
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8.12.4. Ассоциативность композитных состояний: F-матрица 

Композитные состояния ассоциативны: 

(ах Ь) х с= ах (Ь х с). 

179 

(8.78) 

С математической точки зрения, это аксиома, которой удовлетворяют пра

вила композиции анионной модели. С физической точки зрения, это необ

ходимое условие, поскольку полный заряд системы из трех частиц - это 

ее внутреннее свойство, которое не должно зависеть от того, объединяются 

ли сначала а и Ь, а затем эта пара - с с, или же сначала комбинируются Ь 

и с, а затем результат композиции - с а. 

Следовательно, топологическое гильбертоно пространство композит

ных состояний с полным зарядом d, образующихся при объединении трех 
частиц с зарядами а, Ь и с, допускает два естественных способа разложе

ния в прямую сумму тензорных произведений пространств композитных 

состояний пар частиц: 

(8.79) 
е е' 

Соответственно, в пространстве Vadьc существует два естественных орто
нормированных базиса 

i(ab)c ----t d; цш) = iab; е, J.L) ® lec; d, v), 

ia(bc) ----t d; е' м'v') = lae'; d, v') ® lbc; е', м'), 

связанных между собой унитарным преобразованием F: 

" d e'p.,'v' i(ab)c----td;eJш)= L..." ia(Ьc)----td;e'м'v')(Faьc)efLv · 
е'м'v' 

d d 

(8.80) 

(8.81) 

Унитарные матрицы F:fьc иногда называют матрицами композиции; од
нако чтобы не рисковать вызвать путаницу между ними и правилами ком

позиции N~ь' я лучше буду называть их F-матрицами. 
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8.12.5. Множество анионов: стандартный базис 

В анионном квантовом компьютере мы оперируем с п-анионным топо

логическим квантовым состоянием путем сплетения анионов. Чтобы опи

сывать эти вычисления, удобно выбрать стандартный базис в таком гиль

бертоном пространстве. 

Пусть n анионов с полным зарядом с, расположенные последовательно 
вдоль линии, имеют метки а 1 , а2 , а3 , ... , an. Рассмотрим процесс,в котором 
сначала происходит объединение анионов 1 и 2, затем образовавшаяся пара 
объединяется с анионом 3, тройка- с анионом 4, и так далее. Совершае
мому в этом порядке объединению соответствует разложение п-анионного 

топологического гильбертона пространства: 

(8.82) 

Отметим, что это пространство не имеет естественного разложения на тен

зорное произведение подсистем, соответствующих локализованным части

цам; скорее, мы представили его как прямую сумму множества тензорных 

произведений. Для неабелевых анионов его размерность экспоненциальна 

поn: 

(8.83) 

Таким образом, топологическое гильбертоно пространство является подхо
дящей ареной для успешной обработки квантовой информации. 

С этим разложением ассоциируется стандартный базис, элементы ко

торого нумеруются промежуточными зарядами ь1' ь2, ... 'ьп-2 и представ
ляют собой произведения базисных векторов {i!L1)} пространств композит

ь 
ных состояний V.ь J а : 

з-l, J+l 

{ ia1 а2; ь1' /L1) IЬ1аз; ь2, /L2) ... IЬп-зап-1; Ьп-2, /Ln-2) 1Ьп-2ап; с, !Lп-1)}' 
(8.84) 

или на графическом языке: 

an-I an 

....................... ~, 
п-3 п-2 
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Конечно, выбор этого базиса неоднозначен. При желании можно предста

вить процесс объединения частиц, протекающий в другом порядке, и по

лучить другой стандартный базис, связанный с предыдущим унитарной F
матрицей. 

8.12.6. Сплетение в стандартном базисе: В-матрица 

Рассмотрим, что произойдет с состояниями топологического вектор

ного пространства n анионов V~1 аzаз···ап при перестановке частиц друг 
с другом. Поскольку перестановки могут менять позиции частиц с раз

личными метками, они могут отображать одно топологическое векторное 

пространство на другое путем перестановки меток. Тем не менее, мож

но рассмотреть прямые суммы векторных пространств, ассоциируемых 

со всеми возможными перестановками меток, представляющими группу 

КОС Bn. 
Попробуем описать, как это представление действует на стандартные 

базисы в этих пространствах. Достаточно сказать, как представляютел пере

становки соседних частиц, то есть определить действие генераторов груп

пы кос. Однако до настоящего времени мы обсуждали действие группы кос 

лишь на пару частиц с определенным полным зарядом (R-матрица), что по 

сути своей не дает информации о ее действии на стандартные базисы. 

Выход из этого затруднительного положения дает следующее наблюде

ние: применяя F -матрицу, можно перейти от стандартного базиса к базису, 
в котором R-матрица блочно-диагональна, применить R, а затем, применяя 
F- 1 , вернуться в стандартный базис: 

ll .1 
Композиция этих трех операций, выражающая результат сплетения в стан

дартном базисе, обозначается символом В и иногда называется «матрицей 

сплетения»; но чтобы избежать путаницы между В и R, я буду называть ее 
просто В-матрицей. 

Рассмотрим перестановку анионов в позициях j и j + 1 вдоль линии. 
в нашем разложении пространства v~la2aз···an эта перестановка действует 

на пространство 

(8.85) 
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Сокращая число подстрочных индексов, будем называть это пространство 

vadcb' которое преобразуется перестановкой как 

в о v:d ----* v:d 
· асЬ аЬс· (8.86) 

Выразим действие В в стандартных базисах двух пространств Vа~ь и Vaic: 

Чтобы избежать нагромождения в уравнениях, я опускаю метки для базис

ных элементов пространства композитных состояний (расположение этих 

меток очевидно). Следовательно, мы пишем 

или 

где 

В\(ас)Ь----* d; е) = L В\а(сЬ)----* d;!) (F~сь): = 
f 

= L \а(Ьс)----* d; f)R{c (F~сь): = 
f 

= L \(аЬ)с----* d; g) [(F-1 )~ьс] ~ R[c (F1сь)~, 
J,g 

В : \(ас)Ь----* d; е) f------4 L \(аЬ)с----* d; g) (В~ьс)~, 
g 

(В~ьс): = L [(F- 1 )~ьc]~R{c (F1сь)~ · 
f 

(8.87) 

(8.88) 

(8.89) 

Мы, как и хотели, выразили действие В-матрицы в стандартном базисе 

через F- и R-матрицы. 
Таким образом, реализованное n анионами представление группы кос 

полностью характеризуется F -матрицей и Н-матрицей. Более того, мы уви
дели, что R-матрица также определяет топологические спины анионов, так 

что мы фактически построили представление более широкой группы, гене

раторы которой включают как перестановки соседних частиц, так и пово

роты частиц на 2п. Подходящим названием для этой группы было бы «груп

па лент», поскольку ее элементы скорее находятся во взаимно однозначном 
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соответствии с топологическими классами сплетенных лент (которые могут 

скручиваться), нежели сплетенных струн; однако математики уже назвали 
это «группой классов отображений для сферы сn проколами». 

На данном этапе мы заканчиваем наше общее описание анионной мо

дели. Модель определяется следующими параметрами: (1) набор меток, 
(2) правила композиции, (3) R-матрица и (4) F-матрица. 

Построенный нами математический объект называется унитарным 

топологическим .модулярным функтором. Он тесно связан с двумя другими 
объектами, которые уже были хорошо изучены: теорией топологического 

квантового поля в 2 + 1-мерном пространстве-времени, а также теорией 
конформного поля в 1 + 1-мерном пространстве-времени. Однако мы будем 
называть его просто анионной .моделью. 

8.13. Моделирование анионов квантовой схемой 

Топологические квантовые вычисления выполняются в три этапа: 

1. Инициализация: Создаются пары частица-античастица с1ё1 , с2ё2 , сзёз, 
... , Cmёm. Каждая пара определенного типа и с тривиальным полным 

зарядом. 

2. Обработка: Количество n = 2m частиц проводятся вдоль траекторий, 
их мировые линии следуют определенной косе. 

3. Считывание: Пары оказавшихся рядом частиц объединяются и ведется 
запись, аннигилирует каждая такая пара полностью или нет. Эта запись 

является результатом вычислений. 

(В случае вычислительной модели неабелева сверхпроводника предполага
лось, что сплетение определяется результатом объединения, выполняемого 
на стадии обработки. Но здесь рассматривается модель, в которой все из

мерения откладываются вплоть до финального считывания). 

Какой мощностью обладает данная модель вычислений? Я утверждаю, 

что этот топологический квантовый компьютер можно эффективно смоде

лировать с помощью квантовой схемы, поскольку топологическое гильбер

тоно пространство п-анионов не имеет простого и естественного разложе

ния на тензорное произведение малых подсистем. Возможно, это утвержде

ние непосредственно не очевидно. Для доказательства, необходимо объяс

нить следующее: 

1. как с помощью обычных кубитов закодировать топологическое гиль
бертоно пространство, 
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2. как, используя квантовые вентили, эффективно представить сплетение, 

3. как смоделировать объединение анионной пары. 

Кодирование. Поскольку каждая образованная в процессе инициализа
ции пара имеет тривиальный полный заряд, исходное п-анионное состоя

ние также имеет тривиальный полный заряд. Следовательно, для опреде

ленного набора меток a1 ,a2 ,a3 , ... ,an топологическое гильбертоно про
странство имеет вид 

(8.90) 

имеется n- 3 промежуточных зарядов и n- 2 пространств композитных со
стояний, возникающих в каждом слагаемом. Пересталовки частиц меняют 

местами метки, но после каждой перестановки векторное пространство по

прежнему имеет вид (8.90), отличаясь от него лишь порядком следования 
меток aj. 

Хотя каждое п-анионное топологическое гильбертоно пространство са

мо по себе не является тензорным произведением подсистем, все эти про

странства содержатся в 

(8.91) 

где 

'Нd = ffi V~ьс· (8.92) 
а,Ь,с 

Здесь а, Ь, с суммируются по полному набору меток модели (которая по 

предположению является конечной), так что пространство 'Нd содержит все 

возможные композитные состояния трех частиц, а его размерность d равна 

(8.93) 

Таким образом, п-анионное состояние можно закодировать в гильбертоном 

пространстве (n-2) кудитов пекоторой постоянной размерности d (которая 
зависит от анионной модели, но не зависит от n ). Базисные состояния этого 
кудита можно задать в виде {la, Ь, с; J-t) }, где JL маркирует элемент базиса 
пространства композитных состояний Vа1ьс· 

Сплетение. В топологическом квантовом компьютере коса сплетается 

путем выполнения ряда перестановок, каждая из которых действует на па

РУ соседних частиц. Результат каждой перестановки в стандартном базисе 
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ывается В-матрицей. Как она действует в закодированном (с помощью 

то в) топологическом векторном пространстве? Опуская для краткости 

и композитных состояний, наш базис для двухкудитовых состояний 

:ею обозначить как /а, Ь, c)/d, е,!). Но в топологическом квантовом ком
rере метки d и с всегда совпадают, и, следовательно, для выполнения 
:лирования сплетения нужно рассмотреть лишь такие двухкудитовые 

ояния, метки которых совпадают в следующем смысле: 

е Ь е Ь 

а ,Q, -~(в! )g _- L..J аеЬ d 
f g 

а действие В-матрицы на эти базисные состояния имеет вид 

в = /а, ь, а> /d, е, л г---> z= /а, е, g) /g, ь, !> ( в!еь):. (8.94) 
g 

и требовалось, мы представили В как d2 х d2-матрицу, действующую 
ару соседних кудитов. 

Объединение. Объединение анионной пары можно смоделировать 

.кудитовым измерением, которое с помощью F-матрицы можно свести 

нокудитовому измерению: 

ь--,;-е 
f 1 - ~( f )g g 

а~ ~J-7 Fabe d lg -
a_J.._J 

мотрим базисное состояние /а, Ь, d) /d, е,!) пары соседних кудитов; ка
амплитуда вероятности того, что анионная пара (Ье) имеет триви

[ЫЙ полный заряд? Используя F-преобразование, ее состояние можно 

(ставить в виде разложения 

F : /а, Ь, d) /d, е,!) г---> L /а, g,!) /Ь, g, е) ( Ffьe): = 
g 

- ( f ) 
1 

"'""' - - ( f )g = /а, l, Л /Ь, l, е) Fabe + L-/a, g, Л /Ь, g, е) Fabe ; 
d 4 d 

g.,...l 

(8.95) 
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мы явно выделили из суммы по 9 слагаемое, отвечающее композитному 
состоянию с тривиальным зарядом 1. После F-преобразования (которое яв
ляется лишь специфическим двухкудитовым унитарным вентилем) можно 

определить вероятность того, что (Ье) комбинируется к 1, выполняя про
екционное измерение второго кудита в базисе {IЬ, g, е)}, и записывая, дей
ствительно ли 9 = 1. 

Этим завершается доказательство того, что квантовая схема может эф

фективно моделировать топологический квантовый компьютер. 

8.14. Анионы Фибоначчи 

Мы установили, что топологические квантовые вычисления не мощ

нее модели квантовой схемы - любая задача, которую можно эффективно 

решить путем сплетения неабелевых анионов, может быть также эффек

тивно решена с помощью квантовой схемы. Но насколько мощными явля

ются топологические вычисления? Можно ли с помощью сплетения анио

нов смоделировать универсальный квантовый компьютер? Ответ зависит от 

специфических свойств анионов: одни модели неабелевых анионов универ

сальны, другие - нет. Чтобы найти ответ для конкретной анионной модели, 

необходимо понять свойства представлений группы кос, которые определя

ются F- и R-матрицами. 

Вместо того чтобы заниматься общим обсуждением, изучим одну осо

бенно простую модель неабелевых анионов и продемонстрируем ее вы

числительную универсальность. Это простейшая из неабелевых моделей -
специалисты в области конформной теории поля называют ее «моделью 

Янга-Ли», но я буду называть ее «моделью Фибоначчи» по причинам, ко

торые вскоре станут ясны. 

В модели Фибоначчи имеется лишь две метки: тривиальная метка, ко

торую я сейчас обозначу как О, и единственная нетривиальная метка, кото

рую я обозначу как 1, где I = 1. И существует только одно нетривиальное 
правило композиции: 

1 х 1 =о+ 1; (8.96) 

при столкновении два аниона либо аннигилируют, либо превращаются 

в изолированный анион. Модель неабелева, поскольку два аниона могут 

объединяться двумя различимыми способами. 

Рассмотрим стандартный базис для п-анионного гильбертона про

странства Vj_~,, каждый базисный элемент которого описывает различимый 
способ, которым могут комбинироваться n анионов, выдавая в итоге пол
ный заряд Ь Е {0, 1 }. Пусть сначала объединяются два крайних слева ани-
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она; зарядом возникающего в результате состояния может быть О или 1. 
Затем этот заряд объединяется с третьим слева анионом, давая полный за

ряд О или 1, и так далее. Наконец, последний анион объединяется с полным 
зарядом первых n - 1 анионов и выдает полный заряд Ь. В этом описании 
процесса появляется всего n-2 промежуточных зарядов Ь1 , Ь2 , Ь3 , ... , bn_ 2 ; 

таким образом, соответствующие элементы базиса можно обозначить дво

ичной строкой длины n - 2. Если полный заряд равен О, результат компо
зиции первых n - 1 анионов должен быть 1, так что базисные состояния 
маркируются строками длиной n- 3. 

Однако не все бинарные строки допустимы - за О всегда должна сле

довать 1. Не существует строк, содержащих два нуля подряд, поскольку 
единственно возможным результатом объединения зарядов О и 1 являет
ся полный заряд 1. Во всем остальном, в последовательности не имеется 
ограничений. Следовательно, базисные состояния находятся во взаимно од

нозначном соответствии с двоичными строками, не содержащими ни одной 

пары следующих друг за другом нулей. 

Таким образом, размерность N~ =:= NРп топологического гильбертова 
пространства V1~ подчиняется простому рекуррентному соотношению. Ес
ли объединение первых двух частиц дает тривиальный полный заряд, то 

оставшиеся n- 2 частиц могут объединяться N~_2 различимыми способа
ми. Если же объединение первых двух частиц дает анион с нетривиальным 

зарядом, то этот анион может объединиться с другими n-2 анионами N~_ 1 
способами; следовательно, 

N~ = N~_ 1 + N~-2· (8.97) 

Поскольку Np =О и Ng = 1, решением данного рекуррентного соотноше
ния является 

n 

N~ 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 .. о 

о 1 1 2 3 5 8 13 21 ... 
(8.98) 

-последовательность чисел Фибоначчи (вот почему я называю эту модель 

«моделью Фибоначчи» ). 
Числа Фибоначчи растут вместе с n со скоростью N~ ::::::: Сфп, где ф -

золотое сечение ф = (1+J5)/2::::::: 1.618. Поскольку ф управляет скоростью, 
с которой расширяется гильбертоно пространство при добавлении анионов, 

мы говорим, что d = ф - квантовая размерность аниона Фибоначчи. Ир
рациональность этой «размерности» служит яркой иллюстрацией того, что 

топологическое гильбертоно пространство не имеет естественного разло

жения на тензорное произведение подсистем - напротив, топологически 
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закодированная квантовая информация является коллективным свойством n 
анионов. 

8.15. Квантовая размерность 

Мы еще вернемся к свойствам модели Фибоначчи, но сначала более 

глубоко изучим концепцию квантовой размерности. Как определить раз

мерность da метки а для общей анионной модели? С этой целью удоб
но представить физический процесс, в котором рождаются две пары аа 

(каждая с тривиальным полным зарядом); затем частица а из пары спра

ва объединяется с античастицей а из пары слева. Аннигилируют ли эти 

частицы? 

При соответствующем соглашении относительно фаз, амплитуда ве

роятности аннигиляции является действительным числом из единичного 

интервала [0,1]. Определим его как l/da, где da- квантовая размерность а 
(а 1/d~ -вероятность аннигиляции). Отметим, что из этого определения 
становится очевидным равенство da = da. В том случае, когда метка а яв
ляется меткой неприводимого представления Ra группы G, ее размерность 
в точности равна da = IRal, то есть размерности представления. Графиче
ски это понять проще: 

/"Z/"Z vv= 1 =-1 
d 
а 

Если рождаются две пары, а затем каждая пара немедленно аннигилирует, 

их мировые линии образуют две замкнутые петли, а IRI подсчитывает коли
чество распространяющихся вдоль каждой петли различимых «цветов». Но 

если частица из каждой пары аннигилирует с античастицей другой пары, 

то существует только одна замкнутая петля и, следовательно, одно сумми

рование по цветам; если мы нормируем процесс слева на единицу, ампли

туда для процесса справа подавляется коэффициентом 1/IRI. Выражая эту 
же идею на языке уравнений, запишем нормированное состояние RR-пары 
в виде 

IRR) = ~ 2:: li)lz), 
viRI i 

(8.99) 

где {li)} обозначает ортанормированный базис для R, а {lz)}- базис для R. 
Предположим, что рождаются пары IRR) и IR' R'); если после обмена эле-
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ментами пары объединяются, то амплитуда аннигиляции равна 

(Rй,R'й'IRR',R'R) = ~ L uЗ,J'З'IiZ',i'I) = 
IRI . '.' 2,2 ,J,J 

189 

(8.100) 

Однако в общем случае квантовая размерность не имеет прямой интерпре

тации как «счетчика цветов» и нет причин, по которым она должна быть 

целым числом. 

Как такие квантовые размерности связаны с размерностями топологи

ческих гильбертоных пространств? Чтобы увидеть эту связь, полезно изме

нить наши соглашения о нормировке. Обратите внимание на то, что, созда

вая множество пар аа и аннигилируя частицу каждой пары с античастицей 

следующей, в мировую линию аниона а можно ввести множество «зигза

гов». Но каждый зигзаг понижает амплитуду на очередной множитель l/da. 
Его можно скомпенсировать, приписывая каждому рождению и аннигиля

ции пары весовой весовой множитель VJ;;,. С учетом этого соглашения мы 
можем, не опасаясь неприятных последствий, изгибать мировую линию ча

стицы вперед и назад во времени: 

а 

а а 

Теперь приписанный мировой линии вес является топологическим инвари

антом (при деформации линии он остается неизменным), а мировая линия 

частицы типа а, образующая замкнутую петлю, приобретает весовой мно

житель da. 
С учетом этих новых соглашений можно объяснить следующую после

довательность действий: 
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Каждая диаграмма представляет скалярное произведение двух ( нормиро
ванных не стандартно) состояний. Мы вставили сумму по всем меткам (с) 
и соответствующим композитным состояниям (f.l), которые могут возник
нуть при обьединении а и Ь. Затем, используя топологическую инвариант

ность диаграммы, мы вывернули ее наизнанку и сократили композитные 

состояния (приобретая множитель N~ь' подсчитывающий возможные зна
чения f.L). 

Выведенное нами уравнение 

(8.101) 
с с 

означает, что вектор d~ компонентами которого являются квантовые размер
ности, является собственным вектором с собственным значением da матри
цы Na, описывающей правила композиции метки а с другими метками: 

(8.1 02) 

Более того, поскольку матрица Na имеет неотрицательные элементы, а все 
компоненты вектора d положительны, размерность da равна наибольшему 
собственному значению матрицы Na и является невырожденной. (Это про
стое замечание иногда называют теоремой Перрона-Фробениуса.) Для n 
анионов с одинаковыми метками а топологическое гильбертоно простран

ство v:aa···a сектора с полным зарядом ь имеет размерность 

Niaa···a = L Ni~N~~1 N~/,2 • • • Niь"~ 2 = (b\(Na)n-l\a). 
{Ь;} 

(8.103) 

Матрица Na может быть диагонализована и представлена в виде 

Na = iv)da(vi + · · · , (8.104) 

где 

iv) = ~' D = v~dc2 , (8.105) 

и опущены собственные значения более высоких порядков малости; следо-

вательно: 

(8.106) 
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где многоточие обозначает слагаемые, экспоненциально малые при боль

ших n. Таким образом, квантовая размерность da определяет скорость ро
ста п-частичного гильбертона пространства для анионов типа а. 

Поскольку метка О с тривиальным зарядом комбинируется тривиально, 

мы имеем d0 = 1. В случае модели Фибоначчи из правила композиции 
1 х 1 =О+ 1 следует, что di = 1 + d1, решением которого является d1 = ф, 
как мы обнаружили ранее; следовательно, 'D2 = dб + di = 1 + ф2 = 2 + ф. 
Наша формула принимает вид 

No _ (-1 )Фп 
111···1- 2 + ф ' (8.107) 

что является прекрасным приближением к числам Фибоначчи даже при 

умеренных значениях n. 
Предположим, что одновременно рождаются пары аа и ЬЬ. Какова ве

роятность р( аЬ -+ с) того, что при обьединении частиц а и Ь возникнет 
состояние с полным зарядом с? На этот вопрос можно ответить, используя 

те же графические манипуляции: 

=N:Ьо =Ncьd 
а с 

Деля на dadь с целью восстановить подходящую нормировку скалярного 

произведения, мы приходим к выводу, что 

(8.108) 

что обобщает формулу р(аа -+ 1) = 1/d~, которую мы использовали для 
определения квантовой размерности, и удовлетворяет условию нормировки 

LP(ab-+ с)= 1. (8.109) 
с 

Чтобы прийти к другой интерпретации квантовой размерности, пред

ставим рождение плотного анионного газа, который затем некоторое время 
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отжигается - анионы сталкиваются и объединяются, постепенно понижая 

количество частиц. В конечном счете (но задолго до достижения теплового 
равновесия) частота столкновений становится настолько низкой, что про

цессы объединения практически останавливаются. К этому моменту, каким 

бы ни было начальное распределение типов частиц, достигается устойчи

вое распределение состояний, которое сохраняется столкновениями. Если 

в устойчивом состоянии частицы типа а появляются с вероятностью Ра, то 

Используя уравнение 

а 

LРаРЬР(аЬ ~с)= Ре· 
аЬ 

а 

(8.110) 

(8.111) 

петрудно убедиться в том, что это условие удовлетворяется уравнением 

(8.112) 

Таким образом, в случайном процессе рождения анионов большую веро
ятность генерации имеют анионы, несущие метки большей квантовой раз

мерности, в соответствии с тем свойством, что анионы с большей размер

ностью имеют больше квантовых состояний. 

8.16. Уравнения пяти- и шестиугольника 

Чтобы оценить вычислительную мощность анионной модели (такой, 

как модель Фибоначчи), необходимо знать свойства сплетений анионов, ко

торые определяются R- и F-матрицами. Мы увидим, что правила сплетения 
существенно ограничиваются алгебраическими условиями совместимости. 

В случае модели Фибоначчи этих условий согласования достаточно для 

определения единственного правила сплетения, совместимого с правилами 

композиции. 

Условия совместимости возникают потому, что изоморфизм, связыва

ющий два топологических пространства, можно получить, выполняя после

довательность «F-преобразований» и «R-преобразований». Изоморфизм 
можно рассматривать как унитарную матрицу, которая связывает канони

ческие ортанормированные базисы двух разных пространств; это унитар-
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ное преобразование не зависит от конкретной последовательности преоб

разований, из которых конструируется изоморфизм, а лишь от начального 

и конечного базисов. 

Например, существует пять связанных F -преобразованиями разных 
способов объединения четырех частиц (без их перестановок): 

1 3 F/yc ~F 
1234 12 4 

у у 
s F 
~ 

ps 
/' 

2 3 4 1 2 3 4 

~!:"r' 
Изображенный крайним слева на этой пятиугольной схеме базис - «левый 

стандартный базис» {Jleft; а, Ь) }, в котором сначала объединяются части
цы 1 и 2, результирующий заряд а объединяется с частицей 3 и в результате 
выдает заряд Ь, а затем, наконец, Ь объеДиняется с частицей 4 и дает пол
ный заряд 5. Изображенный крайним справа базис - «правый стандартный 

базис» { /right; с, d)}, в котором частицы объединяются не слева направо, 
а наоборот- справа налево. Через вершину пятиугольника эти два базиса 

связаны двумя F-преобразованнями, то есть 

/left; а, Ь) =:Е /right; с, d)(Ff2c)~(F~з4)Ь. (8.113) 
c,d 

Через нижнюю часть пятиугольника они связаны тремя F -преобразования
ми, другими словами, 

Jleft; а, Ь) = 2:: /right; с, d)(F~з4)~(Ffe4)~(Ff2з)~. (8.114) 
c,d,e 
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Сравнение этих двух выражений для lleft; а, Ь) дает уравнение пятиуголь
ника: 

(Ff2c)~(F:з4)ь = _2)F~з4)~(Ffe4)g(Ff2з)~. (8.115) 
е 

Другое нетривиальное условие совместимости можно получить, если 

рассмотреть различные способы объединения трех частиц: 

Крайний слева на этой шестиугольной схеме базис { lleft; а)} получается, 
если частицы располагаются в порядке 123 и сначала объединяются ча
стицы 1 и 2. Крайний справа базис {lright; с)} получается при расстановке 
частиц в порядке 231, и если сначала комбинируются частицы 1 и 3. Через 
верхнюю часть шестиугольника два этих базиса связаны последовательно

стью преобразований F RF: 

lleft, а) = L lright; c)(Fi31 )ьRfь(Ff2з)~. (8.116) 
Ь,с 

Через нижнюю часть шестиугольника они связаны последовательностью 

преобразований RF R, то есть 

(8.117) 
с 

Сравнение этих двух выражений для lleft, а) дает уравнение шестиугольни-
ка: 

Rlз(Filз)~R~2 = L(Fi31)ьRiь(Ff2з)~. (8.118) 
ь 



8.16. УРАВНЕНИЯ ПЯТИ- И ШЕСТИУГОЛЬНИКА 195 

Красивая теорема, которую здесь я не стану доказывать, утверждает, 

что не существует иных условий, обеспечивающих совместимость спле

тения и объединения. То есть при любом выборе начального и конечного 

базисов для n анионов все последовательности R- и F -преобразований, 
переводящих исходный базис в конечный, дают один и тот же изомор

физм при условии справедливости уравнений пяти- и шестиугольника. Дан

ная теорема является частным случаем теоремы когерентности Маклейна, 

фундаментального результата теории категорий. Вместе уравнения пяти

и шестиугольника называются полиномиальными уравнениями Мура- Сей

берга - их важность для физики была впервые осознана в 80-е годы при 

изучении (1 + 1 )-мерной конформной теории поля. 
Решение полиномиальных уравнений определяет жизнеспособные 

анионные модели. Следовательно, существует систематическая процедура 

их конструирования: 

1. выбрать набор меток и принять правило композиции, 

2. решить полиномиальные уравнения для R и F. 

Если решений не существует, то гипотетическое правило композиции 

несовместимо с принцилами локальной квантовой физики и должно быть 

забраковано. Если существует более одного решения (причем решения не 
связаны друг с другом перестановкой меток, переопределением базисов 

и т. п.), то каждое решение определяет отдельную модель с припятым пра

вилом композиции. 

Чтобы проиллюстрировать эту процедуру, рассмотрим полиномиаль

ные уравнения для правила композиции Фибоначчи. Здесь фигурируют 

только две F-матрицы, которые мы будем обозначать как 

(8.119) 

F 0 в действительности является матрицей размерности 1 х 1 

(Fo)~ = 8~8~, (8.120) 

тогда как F 1 -матрица размерности 2 х 2. Уравнение пятиугольника при
обретает вид 

(8.121) 
е 

Общее решение для F = F 1: 

F = ( e-i;J7 ei~v;)' (8.122) 
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где еiФ- произвольный фазовый множитель (который при подходящем со
глашении о фазах можно положить равным единице), а т= ( J5- 1) /2 ~ 
~ 0.618, что .удовлетворяет уравнению 

(8.123) 

2 х 2-матрица R, описывающая перестановку против часовой стрелки 
двух анионов Фибоначчи, имеет два собственных значения: R0 для случая, 
когда полный заряд анионной пары тривиален, и R 1 в случае нетривиаль
ного заряда. Уравнение шестиугольника принимает вид 

(8.124) 

Используя выражение для F, полученное при решении уравнения пяти
угольника, можно решить уравнение шестиугольника для R и найти 

( 

е4кi/5 
R= 

о 
о ) (т Vт) -е2кi/5 ' F = уТ -т · (8.125) 

Единственным альтернативным решением является комплексно-сопряжен

ное полученному; это второе решение на самом деле описывает ту же мо

дель с точностью до выбора направления обхода в процессе сплетения: по 

или против часовой стрелки. Следовательно, анионная модель с правилом 

композиции Фибоначчи действительно существует и по сути она един

ственна. 

8.17. Моделирование квантовой схемы с анионами 
Фибоначчи 

Теперь мы знаем достаточно, чтобы задуматься о том, возможно ли мо

делирование универсального квантового компьютера с помощью анионов 

Фибоначчи. Необходимо объяснить, как с помощью анионов можно зако

дировать кубиты и как можно реализовать универсальный набор квантовых 

вентилей. 

Сначала отметим, что гильбертоно пространство V4° = Vi~ 11 имеет 
размерность N2 = 2; следовательно, кубит можно закодировать четырь
мя анионами с тривиальным полным зарядом. Анионы выстроены в ряд 

в порядке 1234, пронумерованные слева направо; в стандартном базисном 
состоянии IO) анионы 1 и 2 объединяются и дают в результате полный за
ряд О, тогда как в стандартном базисе ll) анионы 1 и 2 при объединении 
дают полный заряд 1. Действующий в этом стандартном базисе генератор 
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группы кос 0"1 (перестановка частиц 1 и 2 против часовой стрелки) пред
ставляется матрицей 

( 

е47Гi/5 
0"1 ,.__. R = О -е~7Гi/5 ) ' 

(8.126) 

тогда как генератор 0"2 представляется матрицей 

F=( т Vт). 
у'т -т 

(8.127) 

Эти матрицы генерируют представление группы кос Вз на трех нитях, име
ющее плотный в SU(2) образ. Действительно, матрицы R и В генерируют 
Z1o - подгруппы группы U(2) вокруг двух различных осей, и не существу
ет конечной подгруппы группы U(2), содержащей обе эти подгрупnы; сле
довательно, nредставление является плотным на группе, содержащей все 

элементы группы U(2) с детерминантом, равным корню десятой степени 
из единицы. Аналогично, для n анионов с тривиальным полным зарядом 
образ представлений групnы кос является плотным в SU(N~). 

Чтобы смоделировать квантовую схему, действующую на n кубитов, 
всего используется 4n анионов. Мы уже видели, что nутем сплетения внут
ри каждого кластера из четырех анионов можно реализовать произвольвые 

однокубитовые вентили. Чтобы укомплектовать универсальный набор, нам 
еще потребуются двухкубитовые вентили. Но два соседних кубита коди

руются восемью анионами, а nерестановки этих анионов генерируют пред

ставление группы Bs, образ которого является плотным в SU(N~) = SU(13), 
что, конечно, включает группу SU( 4 ), действующую на два закодированных 
кубита. Следовательно, каждый вентиль из универсального набора может 

быть сколь угодно точно смоделирован векоторой конечной косой. 

Поскольку мы можем плести косы как по часовой стрелке, так и nро

тив, мы также имеем в своем распоряжении обратное значение каждого 
вентиля перестановок. Следовательно, можно nрименить теорему Соло

вея-Китаева и сделать вывод о том, что при длине кос poly(log(l/c)) уни
версальные вентили модели квантовых схем можно моделировать с точно

стью Е. Отсюда следует, что идеальная квантовая схема с L вентилями, дей
ствующими на все n кубитов сразу, может быть смоделирована с установ
ленной точностью с помощью 4n анионов и косы длины O(L·poly(log(L)). 
Как и требовалось, мы показали, что универсальный квантовый компьютер 

можно эффективно моделировать с помощью анионов Фибоначчи. Отме
тим, что, в отличие от моделирования с использованием модели неабелева 

сверхпроводника, для реализации универсальных вентилей не нужны ника

кие промежуточные измерения. 
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В вышеприведенном анализе мы предположили полное отсутствие 

ошибок моделирования, за исключением тех, что ограничивают точность 

приближения Соловея-Китаева к идеальным вентилям. Следовательно, 

подразумевается, что температура достаточно низкая по сравнению с энер

гетической щелью модели, что термически возбужденные анионы слишком 

редки, чтобы вызвать возмущение, что анионы удерживаются на достаточ

ном расстоянии друг от друга и можно пренебречь неконтролируемой пе

рестановкой зарядов и, наконец, что в топологических квантовых вычис

лениях ошибки вообще несущественны. Если частота появления ошибок 

достаточно мала, но не настолько, чтобы ею можно было пренебречь, то 

для поддержания необходимой точности моделирования можно обратиться 
к стандартным методам теории квантовой отказоустойчивости, требующим 

дополнительных полилогарифмических по L накладных расходов. Отка
зоустойчивая процедура должна включать в себя метод контролирования 

«утечки» закодированных кубитов, то есть предотвращать уход четырехку

битовых кластеров из двумерного вычислительного пространства V4° в его 
трехмерное ортогональное дополнительное пространство Vi. 

8.18. Заключение 

Здесь я вкраще коснусь нескольких других тем, которые я мог бы 

осветить, если бы не кончилось время. 

8.18.1. Теория Черна-Саймонса 

Мы уже обсуждали, как можно конструировать анионные модели пу

тем прямолинейного решения полиномиальных уравнений. Этот метод 

прост, но на практике модели часто конструируются с использованием дру

гих, более эффективных методов. Действительно, большинство известных 

анионных моделей были открыты как частные случаи теории Черна-Сай

монса. 

Правила композиции теории Черна-Саймонса представляют собой 

усеченную версию правил композиции для неприводимых представле

ний группы Ли. Например, существует ассоциированное с группой SU(2) 
множество теорий Черна-Саймонса, нумеруемых положительными це

лыми числами k. Для SU(2) неприводимые представления имеют метки 
j =О, 1/2, 1, 3/2, 2, 5/2, ... , а правила композиции имеют вид 

]l +]2 

j1 х j2 = :L j. (8.128) 
J=lj2-]ll 
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В теории Черна-Саймонса, обозначенной SU(2)k, полуцелые метки огра
ничены величиной j ~ k /2, а метка j содержится в j 1 х j2, если только Jl + 
+ J2 + j ~ k. 

Например, модель группы SU(2) 1 - абелева, анетривиальные правила 

композиции модели группы SU(2)2 следующие: 

1 1 2 х 2 =о+ 1, 

1 1 
2 х 1 = 2' 

(8.129) 

1 х 1 =о. 

Следовательно, метка 1/2 имеет квантовую размерность d1; 2 = .;2, а то
пологическое гильбертоно пространство 2m таких анионов с полным заря
дом О имеет размерность 

N o 2m-l 
(!)2"' = . (8.130) 

Полиномиальные уравнения для этих правил композиции имеют множе

ство решений (из которых лишь одно описывает свойства сплетения мо

дели группы SU(2) 2), но ни одна из результирующих моделей не имеет 

правил сплетения, универсальных с точки зрения реализации квантовых 

вычислений. Пространство VP 1 1 1 двумерно, а 2 х 2-матрицы F = F 1111 
2222 2222 

и R = R11, с точностью до общих фаз и комплексного сопряжения, имеют 
2 2 

вид 

F=H=_L(1 1 ), V2 1 -1 
1 ( 1 о) R=P= .;2 О i . (8.131) 

Это квантовые вентили группы Клиффорда, не отвечающие требованиям 

универсальности. 

Однако при k ? 3 SU(2)k-модели вычислительна универсальны. 
Нетривиальные правила композиции группы SU(2)3 имеют вид 

1 1 2 х 2 =о+ 1, 

1 1 3 
2 х 1 = 2 + 2' 
1 3 2 х 2 = 1, 
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1 х 1 =о+ 1, 

3 1 
1 х 2 = 2' 
3 3 2 х 2 =о. 

(8.132) 

Рассмотренная нами модель Фибоначчи (Янга-Ли) получена путем усече

ния группы SU(2)3 , состоящем в исключении нецелых меток 1/2 и 3/2 (то 
есть, это теория Черна-Саймонса S0(3)3 ); тогда единственным остающим
ся нетривиальным правилом композиции является 1 х 1 = О + 1. 

Уонг (неопубликовано) недавно сконструировал все анионные модели 

с количеством меток не более четырех и обнаружил, что все они тесно 

связаны с открытыми теорией Черна- Саймонса моделями. 

8.18.2. В-матрица 

Модулярную В-матрицу анионной модели можно определить на языке 
мировых линий двух анионов, образующих зацепление Хопфа: 

Здесь V - полная квантовая размерность модели, и мы воспользовались 

нормировкой, в которой расцепленные петли имели бы значение dadь; то

гда матрица В~ симметрична и унитарна. В абелевых анионных моделях 
понятие зацепления Хопфа возникло при обсуждении 1:опологическоrо вы

рождения, которым определялось воздействие на вакуумное состояние ани

онной модели, возникающее при обходе аниона вокруг одного из циклов 

тора. В неабелевом случае В-матрица имеет аналогичную интерпретацию. 

С помощью элементарных рассуждений В может быть связана с правилами 
композиции: 

(Nа)Ь = ~вg (~~) (B-
1

)d; (8.133) 

то есть В-матрица одновременно диагонализует все матрицы {Na} (соот
ношение Верлинде). Отметим, что из определения следует, что Bf = da/V. 

8.18.3. Краевые возбуждения 

В нашей формулировке анионных моделей мы обсудили объединение 

и сплетение частиц в двумерном объеме. Но существует другой аспект фи-
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зики двумерных сред, который до сих пор не обсуждался, - свойства одно

мерной границы образца. Обычно, если двумерная система содержит ани
оны в объеме, то имеются и кирШiьные безмассовые возбуждения, распро
страняющиеся вдоль одномерной границы. При иенулевой температуре Т 

вдоль границы существует поток энергии, определяемый выражением 

(8.134) 

здесь постоянная с_, называемая кирШiьным центрШiьным зарядом грани

цы, является универсальным свойством, неуязвимым для небольших изме

нений в гамильтониане системы. 

В то время как этот киральвый центральный заряд является внутрен

ним свойством двумерной среды, свойства анионов в объеме не определяют 

его полностью; скорее, мы имеем 

(8.135) 

где суммирование ведется по полному набору меток анионной модели, 

а e21rila = R~a- топологический спин метки а. Это выражение связывает 
величину с_, характеристику краевой теории, с квантовыми размерностя

ми и топологическими спинами объемной теории, но определяет с_ только 

по модулю восемь. Следовательно, по крайней мере, в принципе, возможно 

существование множества краевых теорий, соответствующих единственной 

теории анионов в объеме. 

8.19. Библиографические замечания 

Некоторые из пионерских работ по теории анионов напечатаны в [1]. 
Описанная мной модель «неабелева сверхпроводника» в литературе 

часто упоминается как «квантовый дубль», она изучается с использованием 

теории представлений алгебры Хопфа (см., например, [2]). 
В [3] было впервые предложено использование неабелевых анионов 

для отказоустойчивых квантовых вычислений. В этой работе также обсуж

дается торический код и связанные с ним решеточные модели, имеющие 

неабелевы фазы. Конкретная реализация универсальных квантовых вычис
лений в неабелевом сверхпроводнике была рассмотрена в [4, 5]. Мое об
суждение набора универсальных вентилей опирается на [6], где также рас
сматриваются более общие модели. Другие схемы, которые обеспечивают 

более экстенсивное использование электрических зарядов и являются уни

версальными для меньших групп (таких как 53 ), описаны в [7]. 
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Графические методы, подобные тем, что я использовал в обсуждении 

квантовой размерности, широко используются для вывода свойств анионов 

в [8]. Роль полиномиальных уравнений (уравнений пяти- и шестиугольника) 
в (1+ 1)-мерной конформной теории поля обсуждается в [9]. 

Моделирование анионов с использованием квантовой схемы описано 

в [10]. Моделирование универсального квантового компьютера с исполь
зованием анионов SU(2)k=з-теории Черна-Саймонса обсуждается в [11]. 
В [12] было отмечено, что модель Янга-Ли также является универсальной. 

В моих лекциях я не обсуждал физическую реализацию, но в любом 

случае здесь я перечислю несколько относящихся к данной проблеме работ. 
Идеи реализации абелевых и неабелевых анионов с помощью массивов 

сверхпроводящих джозефсоновских контактов описаны в [13]. Спиновая 
модель со взаимодействием между ближайшими соседями, которая имеет 

неабелевы анионы (хотя не только они являются вычислительно универ

сальными), предложена и решена в [14], а предложение реализовать эту 
модель с использованием холодных атомов, захваченных в оптической ре

шетке, описано в [15]. Некоторые идеи реализации (вычислительно уни
версальной) модели SU(2)k=З в системе взаимодействующих электронов 

обсуждаются в [16). 
Своим пониманием теории квантовых вычислений с помощью неабе

левых анионов я обязан многочисленным полезным дискуссиям с Алексеем 

Китаевым. 
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ПРИЛОЖЕНИВ 

Отказоустойчивые квантовые 

вычисления 

Надежные квантовые компьютеры 1 

Джон Прескилл2 

Новая область науки коррекция квантовых ошибок получила заметное 
развитие с момента своего возникновения менее двух лет назад. Закоди

рованную квантовую информацию можно защитить от ошибок, возника

ющих вследствие неконтролируемых взаимодействий с окружающей сре

дой. Исправление может эффективно выполняться даже при возникновении 

случайных ошибок во время самой процедуры восстановления. Более то
го, закодированная квантовая информация может обрабатываться без су

щественного размножения ошибок. Следовательно, квантовые вычисления 

произвольной продолжительности могут надежно выполняться при усло

вии, что средняя вероятность одной ошибки на квантовый вентиль меньше 

некоторого критического значения, называемого порогом безошибочности. 

Квантовый компьютер, вмещающий порядка 106 кубитов информации, при 
вероятности ошибки на квантовый вентиль порядка 10-6 , мог бы стать 
внушительной вычислительной машиной. Даже меньший и менее точный 

квантовый компьютер смог бы выполнить множество полезных задач. 

Данная работа основана на материалах доклада, представленного на 

Конференции по квантовой когерентности и декогерентизации, Институт 

теоретической физики, Санта Барбара, 15-18 декабря 1996 г. 

1. Золотой век коррекции квантовых ошибок 

Многие из нас рассчитывают на то, что в XXI веке квантовые ком
пьютеры, наконец, станут практичными и полезными вычислительными 

1 J. Preskill, ReliaЬle Quantum Computers, Proc. Roy. Soc. London А, 454, рр. 385-410 (1998). 
2Калифорнийский технологический инстИiуr, Пасадена, СА 91125, США. 
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устройствами. Однако справедливости ради следует отметить, что сей

час никто из нас не может точно предсказать, что будет представпять 

собой «железо» этих машин будущего; возможно, оно будет значительно 
отличаться от аппаратных средств, исследуемых в наши дни физиками

экспериментаторами. Но в одном можно быть вполне уверенным - рабо

та реального квантового компьютера будет включать в себя определенный 

тип коррекции ошибок. Квантовые компьютеры гораздо более восприимчи

вы к возникновению ошибок по сравнению с традиционными цифровыми 
компьютерами, поэтому для предотвращения сбоев в их работе потребуют

ся определенные методы контроля и исправления этих ошибок. 

Еще в середине 90-х годов мы не имели четкого представления о том, 

как будет работать коррекция квантовых ошибок и будет ли она работать 

вообще. Действительно, был ряд причин для пессимизма относительно ре

альной возможности исправления квантовых ошибок (Unruh 1995; Landauer 
1995, 1996, 1997). Во-первых, несмотря на то, что были разработаны доста
точно изощренные методы исправления ошибок в классической информа

ции (Мае Williams & Sloane 1977), было далеко не очевидно, как их адап
тировать для исправления атакующих квантовые системы фазовых оши

бок. Во-вторых, в квантовом компьютере, как и в классическом аналого
вом компьютере, с течением времени малые ошибки могут накапливаться 

и, в конечном счете, превращаться в большие, а найти методы, способ

ные предотвращать или исправлять подобные малые ошибки, достаточно 

сложно. В-третьих, чтобы исправить ошибку, необходимо сначала получить 

определенную информацию о ее природе, осуществив измерение, которое 

влечет за собой опасность повреждения закодированной в устройстве чув

ствительной квантовой информации. Наконец, чтобы защититься от оши

бок, необходимо кодировать информацию в избыточном виде. Однако из
вестная теорема (Wootters & Zurek 1982; Dieks 1982) говорит о том, что 
квантовую информацию нельзя клонировать и, следовательно, не ясно, как 

хранить (квантовую) информацию с требуемой избыточностью. 
Но к настоящему моменту все эти трудности преодолены - теперь мы 

знаем, что коррекция квантовых ошибок действительно возможна. Ключе

вая идея, осознанная нами, состоит в том, что с запутыванием можно бо

роться с помощью запутывания. Запутанность квантовых состояний может 

быть нашим врагом, поскольку запутывание состояния нашего устройства 
с окружающей средой может скрывать от нас квантовую информацию и, 

таким образом, служить причиной ошибок. Но запутанность может быть 

и нашим союзником - информацию, которую мы хотим защитить, можно 

закодировать в запутанном состоянии, то есть в корреляциях, охватываю

щих большое количество кубитов. Тогда эту информацию невозможно из-
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влечь, измеряя лишь несколько кубитов. Впрочем, по той же причине она не 

может быть и повреждена, если окружающая среда взаимодействует лишь 

с несколькими кубитами. Более того, мы узнали, что хотя квантовый ком

пьютер является до известной степени аналоговым устройством, совершае

мые им ошибки можно оцифровать. Мы боремся с малыми ошибками, вы

полняя подходящие измерения, которые проецируют состояние квантового 

компьютера или на исходное неповрежденное состояние, или на состоя

ние с большой ошибкой, которую можно исправить известными методами. 

Мы осознали, что возможно измерение ошибок без измерения самой ин

формации - можно получить информацию об истинной природе ошибки, 
ничего при этом не узнав о закодированной в нашем устройстве кванто

вой информации (что могло бы повлечь за собой декогерентизацию и сбой 

в нашем вычислении). Основная идея коррекции квантовых ошибок со

стоит в следующем: маленькое подпространство гильбертона пространства 

нашего устройства определяется как кодовое подпространство. Оно вы-, 

бирается таким образом, чтобы любая ошибка, которую мы хотим испра
вить, перемешала его в одно из взаимно ортогональных подпространств 

ошибок. После того как наша система провзаимодействовала с окруже

нием, выполняется измерение, результат которого сообщает о том, в ка

ком из этих взаимно ортогональных подпространств находится система, 

и, следовательно, точно определяет тип возникшей ошибки. После этого 

ошибку можно исправить, применяя подходящее унитарное преобразова

ние. 

Если мы и были скептически настроены в 1995 году, то к концу 1996 
года появилась веская причина для оптимизма. Этот год стал поворотным 

пунктом в истории квантовой информации; это момент, когда мы узнали, 

как противостоять и обращать эффекты декогерентизации. Это открытие 

имеет важное значение для квантовых вычислений, но на самом деле его 

последствия гораздо шире. Вот несколько основных этапов, пройденных 

В ЭТОМ году: 

• Осенью 1995 годаПитер Шор (Shor 1995) и Эндрю Стин (Steane 1996а) 
впервые указали на то, что коды, корректирующие квантовые ошибки, 
существуют. 

• К началу 1996 года Стин (Steane 1996Ь ), а также Колдербзик и Шор 
(Calderbank & Shor 1996) показали существование хороших кодов, то 
есть кодов, способных корректировать большое количество ошибок. 

• Из работы по случайным кодам Ллойда (L1oyd 1997) и Беннетта, Ди
винченцо, Смолина и Вутерса (Bennett, et al. 1996) мы узнали, что 
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квантовая информация может храниться в течение достаточно длитель

ного времени. То есть существует код, который позволяет с высокой 

точностью вопроизведения восстанавливать хранящуюся информацию 

при условии, что вероятность ошибки на кубит ориентировочно менее 

19%. 

Но эта оценка допустимой частоты ошибок (19%) довольно обманчива, 
поскольку она применима только при весьма нереалистичном допущении, 

согласно которому кодирование информации и ее восстановление выпол

няются безупречно, то есть без каких-либо ошибок. В действительности 
же кодирование и восстановление сами по себе являются сложными кван

товыми вычислениями, и в пролессе их выполнения неизбежно появление 

ошибок. Таким образом, нам необходимо найти достаточно устойчивые ме

тоды избавления от ошибок, чтобы можно было по-прежнему с высокой 

точностью восстанавливать квантовую информацию, даже если ошибки со
вершаются в самом пролессе восстановления. Это задача отказоустойчи

вого восстановления, и Питер Шор (Shor 1996) показал в своей лионерекой 
работе, написанной в мае 1996 года, что оно возможно, если частота воз
никновения ошибок не слишком велика. 1 Конечно, нам необходимо больше, 
чем просто хранение информации; мы хотим иметь возможность обрабаты

вать данную информацию и выполнять интересные квантовые вычисления. 

Поэтому мы должны показать возможность разработки квантовых венти

лей, эффективно работающих с квантовой информацией, закодированной 

так, чтобы быть защищенной от ошибок. В той же работе Шор показал, 
что отказоустойчивые вычисления действительно возможны. 

В августе того же года Мэнни Нилл и Раймонд Лафламм (Кnill & 
Laflamme 1996) показали существование порога безошибочности хранения 
квантовой информации: если частота появления ошибок ниже некоторо

го критического значения, то возможно сколь угодно длительное хранение 

неизвестного квантового состояния с высокой точностью воспроизведения. 

В калтеховской группе (Gottesman et al. 1996) мы быстро поняли, что можно 
обьединить идеи Шора и Нилла и Лафламма и показать, что порог безоши
бочности существует и для вычислений; если частота появления ошибок 
ниже некоторого критического значения, то возможно выполнение сколь 

уrодно продолжительного квантового вычисления при ничтожной вероят
ности возникновения ошибок. Аналогичные выводы бьши сделаны Нил

лом, Лафламмом и Зуреком (Кnill et а/. 1996, 1997), Аароновым и Бен-Ором 
(Aharonov & Ben-Or 1996), а также Китаевым (Kitaev 1996Ь). 

1 Методы отказоустойчивого восстановления независимо развивзлись Алексеем Китаевым 
(Кitaev 1996а). 



208 ДЖОН ПРЕСКИЛЛ 

Итак, мы столкнулись с острой проблемой разработки и создания кван

тового компьютера. Мы можем лишь сказать, насколько хорошо должно 

работать аппаратное обеспечение этой машины, чтобы оно могло быть 

использовано для выполнения интересных квантовых вычислений, конку

рентноспособных с теми, что могут выполнять лучшие современные циф

ровые компьютеры. Начнем с обзора основных принципов отказоустойчи

вых вычислений. 

2. Законы отказоустойчивых вычислений 

Чтобы выполнять отказоустойчивые вычисления, необходимо: (1) обес
печить наде;ж:ное исправление ошибок, (2) уметь применять вентили, спо
собные обрабатывать закодированную информацию, (3) контролировать 
распространение ошибок. Когда вентиль применяется, скажем, к паре ку

битов, один из которых содержит ошибку, то эта ошибка будет стремить

ся перейти на другой кубит. Необходимо соблюдать осторожность, чтобы 

сдерживать заражение. Правила, которым мы должны следовать при выпол

нении отказоустойчивых вычислений, можно систематизировать, как я это 

буду называть, в виде «законов отказоустойчивых вычислений». Эту ин

формацию можно получить из пионерской работы Шора (Shor 1996). 
Первый закон гласит: (1) Не используйте один и тот же кубит два

жды.1 Плохая сеть ХОR-вентилей, нарушающая эту заповедь, изображена 
на рис. 2 (используются условные обозначения рис. 1). Бит, который я на
звал служебным, является целью нескольких следующих друг за другом 

вентилей. Если в этом служебном бите есть хотя бы одна ошибка, такая сеть 

может распространить ее на некоторые другие биты, являющиеся источни

ками ХОR-вентилей; следовательно, инфекция распространяется лавинооб

разно. Странная квантово-механическая особенность состоит в следующем: 

тогда как даже классический ХОR-вентиль распространяет ошибки инвер
тирования бита от источника к цели, в случае квантовых вентилей следует 

помнить о фазовых ошибках, а они распространяются в противоположном 

направлении от цели к источнику. Итак, при выполнении квантовых вы

числений необходимо быть особенно внимательным к возможности рас

пространения ошибок. Следуя этому закону, сеть можно перестроить, как 

это показано на том же рисунке 2, увеличив количество служебных кубитов 
до нескольких, так чтобы ни один из них не действовал более одного раза. 

Второй закон касается того, как должно выполняться исправление 

ошибок. С этой целью пекоторая информация из блока данных копиру-

1 Менее строгая, но более благоразумная версия этого закона: избегайте использования 
одного и того же кубита слишком часто. 
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х ф у 

хЕfЭу 

z ЕfЭ ху 

Рис. 1. Графическое изображение вентилей NOT, XOR (исключающее ИЛИ) и вен
тиля Тоффоли (дважды контролируемое НЕ) 

Данные~ 

Служебный~ 
кубит 

Плохо! 

Данные --+-~8----

Служебные ----tti--+-

кубиты ------fti--

Хорошо! 

Рис. 2. Первый закон. Плохая схема, которая несколько раз использует один и тот же 
служебный кубит, и хорошая схема, которая использует каждый вспомогательный 

бит только один раз 

ется в блок служебных кубитов. Затем выполняется его измерение, чтобы 

найти синдром ошибки, который сообщает, какая операция восстановления 

необходима. Второй закон гласит: (2) Копируйте ошибки, а не инфор
мацию. Если какая-то часть закодированной информации копируется из 

блока данных в служебный, то результирующее запутывание между этими 
регистрами вызовет декогерентизацию и, следовательно, ошибки. Чтобы 

избежать этого, необходимо перед копированием какой-либо информации 

подготовить служебные кубиты в специальных состояниях, выбранных та

ким образом, чтобы результаты их измерения сообщали информацию лишь 

о возникших ошибках, а не о закодированных данных (см. рис. 3). 
Третий и четвертый законы требуют: прежде чем что-либо делать, 

необходимо убедиться (если это возможно) в том, что это делается правиль

но. Часто требуется приготовить блок, кодирующий известное квантовое 

состояние, такое как закодированный нуль. Третий закон гласит: (3) Коди
руя известное квантовое состояние, проверяйте результат. В nроцессе 

кодирования информация оказывается особенно подверженной действию 

ошибок: защитные механизмы кода еще не работают и одна-единственная 

ошибка может распространиться катастрофическим образом. Следователь-
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Служебный 

кубит 
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Вычисление 
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синдрома 

ка г-----
ошибки 

f--Измерение 
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Рис. 3. Второй закон. Служебный кубит должен быть подходящим образом приго
товлен 

!О) 

IO) 
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Кодиро- 1-------1 
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ванне 

Служеб
ный 

кубит 

\O)code 
Служеб

ный 

кубит 

Измерение 

!O)code 

Измерение 

Рис. 4. Третий закон. Кодирующее устройство конструирует !O)code, а затем вы
полняется неразрушающее измерение (по крайней мере дважды), чтобы убедиться 

в успешности кодирования 

но, необходимо выполнить измерение, проверяющее, правильиость коди

рования. Конечно, и сама проверка может быть ошибочной, поэтому ее 
следует повторить несколько раз, пока мы в достаточной мере не убедимся 

в правильиости кодирования. 

Данные 

Служебный 

кубит 

-

-

Измерение 
синдрома 

Служебный-1-
кубит 

Измерение 

---Lвосстановление 
Измерение 
синдрома 

-

Измерение 

Рис. 5. Четвертый закон. Для обеспечения точности необходимо повторять опера
ции, в частности, измерение синдрома 

Необходимость повторения проверок фактически представляет собой 

частный случай четвертого закона, который гласит: (4) Повторяйте опе-
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Данные ----J---4,_ ___ _ 

= I Данные ----+1+--t---

Рис. 6. Пятый закон. Трансверсальная (побитовая) реализация отказоустойчивого 
ХОR-вентиля 

рации. Этот закон важно применять к измерению синдрома, предшеству

ющему процедуре исправления. Ошибка, появившаяся в процессе измере

ния синдрома, может одновременно повредить данные и явиться причиной 

ошибочного синдрома. Если мы по ошибке примем измеренный синдром 

и будем действовать в соответствии с ним, то вместо исправления это при

ведет к дальнейшему повреждению данных. Следовательно, перед выпол

нением восстановления необходимо быть в высшей степени уверенными 
в том, что измерение синдрома выполнено корректно. Для достижения до
статочной уверенности необходимо, в соответствии с четвертым законом, 

повторить измерение синдрома несколько раз. 

Пятый закон является, вероятно, наиболее важным и в то же время 

нанболее сложным для выполнения: (5) Используйте правШlьный код. Ис
пользуемый для вычислений код должен обладать специальными качества

ми: допускать применение квантовых вентилей к закодированной информа

ции, эффективно работать и отвечать первым четырем законам. Например, 
хороший для вычислений код может быть таким, чтобы действующий на 

закодированные кубиты ХОR-вентиль применялся, как показано на рисун

ке 6: по одному ХОR-вентилю, применяемому к каждому кубиту, как в бло
ке источников, так и в блоке целей. Тогда действующий на закодированные 

кубиты вентиль удовлетворяет первому закону и является отказоустойчи

вым.1 

3. Пример: 7-кубитовый код Стина 

Чтобы понять, как осуществляется коррекция квантовых ошибок, по

учительно рассмотреть конкретный код. Простым и важным примером ко-

1 Когда я читал лекцию в декабре, принцип применения отказоустойчивых вентилей для 
большинства квантовых кодов еще не бьm известен. Позднее Готтесмаи (Gottesman 1997а) 
показал, что отказоустойчивые вычисления возможны для всех «стабилизирующих кодою>. 

Тем не менее, пятый закон - хороший закон; подойдет любой код, но для некоторых из них 

реализация отказоустойчивых вентилей проще. 
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да, корректирующего квантовые ошибки, является разработанный Эндрю 

Стином (Steane 199баЬ) 7-кубитовый код. Он позволяет хранить один кубит 
квантовой информации (произвольное состояние в двумерном гильберто
вом пространстве), в совокупности используя семь кубитов (погружая дву

мерное гильбертоно пространство в 27-мерное пространство). Фактически 
код Стина тесно связан с известным нам классическим корректирующим 

ошибки [7,4,3]-кодом Хэмминга (MacWilliams & S1oane 1977). Чтобы по
нять, как работает код Стина, для начала полезно разобраться в устройстве 

кода Хэмминга. 

Код Хэмминга использует блок из семи битов для кодирования четы
рех битов классической информации: имеется 16 = 24 строк длины семь, 
которые представляют собой кодовые слова, характеризуемые с помощью 

матрицы контроля четности, 

(

0001111) 
Н= О 1 1 О О 1 1 . 

1 о 1 о 1 о 1 
(1) 

Каждое кодовое слово является 7-битовой строкой Vcode, удовлетворяющей 

уравнению 

:2:.:: Hjk(Vcocte)k =О (mod 2); (2) 
k 

то есть в арифметике по модулю 2 матрица Н уничтожает каждое кодовое 
слово. Поскольку Z2 = {0, 1} представляет собой (конечное) поле, на нем 
применимы известные результаты линейной алгебры. Матрица Н имеет 

три линейно независимых строки, а ее ядро 1 является линейной оболочкой 
четырех независимых векторов-столбцов. 16 кодовых слов представляют 
собой все возможные линейные комбинации этих четырех строк с коэффи
циентами, выбираемыми из {0, 1}. 

Теперь предположим, что Vcode - (неизвестное) кодовое слово, в ко

тором возникла единственная (неизвестная) ошибка: один из семи битов 

инвертировался. Наша задача - определить поврежденный бит и испра

вить ошибку. Этот трюк можно выполнить с помощью матрицы контроля 

четности. Пусть ei представляет собой строку с единицей в i-й позиции 
и нулями в остальных. Тогда при инвертировании i-го бита Vcocte становит

ся равным Vcode + ei. Если мы подействуем на эту строку матрицей Н, то 
получим 

(3) 

1 Ядро матрицы или ее нуль-пространство - пространство векторов, удовлетворяющих 
уравнению (2). - Прим. ред. 
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(поскольку Н уничтожает Vcocte), что представляет собой именно i-й стол
бец матрицы Н. А поскольку все столбцы матрицы Н различны, то этим 

однозначно определяется значение i. Выяснив местоположение ошибки, ее 
можно исправить, инвертируя i-й бит в исходное состояние. Таким образом, 

если инвертируется только один бит, то можно однозначно восстановить 

закодированную информацию; но если происходит инвертирование двух 

или более различных битов, закодированная информация будет поврежде

на. Замечательно здесь то, что величина Н ei выявляет позицию ошибки, 
ничего не сообщая о Vcode, то есть не раскрывая закодированную информа
цию. 

Код Стина представляет собой квантовое обобщение этого классиче

ского кода коррекции ошибок. Он использует 7-кубитовый «блок» для ко

дирования одного кубита квантовой информации, то есть произвольнаго со

стояния в двумерном гильбертоном пространстве, натянутом на два состоя

ния: «логический нуль» JO)code и «логическая единица» Jl)code· Конструкция 
кода позволяет исправить любую ошибку, возникшую в любом из. семи ку

битов в блоке. 

Что подразумевается под произвольной ошибкой? Вызывающий подо

зрение кубит мог подвергаться случайному унитарному преобразованию, 

или потерять когерентность, запутавшись с состояниями окружающей 

среды. Пусть неповрежденный кубит находится в состоянии aJO) + bjl). 
(Конечно, этот отдельный кубит может быть запутан с другими, так что 

коэффициенты а и Ь не обязательно являются комплексными числами; они 

могут представпять собой векторы состояний, ортогональных как JO), так 
и Jl), которые мы (пока) считаем неуязвимыми для ошибок.) Если теперь 
кубит поражен произвольной ошибкой, результирующее состояние можно 

разложить следующим образом: 

aJO) + Ьjl) -7 (aJO) + bjl)) 0 JAno епоr )env + 
+ (ajl) + ЬJО)) ®jAЬit-flir )env + 
+ (aJO)- bjl)) ®jAphase-flip )env + 
+ (ajl)- bJO)) ®jAьoth eпors )env' (4) 

где каждое JA)env обозначает состояние окружающей среды. Мы не дела
ем никаких особенных предположений относительно ортогональности или 

нормировки состояний окружения JA)env,1 поэтому уравнение (4) не при
водит ни к какой потере общности. Таким образом, кубит эволюционирует 

1 Хотя. конечно, совместная эволюция кубита и окружающей среды должна быть унитар-
ной. 
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к линейной суперпозиции четырех возможностей: (1) никакой ошибки не 
возникает, (2) возникает инвертирование бита \0) ~ \1), (3) обращается 
относительная фаза \0) и \1), (4) инвертирование бита и обращение фазы 
происходят одновременно. 

Теперь понятно, как должен работать квантовый код коррекции оши

бок (Steane 1996; Кnill & Laflamme 1997). Совершая подходящее измерение, 
мы хотим диагностировать, какая из этих четырех возможностей случилась 

на самом деле. Конечно, в целом, состояние кубита будет представлять ли

нейную комбинацию этих четырех состояний, но наше измерение должно 

спроецировать его на использованный в ( 4) базис. После этого мы можем 
приступить к исправлению ошибки с помощью одного из четырех унитар
ных преобразований: 

(1) I, (2) Х =о ( ~ ~ ) , (3) Z =о ( ~ ~1 ) , (4) Х · Z, (5) 

(какое из них необходимо применить, укажет результат измерения). При

менив это преобразование, мы возвращаем кубит в его исходное состоя

ние и полностью распутываем квантовые состояния кубита и окружающей 

среды. Существенно, что при диагностике ошибки мы ничего не узнаем 

о закодированной информации, поскольку получение любой информации 

о коэффициентах а и Ь в уравнении ( 4) неизбежно разрушит когерентность 
кубита. 

\0) 1 Измерение ''!/ 

\0) Измерение 

\0) Из мерение 

Рис. 7. Вычисление синдрома инвертирования бита для 7-кубитового кода Стина. 
Повторение вычисления в повернутом базисе диагностирует ошибку обращения фа

зы. Чтобы сделать процедуру отказоустойчивой, каждый служебный кубит должен 

быть заменен четырьмя кубитами в подходящих состояниях 
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Если мы используем код Стина, то удовлетворяющее этим критериям 

измерение возможно. Логический нуль является равновзвешенной супер

позицией всех кодовых слов Хэмминга (Н) с четным весом (с четными 

количеством единиц), 

\O)code = }s L \Veven) = 
VevenEH 

= }в (\0000000) + \0001111) + \0110011) + \0111100)+ (б) 

+ \1010101) + \1011010) + \1100110) + \1101001) ), 

а логическая единица является равновзвешенной суперпозицией всех кодо

вых слов Хэмминга с нечетным весом (с нечетным количеством единиц), 

\1)code = ~ L \vodd) = 
V 0 VoctctEH 

= }в (\1111111) + \1110000) + \1001100) + \1000011)+ (7) 

+ \0101010) + \0100101) + \0011001) + \0010110) ). 

Поскольку все возникающие в уравнениях (б) и (7) состояния являются 
кодовыми словами Хэмминга, инвертирование единственного бита в блоке 

несложно детектировать, выполняя простое квантовое вычисление, как это 

показано на рисунке 7. Мы дополняем блок из семи кубитов тремя служеб
ными кубитами1 и выполняем унитарное преобразование: 

jv) 0\0)anc--+ \v) 0\Hv)anc 1 (8) 

где Н- матрица контроля четности Хзмминга, а \·)anc обозначает состо
яние трех служебных кубитов. Если ошибка содержится лишь в одном из 

семи кубитов, то измерение служебного кубита проецирует его либо на 

инвертированное состояние, либо на исходноенеповрежденное (но не на 

любую нетривиальную суперпозицию этих двух состояний). В первом слу

чае результат измерения диагностирует поврежденный бит, ничего сообщая 
о закодированной в блоке квантовой информации. 

Но чтобы выполнять коррекцию квантовых ошибок, нам понадобит

ся диагностировать не только ошибки инвертирования битов, но и фа
зовые ошибки. Для достижения этой цели мы можем, следуя Стину 

1 Чтобы сделать процедуру отказоустойчивой, нам понадобится увеличить количество слу
жебных кубитов, как это обсуждается в разделе 4. 
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(Steane 199баЬ ), изменить базис для каждого кубита, применив поворот 
Адамара 

1 ( 1 1 ) 
R = J2 1 -1 . (9) 

Тогда ошибки, бывшие фазовыми в базисе /0), /1), в повернутом базисе 

/О)= ~(IO) + 11)), (10) 

становятся ошибками инвертирования бита. Следовательно, будет доста

точно, если наш код способен диагностировать ошибки инвертирования 

бита в этом повернутом базисе. Но если мы применяем поворот Адама

ра к каждому из семи кубитов, то логические нуль и единица кода Стина 

в новом базисе приобретают вид 

/0)=~2:/v)= ~(/0)+/1)), 
vEH v2 

(11) 
/i) = ~ 2)-1)wt(v)/v) = _L(jO) -11)) 

vEH J2 
(где wt( v) обозначает вес v). Важно то, что /0) и ji), как и /0) и /1), являют
ся суперпозициями кодовых слов Хэмминга. Следовательно, в повернутом 

базисе, как и в исходном, мы можем выполнить контроль четности Хэм

минга для диагностики инвертирования битов, которое в исходном базисе 

представляло собой обращение фазы. При условии, что поврежден толь

ко один кубит, выполнение контроля четности в обоих базисах полностью 

диагностирует ошибку и дает возможность ее исправить. 

В описанной выше схеме исправления ошибок я предполагал, что 

ошибка воздействует только на один кубит в блоке. Очевидно, это пред
положение нереалистично; обычно все кубиты до пекоторой степени запу

тываются с окружением. Но, как мы уже видели, процедура определения 

синдрома ошибки обычно проецирует каждый кубит на исходное неповре

жденное состояние. Для каждого кубита существует иенулевая предпола

гаемая малой вероятность возникновения ошибки, которую мы обозначим 

как Е. Сейчас мы сделаем очень важное предположение: ошибки, действу

ющие на разные кубиты в одном блоке, абсолютно не коррелируют между 

собой. При таком допущении вероятность возникновения двух ошибок име

ет порядок Е2 и, следовательно, гораздо меньше вероятности возникновения 
одной ошибки, если Е - достаточно малая величина. Поэтому, с точностью 
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порядка Е, мы можем уверенно сосредоточить наше внимание на случае, 

когда ошибку содержит максимум один кубит в блоке. 

Но в случае (маловероятном), когда в одном и том же блоке кода воз

никает две ошибки, наша процедура восстановления, как правило, будет 

безуспешной. Если в одном блоке инвертируются два бита, то контроль 

четности Хэмминга неправильно диагностирует ошибку. Восстановление 

вернет квантовое состояние в кодовое подпространство, но в закодирован

ной в блоке квантовой информации произойдет инвертирование бита: 

1 О) code ---+ 11) code, 11) code ---+ 1 О) code · (12) 

Аналогично, если в одном блоке возникают две фазовые ошибки, то есть 

две ошибки инвертирования бита в повернутом базисе, то после восста

новления в нем произойдет инвертирование бита в повернутом базисе или 

обращение фазы в исходном базисе: 

1 О) code ---+ 1 О) code , 11) code ---+ -11) code · (13) 

(Если один кубит в блоке содержит фазовую ошибку, а другой - ошибку 

инвертирования бита, то восстановление будет успешным.) 
Итак, мы увидели, что код Стива способен повысить надежность хра

нения квантовой информации. Предположим, мы хотим сохранить один ку

бит в неизвестном чистом состоянии IФ). Вследствие несовершенства за
поминающего устройства состояние р001 , которое мы восстановим, будет 

иметь точность воспроизведения 

F = (ФIPoutiФ) = 1 -Е. (14) 

Но если мы храним кубит, используя 7-кубитовый блоковый код Стина, 

если каждый из семи кубитов хранится с точностью воспроизведения F = 
= 1-Е, если ошибки кубитов некоррелированы и, наконец, если мы в состо
янии безукоризненно выполнять коррекцию ошибок, кодирование и деко

дирование (более подробно об этом ниже), то закодированная информация 

может храниться с улучшенной точностью воспроизведения F = 1- 0(Е2 ). 
Кубит в неизвестном состоянии можно закодировать, используя изоб

раженную на рисунке 8 схему. Проще всего понять принцип работы ко
дирующего устройства, используя альтернативное выражение для матрицы 

контроля четности Хэмминга, 

о 1 
о 1 
1 1 

(15) 
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IO) ---+Н--ftt---t-tt---

10) ~'17--+--ffi----ffi-

!O) -ffi---ffi---t~=&--

a!O) + bil) -+--fl-~+t---

ajO)code 

+ 

Ьjl)code 

Рис. 8. Кодирующая схема для 7-кубитового кода Стина 

(Эта форма матрицы Н получена из (1) путем пересталовки столбцов, то 
есть лишь изменением нумерации битов в блоке.) Четный субкод кода Хэм

минга фактически является пространством, натянутым на строки матри

цы Н; итак, мы видим, что (в этом представлении матрицы Н) первые три 

бита строки полностью характеризуют представленные в субкоде данные. 
Остальные четыре бита представляют собой биты четности, обеспечива

ющие необходимую для защиты от ошибок избыточность. При кодирова
нии неизвестного состояния а!О) + bll) кодирующее устройство сначала 
использует два ХОR-вентеля, чтобы приготовить состояние aiOOOOOOO) + 
+ ЬIOOOOlll), суперпозицию четногоинечетного слов Хэмминга. Далее по 
схеме к этому состоянию добавляется IO)code: повороты Адамара (R) готовят 
равновзвешенную суперпозицию всех восьми возможных значений первых 

трех битов в блоке, а остальные ХОR-вентили включают предписываемые 
матрицей Н биты контроля четности. 

Мы также хотим иметь возможность измерять закодированный кубит, 

скажем, проецируя его на ортогональный базис {IO)code, ll)code}· Если нас 
не беспокоит разрушение закодированного блока в ходе измерения, то до
статочно измерить каждый из семи кубитов в блоке, проецируя их на базис 
{10), ll) }, а затем, чтобы получить кодовое слово Хэмминга, выполнить 
классическую коррекцию ошибок в результатах измерения. Четность это

го кодового слова является значением логического кубита. (Этап класси

ческой коррекции обеспечивает защиту от ошибок измерения. Например, 

если блок находится в состоянии IO)code, то при измерении элементарных 
кубитов для определения логического кубита могут возникнуть две незави

симые ошибки, в результате чего будет получено неверное значение ll)code·) 
В применении к квантовым вычислениям, нам понадобится выполнять 

измерение, проецирующее на {IO)code, l1)code}, без разрушения блока. Это 
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выполняется путем копирования четности блока на служебный кубит с по

следующим его измерением. Схема, представляющая неразрушающее из

мерение кодового блока, показана на рисунке 9. 

--Измерение 
--Измерение 
--Измерение 
--Измерение 
--Измерение 
--Измерение 
--Измерение 

Класси

ческое 

восста-
о или 1 

----- IO)code 

или 

~jl)code 

IО)Шизмерение 
Рис. 9. Разрушающее и неразрушающее измерение логического кубита 

7-кубитовый код Стина может может исправить только одну ошибку 

в кодовом блоке, но можно сконструировать более совершенные коды, спо

собные защищать информацию от ошибок количеством до t внутри одного 
блока, так что закодированная информация может сохраняться с точностью 

воспроизведения F = 1- O(~:t+l) (Steane 1996Ь; Calderbank & Shor 1996; 
Gottesman 1996; Calderbank et al. 1996, 1997). Обзор текущего состояния 
теории квантового кодирования сделан Шором в работе (Shor 1997). 

I 
Рис. 10. Полезное тождество. Источник и цель ХОR-вентиля меняются местами при 
изменении базиса с помощью поворотов Адамара 

4. Отказоустойчивое восстановление 

Конечно, исправление ошибок никогда не будет безупречным. Восста

новление само по себе является предрасположенным к появлению ошибок 

квантовым вычислением. Необходимо позаботиться о создании процеду

ры восстановления для кода Стина, обеспечиваюЩей вероятность возник
новения ошибки порядка ~:2 (или порядка Et+l для кода, исправляющего t 
ошибок). Не менее серьезную проблему представляет контроль распростра

нения ошибок в ходе процедуры восстановления. 
Изображенная на рисунке 7 схема не является отказоустойчивой; 

она нарушает первый закон. ХОR-вентили могут перенести единственную 
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ошибку, возникшую в одном из служебных кубитов, в два разных кубита 

в блоке данных, приводя в итоге к фазовой ошибке, появляющейся в зако

дированных данных с вероятностью порядка Е. Выполняя требования пер

вого закона, следует увеличить количество служебных кубитов, так чтобы 

каждый из них являлся целью лишь одного ХОR-вентиля. Но пока обра

тим внимание на второй закон: служебные кубиты должны запутываться 

с ошибками блока данных, а не с закодированной в нем квантовой информа

цией. Действительно, запутывание служебного кубита с закодированными 

данными разрушает их когерентность. 

Выполняя это условие, мы, прежде чем приступать к процедуре вы

числения синдрома, готовим служебное состояние Шора (Shor 1996). Это 
состояние четырех служебных кубитов, представляющее собой равновзве

шенную суперпозицию всех строк с четным весом: 

IShor)anc = }s L lveven)anc· 
Veven 

(16) 

Чтобы вычислить каждый бит синдрома, мы готовим состояние Шора, вы

полняем четыре ХОR-вентиля (с соответствующими кубитами в блоке дан

ных в роли источников и с четырьмя служебными кубитами в состоянии 

Шора в роли целей), а затем измеряем служебное состояние. Бит синдрома 

извлекается из четности результата измерения состояния четырех служеб

ных кубитов. Состояние Шора устроено таким образом, что из него можно 
извлечь только эту четность - никакой другой информации о блоке данных 

на нем не отпечатывается. 

Всего имеется шесть битов синдрома (три для диагностики ошибок 

инвертирования бита и три для диагностики ошибок обращения фазы), так 

что измерение синдрома использует 24 служебных кубита, приготовленных 
в шести состояниях Шора, и 24 ХОR-вентиля. 

[Одним из способов получения синдрома обращения фазы может быть 

следующий: сначала применить семь параллельных Н-вентилей к блоку 

данных, чтобы повернуть базис, затем, как показано на рисунке 7, приме
лить ХОR-вентили (но с приготовленными в состояниях Шора служебными 

кубитами) и, наконец, применить семь Н-вентилей для обратного поворота 

данных. Но чтобы усовершенствовать эту процедуру, мы можем использо

вать представлепное на рисунке 1 О тождество. Обращая направление ХОR
вентилей (то есть используя служебные кубиты в качестве источников, а ин

формацию- в качестве цели), мы можем избежать применения Н-вентилей 

к данным и, следовательно, понизить вероятность их повреждения непра

вильными вентилями (Zalka 1996; Steane 1997).] 
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Вследствие распространения ошибок, единственная возникающая 

в процессе приготовлепил состояния Шора ошибка может стать результа

том возникновения двух фазовых ошибок в данном состоянии. Обе они 

могут распространиться на данные, если при измерении синдрома исполь

зуется поврежденное служебное состояние. Следовательно, перед исполь

зованием состояния Шора оно должно быть протестировано на наличие 

нескольких фазовых ошибок (пример третьего закона), как это показано 

на рисунке 11. Если состояние не проходит тест, его следует уничтожить, 
и приготовить новое. 

IO) 

IO) ----+Н~t-----+-----1 

[О) ----+lгt--....--t-------t 

[О) ----~+t--t--------.-1 

[О) ---------f+l--f++-Измерение 

Рис. 11. Конструирование и проверка состояния Шора. Если причиной измерения 
является 1, то состояние отбрасывается, и готовится новое состояние Шора 

Наконец, единственная ошибка в процессе измерения синдРома мо

жет стать причиной появления ошибочного синдрома. Таким образом, для 

подтверждения точности измерение синдрома необходимо повторить (чет
вертый закон). Когда один и тот же результат получается дважды подряд, 

он может быть принят с уверенностью, а восстановление продолжено. 

Если мы применяем все описанные выше меры предосторожности, то 

восстановление дает сбой только при появлении двух независимых ошибок, 

поэтому вероятность возникающей в закодированном блоке ошибки будет 

порядка Е2 . Процедура коррекции ошибок является отказоустойчивой. 
Довольно изящная отказоустойчивая процедура измерения синдрома 

была предложена Стином (Steane 1997). Для измерения сиНдрома инверти
рования бита готовится служебное 7-кубитовое состояние Стина 

[Steane)anc = ~ L [v). (17) 
vEH 

(Состояние Стина можно приготовить, применив к состоянию [O)code по
битовый поворот Адамара.) Теперь выполним операции XOR с каждым 
кубитом блока данных в качестве источника и соответствующим кубитом 
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служебного состояния в качестве цели, после чего измерим результат дей

ствия этих операций на данное служебное состояние. Применяя матрицу 

контроля четности Хэмминга Н к результату классического измерения, мы 

получаем синдром инвертирования бита. (Обратите внимание на соблюде

ние второго закона: процедура «копирует» данные в служебный блок, со

стояние которого устроено таким образом, что при его измерении обеспечи
вается возможность прочтения лишь информации об ошибке.) Аналогичная 

процедура выполняется в повернутом базисе для определения синдрома об
ращения фазы. Преимущество процедуры Стина перед процедурой Шора 

состоит в том, что она требует лишь 14 служебных кубитов и 14 ХОR
вентилей. Однако недостаток ее заключается в том, что приготовление слу

жебного состояния более сложное, так что оно само в некоторой степени 

больше предрасположено к возникновению ошибок. 

А что можно сказать об измерении и кодировании? Мы только что от

метили, что разрушающее измерение кодового блока надежно, если ошиб

ка содержится только в одном кубите блока. Изображенное на рисунке 9 
не разрушающее информацию измерение также не требует модификации. 

Несмотря на то, что служебное состояние является целью трех последова

тельных ХОR-вентилей, возвращающиеся в блок фазовые ошибки не опас

ны, так как они не могут поменять IO)code на l1)code (или наоборот). Но, 
поскольку единственная ошибка может оказаться причиной неправильного 

результата измерения четности, его необходимо повторить (после исправ

ления ошибок), чтобы обеспечить точность порядка ~:2 (пример четвертого 
закона). 

В применении к квантовым вычислениям нам потребуется повторно 

готовить закодированное состояние IO)code· Кодирование может быть вы
полнено по изображенной на рисунке 8 схеме (за исключением того, что 
первые два ХОR-вентиля можно исключить). Однако ошибки могут рас

пространяться в ходе процедуры кодирования, так что единственной ошиб

ки может быть достаточно для повреждения закодированной информации. 

Следовательно, важно проверять кодирование, как этого требует третий 

закон, выполняя неразрушающее измерение блока. На самом деле можно 

вполне обойтись без этапа кодирования. Каким бы ни было исходное состо

яние блока, отказоустойчивая коррекция ошибок спроецирует его на про

странство, натянутое на {IO)code, ll)cocte}, а (проверенное) измерение выдаст 
либо IO)code, либо Щсоdе· Если получен результат ll)code, то для перевода 
блока в желаемое состояние IO)code можно применить (побитовый) опера
торNОТ. 

Кодирование неизвестного квантового состояния выполняется с помо

щью изображенной на рисунке 8 схемы. Вновь, вследствие распростране-
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ния ошибок, единственная ошибка, возникшая в ходе кодирования, может 

оказаться причиной его сбоя. В этом случае, поскольку никаким измере

нием нельзя проверить результат кодирования, точность воспроизведения 

закодированного состояния будет равна F = 1- О( Е). Тем не менее, смысл 
в кодировании остается, поскольку закодированное состояние может хра

ниться с требуемой надежностью в течение более продолжительного вре

мени, чем незакодированное. 

Обе схемы (Шора и Стина) отказоустойчивого измерения синдрома 

описаны здесь только для 7-кубитового кода, но их можно приспоеобить 

для более сложных кодов, способных корректировать множество ошибок 

(DiVincenzo & Shor 1996; Steane 1997). По мере возрастания сложности 
кода схема Стина становится существенно эффективнее схемы Шора. 

5. Отказоустойчивые квантовые вентили 

Мы убедились, что кодирование может защитить квантовую инфор

мацию. Но мы хотим больше, нежели просто хранить квантовую инфор

мацию с высокой точностью воспроизведения; мы хотим управлять кван

товым компьютером, который обрабатывает информацию. Конечно, мы 

могли бы декодировать информацию, выполнить вентиль, а затем кодиро

вать ее заново, но эта процедура на время подвергла бы опасности ин

формацию. Напротив, если мы хотим, чтобы наш компьютер работал на

дежно, мы должны уметь применять квантовые вентили непосредственно 

к закодированной информации, а эти вентили должны удовлетворять перво

му закону отказоустойчивости, если мы хотим избежать катастрофического 

распространения ошибок. 

Действительно, для 7-кубитового кода Стина существует несколько 

вентилей, которые можно легко применить. Три однокубитовых вентиля 

могут применяться побитово, то есть применение этих вентилей к каждо

му из семи кубитов в блоке осуществляет тот же вентиль, действующий на 

закодированный кубит. Мы уже увидели в уравнении (1 1 ), что именно так 
действует поворот Адамара R. То же самое справедливо для NОТ-вентиля 
(поскольку каждое нечетноекодовое слово Хэмминга является дополнени

ем четного кодового слова Хэмминга), 1 а также и вентиля сдвига фазы 

(18) 

нечетвые кодовые слова Хэмминга имеют вес= 3 (по модулю 4), а четные 
кодовые слова имеют вес = О (по модулю 4), поэтому мы фактически при-

1 Собственно, мы можем выполнить операцию NOT, действующую на закодированный 
кубит, nри помощи лишь трех NOT, применяемых к выбранным кубитам в блоке. 
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меняем вентиль p-l побитово, чтобы выполнить вентиль Р. ХОR-вентиль 
также может выполняться побитово, то есть используя каждый бит блока 

источника и соответствующий бит блока цели. Это работает, потому что 

четные кодовые слова образуют субкод, тогда как нечетвые кодовые слова 

представляют его нетривиальный смежный класс. 

Таким образом, существуют простые отказоустойчивые процедуры для 

выполнения NOT-, R-, Р- и ХОR-вентилей. Но, к сожалению, сами по се

бе эти вентили не образуют универсального набора. Чтобы уметь выпол
нять произвольвые унитарные преобразования закодированной квантовой 

информации, нам потребуется сделать подходящее дополнение этого набо

ра. Следуя Шору (Shor 1996), мы добавим 3-кубитовый вентиль Тоффо
ли, который выполняется с помощью процедуры, изображенной на рисун

ке 12.1 

IO 
IO 
IO 

~--~----~----~~~~-----г~~~~~ 

I+Н&\-<..-+1 у} 

нm--нВ-+1 z Е1Э ху) 

~----------------------------~44~----+--+-Измерение 

~------------------------------~~----+--Измерение 

Измерение 

Рис. 12. Отказоустойчивый вентиль Тоффоли. Каждая линия изображает блок из се
ми кубитов, а вентили применяются трансверсально. Для каждого измерения стрел

ка указывает на набор вентилей, которые применяются, если результатом измерения 

является 1, и не действуют, если результатом является О 

Вкратце, процедура работает следующим образом. Во-первых, три за

кодированных служебных блока приготавливаются в состоянии вида 

IA)anc = L L ia, Ь, ab)anc· (19) 
a=O,l b=O,l 

1 Нилл и другие (Кnill et al. 1996, 1997) описывает альтернативный способ дополнения 
универсального набора вентилей. 
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Это приготовление служебного блока выполняется с помощью (проверен

ного) 7 -бИТО ВО ГО «КОТ-СОСТОЯНИЯ» 

!cat) = -
1 (/0000000) + /1111111) ). 

J2 
(20) 

Выполняется несколько вентилей, включая побитовый вентиль Тоффоли 

с двумя служебными блоками в качестве управляющих и кот-состоянием 

в качестве цели. Затем измеряется кот-состояние. (Измерение повторяется, 

чтобы удостовериться в его точности.) Если результаты измерений четные, 

значит, желаемое вспомогательное состояние /A)anc успешно приготовле
но; если нечетные, то состояние /A)anc можно получить, применив NОТ
вентиль к третьему служебному блоку. 

Тем временем три блока данных терпеливо ожидали готовности слу

жебного блока. Применением трех ХОR-вентилей и поворота Адамара со

стояние данных и служебного блока преобразуется следующим образом: 

L L /а, Ь, ab)anc/x, у, z)ctata---> 
a=O,l Ь=О,l 

---> L L L (-l)wz/a,b,abffiz)anc/xffia,yffib,w)data· 
(21) 

a=O,l Ь=О,l w=O,l 

Теперь выполняется измерение каждого блока данных. Если результатом 

измерения является О, никакие действия не предпринимаются, но если ре

зультат измерения - 1, то для завершения выполнения вентиля Тоффоли 
к слу:жебному блоку применяется указанный на рисунке 12 набор вентилей. 
Обратите внимание на то, что исходные блоки данных разрушаются данной 

процедурой, а также на то, что новыми блоками данных становятся блоки, 

первоначально бывшие служебными. Важным свойством этой конструкции 

является то, что все ее этапы организованы так, чтобы удовлетворять тре

бованиям законов отказоустойчивости. 

Немного мешает то, что отказоустойчивые вентили формируют дис

кретный набор, но в то же время это неизбежная черта любой отказо

устойчивой схемы. Для отказоустойчивых вентилей нет смысла формиро

вать континуум, ибо как тогда мы сможем избежать совершения ошибки, 
применяя ло:жный вентиль, который отличается от предназначенного на 

небольтую величину? В любом случае, поскольку наши отказоустойчивые 

вентили формируют универсальный набор, их достаточно для приближен

ного выполнения любого желаемого унитарного преобразования с любой 

желаемой точностью. 
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Шор показал, как обобщить этот отказоустойчивый набор вентилей 
на более сложные коды, способные исправлять большее количество оши

бок, а Готтесмаи (Gottesman 1997аЬ) описал еще более общую процедуру, 
которую можно применять к любому из известных квантовых кодов. Та
ким образом, практически любой корректирующий ошибки квантовый код 
может использоваться для отказоустойчивых вычислений. В чем же тогда 

смысл пятого закона? Даже если, в принципе, может использоваться лю

бой код, некоторые из них работают эффективнее. Например, существует 
5-кубитовый код, способный корректировать одну ошибку (Bennett et al. 
1996; Laflamme et al. 1996), а Готтесмаи представил универсальный набор 
отказоустойчивых вентилей для этого кода. Но реализация этих вентилей 

достаточно сложна. Для 7-кубитового кода Стина требуется больший блок, 

но он гораздо удобнее для реализации вычислений; пятый закон отдает 
предпочтение коду Стина. 

6. Порог безошибочности квантовых вычислений 

Существуют корректирующие квантовые коды, способные исправить t 
ошибок, где t может быть сколь угодно большим. Если мы используем та
кой код и следуем законам отказоустойчивости, тогда непоправимая ошибка 

возникнет только при появлении t + 1 независимых ошибок в одном бло
ке до завершения восстановления. Поэтому если вероятность возникнове

ния ошибки в одном квантовом вентиле или отнесенная к единице време
ни вероятность возникновения ошибки запоминающего устройства имеет 

порядок Е, то вероятность действующей на закодированные данные ошиб

ки в вентиле будет иметь порядок Et+l, что гораздо меньше, чем Е, если 
эта величина достаточно мала. Действительно, может показаться, что при 

выборе кода со сколь угодно большим t мы можем сделать вероятность 
ошибки в вентиле сколь угодно малой, но это не факт, по крайней мере 

для большинства кодов. Проблема состоит в том, что по мере увеличения t 
сложность кода резко возрастает, соответственно возрастает и сложность 

процедуры восстановления. В конечном счете мы достигаем момента, ко

гда выполнение восстановления требует так много времени, что становится 
вероятным накопление t+ 1 ошибок в блоке до завершения восстановитель
ного этапа, и, таким образом, способность кода исправлять ошибки стано
вится сомнительной. 

Предположим, что количество вычислительных шагов, необходимых 

для выполнения измерения синдрома, растет вместе с t, как степень tb. То
гда вероятность того, что до завершения измерения накопится t + 1 ошибок, 
будет вести себя как 

Block Епоr Probability rv ( tb Е) t+l' (22) 



6. ПОРОГ БЕЗОШИБОЧНОСТИ КВАНТОВЫХ ВЫЧИСЛЕНИЙ 227 

где Е - вероятность ошибки на один шаг. Мы можем в таком случае вы

брать t, чтобы минимизировать вероятность ошибки (t rv е- 1 Е- 1 1Ь, при 
условии, что t большое), получая 

Minimum Вlock Error Probability rv ехр (- е- 1 ьЕ- 1 fь). (23) 

Таким образом, если мы рассчитываем безупречно выполнить в совокупно

сти Т циклов коррекции ошибок, то наши вентили должны иметь точность 

(24) 

Аналогично, для выполнения квантового вычисления с участием Т кванто

вых вентилей необходимы элементарные вентили заданной точности. 

В первоначально описанной Шором (Shor 1996) процедуре степень, 
характеризующая сложность измерения синдрома, равна Ь = 4; с помощью 
более оптимизированной процедуры можно достичь скромного улучше

ния ( Ь rv 3). Размер блока используемого кода растет вместе с t как t 2 , по
этому, когда выбирается код для оптимизации вероятности возникновения 

ошибки, размер блока будет порядка (log Т)2 . Конечно, описываемый урав
нением (24) СКеЙЛИНГ ГОраздо преДПОЧТИТельнее, ЧеМ ТОЧНОСТЬ Е rv т-1, КО
торая потребовалась бы, если бы кодирование не использовалось вообще. 

Но при любой заданной точности существует предел продолжительности 
вычисления, при которой еще можно не опасаться появления ошибок. 

Это ограничение можно преодолеть, используя код специального типа, 

а именно каскадный код (Кnill & Laflamme 1996; Кnill et al. 1996, 1997; 
Aharonov & Ben-Or 1996; Kitaev 1996, 1997). Чтобы понять идею каскад
ного кода, представьте, что мы используем корректирующий ошибки кван

товый код Стина, кодирующий единственный кубит в 7-кубитовом блоке. 

Но если мы посмотрим внимательнее, с большим разрешением, на один из 

семи кубитов в блоке, то обнаружим, что на самом деле это не один кубит, 
а другой 7-кубитовый блок, закодированный, как и ранее, при помощи то

го же кода Стина. А когда мы изучим один из семи кубитов в этом блоке 
с еще большим разрешением, мы обнаружим, что он тоже в действитель

ности является блоком из семи кубитов, и так далее (см. рис. 13). Если 
в этой иерархии каскадного соединения всего имеется L уровней, тогда 
один кубит фактически кодируется в блоке размера 7L. Каскадное соеди
нение оказывается полезным, поскольку, действуя по принцилу «разделяй 

и властвуй», оно позволяет более эффективно избавляться от ошибок: то 

есть чаще всего восстановление осуществляется на самом нижнем уровне 

иерархии, в блоке размера семь, реже - на следующем уровне, в блоке раз

мера 72 = 49, еще реже на следующем уровне, на блоке размера 73 = 343, 
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и так далее. При таком методе сложность коррекции уже не так стремитель

но растет с повышением способности квантового кода исправлять ошибки. 

-8-
l ______ . 

-8-
L~-

-8-
l...____. 

Рис. 13. Каскадное кодирование. Каждый кубит в блоке, рассматриваемый с боль
шим разрешением, сам является закодированным субкодом 

Мы видели, что 7-кубитовый код Стина может исправлять одну ошиб

ку. Если вероятность ошибки на кубит равна Е, ошибки не коррелирова

ны, а процедура отказоустойчива, то вероятность сбоя при восстановлении 

будет порядка Е2 . Если два кода соединяются в каскад, образуя блок раз
мера 72 , то ошибка в нем возникает только при повреждении двух из его 
субблоков размера семь, что происходит с вероятностью порядка ( Е2?. При 
добавлении еще одного уровня каскадирования ошибка в блоке размера 73 

возникает только в случае повреждения двух из его субблоков размера 72
, 

а вероятность такого события имеет порядок ((Е2 ) 2 ) 2 . И так далее, при 
наличии L уровней каскадного соединения кодов вероятность появления 
ошибки имеет порядок E2

L, тогда как размер блока равен 7L. Теперь, если 
частота появления ошибок для основных вентилей достаточно мала, то от

несенную к одному вентилю вероятность появления ошибки можно умень

шить с помощью каскадного соединения кодов. Если это так, то добавление 
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следующего уровня каскадирования приведет к дальнейшему понижению 

вероятности ошибки, и так далее. В этом состоит природа порога безоши
бочности квантовых вычислений: если кодирование значительно снижает 

вероятность возникновения ошибки, то, добавляя достаточное количество 

уровней каскадирования, частоту появления ошибок можно сделать сколь 

угодно малой. Но если исходная частота появления ошибок слишком высо

ка, то кодирование, напротив, усугубит такое положение вещей. 

Чтобы проанализировать эту ситуацию, необходимо принять некото

рую конкретную модель ошибок. Я выберу наиболее простую из возмож

ных квазиреалистичную модель: некоррелированные стохастические ошиб

ки. 1 На каждом такте вычисления каждый кубит в устройстве запутывается 
с окружением. Пусть запутывание описывается уравнением (4) с тем лишь 
отличием, что теперь четыре состояния окружения предполагаются взаим

но ортогональными, а «ошибочные состояния» - имеющими одинаковые 

нормы. Таким образом, три типа ошибок (инвертирование бита, обращение 

фазы и обе ошибки одновременно) предполагаются равно вероятными. Пол

ная вероятность появления ошибки на каждом шаге обозначается как Estore· 

Кроме этих ошибок запоминающего устройства, поражающих хранящие

ел кубиты, существуют ошибки, вносимые самими квантовыми вентиля

ми. Для каждого типа вентиля вероятность появления ошибки при каж

дом его применении обозначается как Egate (при независимых значениях, 

приписываемых каждому типу вентилей). Если вентиль действует на более 

чем один кубит (XOR или Тоффоли), то могут возникать коррелирующие 
ошибки. Сделаем пессимистическое предположение, что ошибка многоку

битового вентиля всегда повреждает все кубиты, на которые он действует; 

например, неправильный ХОR-вентиль вводит ошибки одновременно в ку

бит источника и кубит цели. Это допущение (среди прочих) делается толь

ко для упрощения анализа. При более реалистичных предположениях мы, 

безусловно, обнаружили бы, что вполне можно пережить и несколько более 

высокую частоту появления ошибок. 

Эффективность каскадного кодирования можно проанализировать, по

строив систему потоковых уравнений, описывающих эволюцию модели 

ошибки при переходе от одного уровня каскадирования к другому. Пусть, 

например, мы хотим выполнить ХОR-вентиль с последующим этапом ис

правления ошибок в кубитах, закодированных с помощью каскадного кода 

Стина, содержащего L уровней (размер блока 7L). Эти процедуры мож
но описать с помощью таких же операций, но действующих на субблоки 
размера 7L-l. Таким образом, вероятность появления ошибки E(L) для вен-

1 В разделе 9 я прокомментирую, как изменяется анализ при выборе другой модели ошибок. 
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тиля, действующего на блок размера L, может быть выражена через ве
роятность появления ошибки E(L-l) для вентиля, действующего на блок 
размера L - 1. Это соотношение представляет собой одно из потоковых 
уравнений. В принципе, решая систему потоковых уравнений, можно по

лучить выражение для вероятности появления ошибки «на уровне L» через 
параметры модели ошибок и исследовать ее поведение с ростом L. Если 
вероятность появления ошибки в блоке стремится к нулю с ростом его раз

мера L, то это это означает, что вероятности элементарных ошибок лежат 
«ниже порога». Поскольку вероятности элементарных ошибок могут зави

сеть от множества параметров, то на самом деле порог представляет собой 

некоторую гиперповерхность в многомерном параметрическом простран

стве рассматриваемой модели. 

В общем случае потоковые уравнения довольно сложны; их подробное 

обсуждение можно найти в работах Готтесмана (Gottesman 1997Ь), Готте
смана и других (Gottesman et al. 1996) или Залки (Zalka 1996). Но для гру
бой иллюстрации идеи предположим, что ошибки хранения отсутствуют, 

а единственным источником ошибок являются ХОR-вентили, характеризу

емые отнесенной к одному вентилю вероятностью появления ошибки ExoR. 
Допустим, мы хотим применять сеть ХОR-вентилей, действующих на зако

дированные блоки. Оценим, насколько малой должна быть частота появле

ния ошибок ExoR, достигаемая действующими на закодированную инфор
мацию вентилями, чтобы эта величина была меньше частоты ошибок для 

элементарных ХОR-вентилей. 

Если воспользоваться состоянием Шора в качестве служебного, то для 

выявления синдромов инвертирования бита и обращения фазы потребует

ся 12 ХОR-вентилей,1 следовательно, вероятность появления ошибки для 
каждого измерения синдрома равна 

fsyndтome "' 12ExOR· (25) 

Чтобы убедиться в надежности синдрома, он повторно измеряется до тех 

пор, пока дважды подряд не получается один и тот же результат.2 Из про
стой комбинаторики можно найти, что вероятность возникновения двух 

независимых ошибок до успешного завершения измерения синдрома рав

на 5E;yndrome· Предположим, что обе эти ошибки повреждают данные, то
гда они являются причиной появления непоправимой ошибки в блоке. По

скольку нам нужно измерить как синдром инвертирования бита, так и син-

1 При использовании служебного состояния Стина это число было бы сокращено до 7; од
нако, поскольку приготовление состояния Стина сложнее, служебное состояние будет в боль

шей степени подвержено ошибкам. 
2На самом деле это не наилучшая процедура, но здесь мы ее примем для простоты. 
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дром обращения фазы, мы видим, что вероятность сбоя при каждом выпол

нении исправления равна 

trail "'2 · 5 · (12ExoR) 2 = 1440E~oR· (26) 

При реализации сети ХОR-вентилей мы выполняем исправление в каждом 

блоке после того, как на него подействовали N вентилей, где N - число, 
которое будет выбрано для оптимизации количества ошибок на вентиль. 

Каждый трансверсальный ХОR-вентиль, действующий на блок, выполня

ется путем применеимя семи элементарных ХОR-вентилей. После приме

неимя к данному блоку N вентилей и следующего вслед за этим этапа вос
становления, отнесенная к одному вентилю вероятность накопления двух 

ошибок в блоке не превосходит 

Efail rv ~ ( ~ 7 N . 6N . f~oR + 7 N . tXOR . 2 . 2 . fsyndrome + 1440. f~oR) 

= ~ (21N2 + 336N + 1440)E~oR· (27) 

(Возможны три варианта: либо обе ошибки внесены вентилями, либо одна 

из них происходит от вентиля, а другая возникла на этапе восстановления, 

либо наконец, обе они возникли в процессе исправления. 1 Мы пессими
стично предполагаем, что все ошибки повреждают данные в блоке и что 

при возникновении двух ошибок в блоке данных исправление всегда дает 
сбой.) Минимум в уравнении (27) достигается при N = 8, тогда мы полу
чаем Efail = 684E~0R, то есть кодирование имеет смысл при 684E~oR < ExoR, 
или tXOR < (684)-l rv 1.5. 10-3 . Это наша «пороговая оценка». 

Даже если бы все ошибки возникали из-за ХОR-вентилей, по ряду 

причин эта оценка была бы неадекватна. Более того, мы предположили, что 

служебные состояния (состояния Шора), используемые при измерении син
дрома, свободны от ошибок, в то время как для их приготовления и провер
ки фактически используются те же самые ХОR-вентили. К тому же, когда 

ХОR-вентили действуют на субблоки каскадного кода, не всегда возможно 
применение оптимального числа вентилей перед исправлением. И, конечно, 

более полный анализ должен включать ошибки запоминающего устройства 

и отслеживать эволюцию связанных потоков ошибок хранения и ошибок 

вентилей, обусловленную добавлением очередного уровня каскадирования. 

1 Из двух коэффициентов 2 во втором слагаемом уравнения (27) один возникает вследствие 
того, что измеряются оба синдрома - инвертирования бита и обращения фазы, второй -
потому что ошибка может возникнуть как в ходе первого измерения синдрома, так и при его 

повторении. 
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Действительно, когда мы осуществляем исправление на L-уровне, 

состояние Шора должно быть построено из блоков, закодированных на 

(L -1)-уровне. Важной частью анализа является тщательный контроль то
го, насколько шумящими являются эти служебные состояния, с целью опре

делить вероятность отказа при исправлении на L-уровне. Блоки данных 

должНы ожидать приготовления служебных состояний; тем временем в них 
накапливаются ошибки хранения. А так как период ожидания не масшта

бируется просто уровнем L, потоковые уравнения не являются полностью 
автомодельными - существует пекоторая явная «временная зависимость» 

потока (то есть L-зависимость). Но по-прежнему качественно верно, что 

порог определяется требованием, чтобы отказоустойчивая процедура с од

ним уровнем каскадирования действительно улучшала надежность венти

лей, как в приведеином выше примере. 

Хотя потоковые уравнения слишком сложны для точного решения, при 

умеренных предположениях можно получить их приближенные решения. 

Грубо говоря, выводы следующие (Gottesmaп et al. 1996; Gottesman 1997Ь). 
Если ошибки хранения пренебрежимо малы, то пороговая частота появ

ления ошибок на один вентиль имеет порядок 10-4 . Если доминируют 
ошибки хранения, то пороговая частота появления ошибок в течение од
ного такта имеет порядок 10-5 (где один такт представляет собой интервал 
времени, необходимого для выполнения одного вентиля). От элементарных 

вентилей Тоффоли не требуется такая точность, как от одно- и двухкубито

вых вентилей, - вполне приемлема частота ошибок вентиля Тоффоли по

рядка 10-3 , если достаточно малы другие частоты появления ошибок. (Это 
приятно, поскольку вентили Тоффоли наиболее сложны в применении, и на 

практике вероятна их меньшая точность.) 

Также следует задать вопрос, какой размер блока необходим для обес

печения пекоторой определенной точности. Иначе говоря, если пороговая 

частота ошибки в вентиле равна Ео, а фактическая частота ошибки в эле

ментарном вентиле Е < Ео, то L-кратное каскадпрованне кода понизит ча
стоту возникновения ошибок до 

2L 

E(L) rv EQ (Е:) (28) 

Таким образом, чтобы быть достаточно уверенными в том, что мы можем 

завершить вычисление с Т вентилями без единой ошибки, мы должны вы

брать размер блока 7 L порядка 

Ьlock 

size [ ] 

log2 7 
logEoT 

log Ео/Е 
(29) 
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Если каскадный код имеет размер блока n и может исправить t + 1 оши
бок, показатель степени log2 7 "' 2.8 в уравнении (29) заменяется на 
logn/ log(t + 1); для семейства кодов, рассмотренных Шором, этот показа
тель стремится к 2, но для «хороших» кодов, в принципе, может стремиться 
к 1. 

Если частоты ошибок лежат ниже порога безошибочности, также воз

можно сколь угодно продолжительное хранение неизвестного квантового 

состояния. Однако, как мы уже отмечали в разделе 4, если вероятность 
ошибки запоминающего устройства на один такт вычисления равна Е, то 

исходное кодирование состояния может быть выполнено с точностью вос

произведения не выше, чем F = 1- O(t). При каскадном кодировании 
мы можем бесконечно долго хранить неизвестную квантовую информацию 

с достаточно хорошей, но не со сколь угодно высокой, точностью воспро

изведения. 

Допущения, лежащие в основе этих выводов, будут еще раз рассмот

рены в разделе 9. 

7. Отказоустойчивая факторизация 

Чтобы понять практическое значение скейлиигого закона (29), рассмот
рим применение каскадного кодирования для реализации квантового алго

ритма факторизации Шора (Shor 1994 ). Алгоритм состоит из двух частей. 
Для факторизации числа N сначала вычисляется пеказательная функция по 
модулю N, чтобы приготовить состояние вида 

L lx)input ®iax (modN))output, (30) 
х 

где а ( < N) - взаимно простое с N. Затем выполняется преобразование 
Фурье, действующее на входной регистр. Наконец, входной регистр изме

ряется и выполняется пекоторая классическая постобработка, чтобы найти 

кандидата на роль простого множителя числа N. Приготовление состоя
ния (30) (с применением перечисленных в разделе 5 отказоустойчивых вен
тилей) описано в работах Бэкмана и др. (Beckman et al. 1996) и Ведрапа 
и др. (Vedral et al. 1996). Преобразование Фурье требует комментариев. Как 
показано Гриффитсом и Ниу (Griffits & Niu 1996), преобразование Фурье 
может быть измерено с помощью однокубитовых вентилей (но при усло

вии, что тип вентиля определяется результатами предыдущих измерений). 

В частности, для этого необходимо уметь выполнять вентили поворота фа-

зы 

(3l) 
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Впрочем, достаточно иметь в распоряжении отказоустойчивую процедуру 

реализации Р(В0 ) при пекотором значении 80 , иррациональном кратном 27Т. 
Тогда повторное применение Р(В0 ) позволяет сколь угодно точно выпол
нить Р(В) при любом е. 

Чтобы построить Р(В0 ), необходимо использовать два служебных ку
бита и применить два вентиля Тоффоли. Одна из рабочих схем изображена 

на рисунке 14.1 Если результатом измерения двух служебных кубитов яв
ляется \OO)ancilla• что происходит с вероятностью 5/8, то это означает, что 
схема успешно применила Р(Во) к информационному кубиту, где eiBo = 
= (1 + 3i)/(3 + i), или cos&o = 3/5. Любой другой результат (\01), \10) 
или \11), каждый из которых возникает с вероятностью 1/8), означает сбой 
в работе схемы. Но в этом случае, применяя Z-вентиль, можно восстано

вить состояние поврежденного кубита и продолжить попытки применеимя 

этой схемы вплоть до их успешного завершения. 

\0)----[]J l l @--Измерение 
\0)---{Ю @--Измерение 

\1/J)--ж---~(E]f-fНI----- Р( 00) \1/J) 

Рис. 14. Схема фазовращателя. Результат измерения \00) означает, что к кубпту 

данных применен поворот Р(80 ), где cos00 = 3/5 

В качестве альтернативного метода можно собрать «автономную» биб
лиотеку «угловых кубитов» вида 

(32) 

Тогда фазовращатель Р( В) можно реализовать, применяя вентиль CNOT 
с кубитом данных в качестве управляющего и библиотечным угловым куби

том \В) в качестве цели, как это показано на рисунке 15. Затем мы измеряем 
библиотечный кубит. Результат измерения \0) получается с вероятностью!, 
и в этом случае мы успешно применили Р( В) к информационному кубиту. 
Но если в результате измерения получено \1), то это означает, что вместо 
Р(В) к состоянию I'Ф) применело преобразование Р( -В). В этом случае 

1 Кроме двух вентилей Тоффоли, на этой схеме изображены четыре вентиля Адамара. обо
значаемые здесь как R. и фазовращатель Р [ = Р( 1r /4)]. - Прим. ред. 



7. ОТКАЗОУСТОЙЧИВАЯ ФАКТОРИЗАЦИЯ 235 

предпринимается еще одна попытка, но на этот раз, чтобы компенсировать 

ошибку предыдущего шага, применяется схема Р(2В). Вероятность n сбоев 
подряд равна всего лишь 2-n. 

/Ф)---r-Р(В)/Ф) 

JВ)--4--Измерение 

Рис. 15. Схема фазовращателя, использующая в качестве служебного библиотеч
ный кубит. Если результатом измерения является JO), то Р(В) успешно применен 
к кубиту данных 

Теперь попытаемел факторизовать К -бито вое число, используя схему 

факторизации Бэкмана и др. (Beckman et al. 1996) и первый из описанных 
выше методов выполнения однокубитовых поворотов, требуемых для ире
образования Фурье. Чтобы выполнить иреобразование Фурье (на регистре 

с 2К кубитами), необходимы 2К однокубитовых фазовращателей. Преоб

разование Фурье должно вычисляться с высокой точностью. Для того что

бы алгоритм факторизации имел достаточные шансы на успех, достаточ

но выполнение каждого фазового поворота с точностью порядка к- 1 . Мы 
можем достичь этой точности, компонуя Р(В0 ) порядка К раз. Посколь
ку иреобразование Фурье требует порядка К2 вентилей Тоффоли, то для 
большого К сложность данного алгоритма обусловлена вычислением моду

лярной показательной функции, которая, согласно Бэкману и др. (Beckman 
et al. 1996)1, требует 38К3 вентилей Тоффоли. 

При наличии лучших из известных классических алгоритмов и самых 

быстродействующих из существующих машин факторизация 130-разряд
ного числа (К cv 430 бит) займет порядка нескольких месяцев (Lenstra 
et al. 1996). Зададим вопрос, какими возможностями должен обладать кван
товый компьютер для выполнения этого задания. От него потребуется спо

собность хранить 5К cv 2150 закодированных кубитов, а также выпол
нить порядка 3 · 109 вентилей Тоффоли. Чтобы достичь достаточно высо
кой вероятности выполнения безошибочного вычисления, нам бы хотелось, 

чтобы вероятность появления ошибки на один вентиль Тоффоли была ме

нее 10-9, а вероятность ошибки хранения на полное время выполнения 
вентиля- менее 10-12 . Согласно потоконым уравнениям каскадирования, 
такие частоты возникновения ошибок могут быть достигнуты для закодиро-

1 Описанный Бэкманом и др. алгоритм фактически требует 46К3 вентилей Тоффоли, но 
это число может быть снижено до 38К3 при использовании предложенного Ричардом Хагесом 
(Hughes 1997) усовершенствованного алгоритма сравнения. 
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ванных данных, если частоты ошибок на уровне индивидуальных кубитов 

равны Estore ,.__, Egate ,.__, 10-6 и если используются три уровня каскадирования, 
так что размер кодирующего каждый кубит блока равен 73 = 343. С учетом 
дополнительных служебных кубитов, необходимых для выполнения вен

тилей и (параллельного) исправления ошибок, общее число содержащихся 

в машине кубитов будет порядка 106 . 

При частоте ошибок порядка 10-6 для индивидуальных кубитов, кас
кадное соединение 7-кубитового кода может оказаться наиболее эффектив

ной отказоустойчивой процедурой. Для частот появления ошибок мень

шего порядка величины лучше воспользоваться более сложным (некас

кадным) кодом, способным исправить несколько ошибок в одном блоке 

(Shor 1996). При еще более низких частотах появления ошибок можно 
использовать коды, которые более эффективно используют пространство 

памяти путем кодирования множества кубитов в одном блоке (Gottesman 
1997а). В принципе, когда частота ошибок для индивидуальных куби

тов очень низкая для выполнения отказоустойчивого вычисления стано

вится возможным найти хороший код, такой, чтобы отношение числа 

закодированных кубитов к их общему количеству приближалось к еди

нице. 

8. Выявление квантовых утечек 

Сейчас я хотел бы более подробно рассмотреть одно из предположе

ний, сделанных в предыдущем анализе. Мы проигнорировали вероятность 

утечки. В нашей модели квантового компьютера каждый из кубитов жи

вет в двумерном гильбертовам пространстве. Мы предположили, что при 
возникновении ошибки этот кубит либо запутывается с окружением, либо 

поворачивается в двумерном пространстве в непредсказуемом направлении. 

Но существует другой возможный тип ошибки, когда кубит из двумерного 
просачивается в более широкое пространство (Plenio & Кnight 1996). На
пример, в компьютере на ионных ловушках квантовую информацию мож

но хранить в двумерном пространстве, натянутом на основное состояние 

иона и некоторое долгоживущее метастабильное состояние (Cirac & Zoller 
1995). Но в процессеработы устройства ион может совершить неожидан
ный переход в другое состояние. Если это состояние быстро распадается 

в основное состояние, то ошибка может быть обнаружена и исправлена 
с помощью стандартных на данный момент методов отказоустойчивого ис

правления квантовых ошибок. Но если ион остается подвешенным в лож

ном пространстве в течение длительного времени, то эти методы приведут 

к сбою. 
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Данные ~Ф~I~Ф*-I.--
Служебный IO) _ _ 

бит 
Измерение 

Рис. 1 б. Схема детектирования квантовой утечки. Если утечка произошла, то ре

зультат измерения равен /0), в противном случае -11) 

Одна из стратегий решения этой проблемы состоит в определении наи

более вероятных уровней утечки и периодическое возвращение их в основ
ное состояние, но при большом количестве таких уровней этот метод может 

оказаться слишком громоздким. Более элегантным решением является об

наружение утечки, но без попытки точно диагностировать, что произошло 

с просочившимся кубитом. Например, в ионной ловушке можно сконстру

ировать СNОТ-вентиль, действующий тривиально, если управляющий бит 

не находится в двумерном пространстве, которому принадлежит кубит. То

гда мы можем выполнить изображенную на рисунке 1 б последовательность 
вентилей. При утечке информационного кубита ничего не происходит, но 

в случае отсутствия всякой утечки инвертируется служебный бит. Затем 

мы измеряем служебный бит. Результат измерения /1/ проецирует кубит на 
правильное гильбертоно пространство, тогда как результат /0/ проецирует 
кубит на просочившееся состояние. 

Если возникла утечка, то поврежденный кубит отбрасывается1 и заме
няется новым кубитом в стандартном состоянии, скажем, в состоянии /0). 
(Если используется каскадное кодирование, диагностика утечки должна 

осуществляться только на самых нижних уровнях кодирования.) После это

го выполняется обычное измерение синдрома, которое спроецирует кубит 

на такое состояние, что ошибку можно будет исправить с помощью про

стого унитарного преобразования. Поскольку еще до измерения синдрома 

известно, что поврежденный кубит находится в конкретной позиции внутри 

блока, можно применять модернизированную версию исправления ошибок, 

разработанную с целью диагностики и исправления ошибок, находящихся 
в известных позициях (Grassl и др. 1996). 

9. Машина мечты 

Вспомним некоторые важные допущения, сделанные нами при оценке 

порога безошибочности: 

1 Конечно, позднее, после возвращения его в основное состояние, этим кубитом можно 
пользоваться снова. 
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• Случайные ошибки. Мы предположили, что ошибки не имеют ника
кой систематической составляющей. 1 Это допущение позволяет скла
дывать вероятности, а не их амплитуды, для оценки того, как с течени

ем времени растет вероятность появления ошибки. Систематические 

ошибки будут накапливаться гораздо быстрее, и, следовательно, до

пустимая частота ошибок будет намного меньше. Иначе говоря, если 

порог безошибочности для случайных ошибок равен Ео, то для макси

мально законспирированных систематических ошибок он будет иметь 
порядок Еб. Моя позиция такова: (1) даже если наши аппаратные сред
ства предрасположены к совершению ошибок с систематическими фа

зами, эти ошибки будут стремиться к взаимному уничтожению в про

цессе достаточно продолжительного вычисления (Obenland & Despain 
1996аЬ; Miquel et al 1997), и (2) поскольку систематические ошибки 
в принциле можно понять и устранить, с фундаментальной точки зре

ния более важным является понимание ограничений, накладываемых 

на работу машины случайными ошибками. 

• Некоррелированные ошибки. Мы предположили, что ошибки явля
ются некоррелированными как в пространстве, так и во времени. Та

ким образом, когда мы говорим, что вероятность ошибки на один кубит 

равна Е "' 10-5, мы фактически имеем в виду, что для любой пары ку
битов вероятность их одновременного повреждения ошибками имеет 

порядок Е2 "' 10-10• Это сильное и важное предположение, поскольку 
при возникновении нескольких ошибок в одном и том же блоке ко

да наши схемы кодирования дают сбой. Будущие квантовые инженеры 

столкнутся с проблемой обеспечения того, чтобы это предположение 

достаточно хорошо работало в конструируемых ими устройствах. 

• Максимальный параллелизм. Мы предположили, что многие кван
товые вентили могут выполняться параллельно на каждом такте вы

числений. Это допущение дает возможность одновременного осу

ществления исправления ошибок во всех кодовых блоках, поэтому оно 

важно для контроля ошибок хранения кубитов. (Другими словами, до

бавление к коду следующего уровня каскадирования привело бы к уве

личению вероятности сбоя, поскольку каждому не занятому в пропес

се отдельному кубпту пришлось бы дольше ожидать своей очереди 

исправления ошибок.) Если мы игнорируем ошибки запоминающего 

устройства, то в анализе порога безошибочности параллельная работа 

не является необходимой, но она, конечно, желательна для ускорения 

процесса вычисления. 

1 Нилл и др. (Кnill et а/. 1996, 1997) доказали существование порога безошибочности для 
гораздо более общих моделей ошибки. 
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• Независимая от количества кубитов частота возникновения оши
бок. Мы предположили, что частота ошибок не зависит от количества 

хранящихся в устройстве кубитов. Неявно это предположение отно

сится к природе аппаратных средств. Например, оно было бы необос

нованным, если бы все кубиты хранились в единственной ионной ло

вушке и делили бы один фононный канал передачи информации. (Cirac 
& Zoller 1995). 

• Вентили могут действовать на любую пару кубитов. Мы предполо
жили, что наша машина оборудована набором фундаментальных вен

тилей, которые могут применяться к любой паре хранящихся кубитов 

(или к тройке кубитов в случае вентиля Тоффоли), независимо от сте

пени их близости друг к другу. На практике возможны издержки как по 

времени выполнения, так и по частоте появления ошибок, связанные 

с перемещением кубитов для того, чтобы вентиль мог действовать эф

фективно на определенную пару. Оставим проблему выбора архитек
туры, минимизирующей эти затраты, будущим конструкторам машин. 

• Новые служебные кубиты. Мы предположили, что наш компьютер 
имеет доступ к достаточному запасу свежих служебных кубитов. Слу

жебные кубиты используются как для выполнения вентилей (Тоффо

ли), так и для осуществления исправления ошибок. С накоплением эф

фектов случайных ошибок генерируется энтропия, а процесс исправ

ления ошибок выбрасывает ее из вычислительного устройства в слу

жебные регистры. В принципе, вычисление может продолжаться неза

висимо по мере поступления новых служебных кубитов, но на прак

тике мы захотим очистить служебный кубит и использовать его снова. 

Стирание служебного кубита неизбежно вызовет рассеяние мощности 

и образование тепла; таким образом, потребуется охлаждение устрой

ства. 

• Никаких ошибок утечки. Ошибки утечки игнорировались. Но, как 
отмечено в разделе 8, их учет не существенно влияет на выводы. 

Наши предположения были достаточно реалистичными, поэтому мож

но смело утверждать, что квантовый компьютер с количеством кубитов по

рядка миллиона и частотой ошибок на вентиль порядка одной на миллион 

будет мощным и полезным устройством (при условии достаточной скоро

сти обработки данных). С точки зрения текущего состояния технологии 

(Monroe et al 1995; Turchette et al 1995; Cory et а/ 1996; Gershenfeld & 
Chuang 1997), эти числа выглядят пугающе. Но на самом деле даже ма
шина, удовлетворяющая гораздо менее жестким техническим требовани

ям, все же может быть очень полезна (Preskill 1997). Прежде всего, поми-
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мо факторизации, квантовые компьютеры могут выполнять другие задачи, 

и некоторые из них (в частности, моделирование квантовых систем (Lloyd 
1996)) могут быть совершены менее надежным или менее крупным устрой
ством. Более того, по ряду причин наша оценка порога безошибочности мо

жет оказаться слишком консервативной. Например, она была получена при 

допущении, что фазовые и амплитудные ошибки в кубитах одинаково веро

ятны. Располагая более реалистичной моделью, лучше описывающей веро

ятности ошибок в действующем устройстве, можно было бы осуществить 

более эффективную схему исправления ошибок, позволяющую пережить 
более высокую частоту их появления. Кроме того, даже в сформулирован
ных предположениях приведенный выше анализ отказоустойчивой схемы 

не вполне точен; при более тонком анализе можно ожидать несколько более 

высокого порога безошибочности, возможно, даже значительно более вы

сокого. Существенного улучшения можно добиться и путем модификации 

отказоустойчивых схем либо в результате обнаружения более эффективно

го способа реализации универсального набора отказоустойчивых вентилей, 

либо в результате открытия более эффективных методов выполнения изме

рения синдрома ошибки. Я не буду удивлен, если окажется, что квантовый 

компьютер со всевозможными усовершенствованиями может работать эф
фективно с вероятностью ошибки на вентиль, скажем, порядка 10-4 (чис
ло 10-4 вполне может оказаться ниже порога безошибочности; более опти
мистичные оценки порога безошибочности были выдвинуты Залкой (Zalka 
1996)). 

В любом случае, принимая эти оценки в качестве номинальных, мы 
получаем приблизительную цель, к которой должны стремиться: 106 куби
тов с частотой ошибок 10-6 . Это звучит достаточно жестко, но, конечно, 
могло быть и хуже. Если бы мы пришли к выводу, что нам необходима ча
стота ошибок, скажем, порядка 10-20 , тогда будущие перспектины кванто
вых вычислений были бы действительно неясными. Частота ошибок 10-6 

несомненно претенциозна, но, возможно, не находится за рамками того, 

что может быть достигнуто в будущем. В любом случае, сейчас мы имеем 

четкое представление о том, насколько хорошей должна быть работа кван

тового компьютера. И это по сути уже является небывалым прогреесом по 

сравнению с прошлым годом. 

Эта работа выполнена при частичной поддержке Департамента Энер
гетики, грант DE-FG03-92-ER4070l, а также Управления перспектинно
го планирования оборонных научно-исследовательских работ (DARPA), 
грант DAAH04-96-l-0386 управляемый Военным исследовательским цен
тром. Я признателен Дэвиду ДиВинченцо и Войцеху Зуреку за организа-
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Отказоустойчивые квантовые вычисления 1 

Джон Прескилл2 

Открытие коррекции квантовых ошибок существенно улучшило долго

срочные перспектины технологии квантовых вычислений. Закодированную 

квантовую информацию можно защитить от ошибок, возникающих вслед

ствие неконтролируемых взаимодействий с окружением или неидельного 

выполнения квантовых логических операций. Исправление ошибок может 

быть эффективным даже при возникновении случайных ошибок в ходе са

мой процедуры восстановления. Более того, закодированную квантовую ин

формацию можно обрабатывать без серьезного распространения ошибок. 

В принципе, сколь угодно продолжительное квантовое вычисление может 

быть надежно выполнено при условии, что средняя вероятность появления 

ошибки на квантовый вентиль меныпе определенной критической вели

чины, называемой порогом безошибочности. Возможна разработка средств 
аппаратного обеспечения квантовых вычислений, обладающих собственной 
внутренней отказоустойчивостью, с привлечением топологических взаимо

действий Ааронова-Бома для обработки квантовой информации. 

1. Потребность в отказоустойчивости 

Квантовые компьютеры кажутся способными, во всяком случае, в прин

ципе, решать определенные задачи намного быстрее, чем любой мыслимый 
классический компьютер [1-3]. Однако на практике технология квантовых 
вычислений все еще находится в зачаточном состоянии. Несмотря на то, 

что практичный и полезный квантовый компьютер, возможно, будет скон
струирован уже в обозримом будущем, мы до сих пор не можем ясно пред

ставить, как будут выглядеть аппаратные средства этой машины. Тем не 

менее, мы можем быть абсолютно уверены в том, что любой практичный 

квантовый компьютер будет включать в свою работу определенный тип 

1 J. Preskill, Fault-tolerant Quantum Computation, Introduction to Quantum Computation, 
Н.-К. Lo, S. Popesku, Т. Р. Spiller (Eds.), World Scientific, Singapore et а\. (1998). 

2Калифорнийский технологический институт, Пасадена, СА 91125, США. 
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исправления ошибок. По сравнению с обычными цифровыми, квантовые 

компьютеры гораздо более подвержены ошибкам, поэтому для предотвра
щения аварийных отказов в их работе потребуются определенные методы 

контроля и исправления этих ошибок. 

Декогерентизация- самый грозный враг квантового компьютера [4-8]. 
Мы знаем, как приготовить квантовое кот-состояние, то есть суперпозицию 

живого и мертвого кота, но мы никогда не сможем наблюдать такие мак

роскопические суперпозиции вследствие их крайней нестабильности. Ни 

один реально существующий кот не может быть изолирован от окружаю

щей его среды: окружение «измеряет» кота, незамедлительно проецируя его 

на состояние- совершенно живой или совершенно мертвый [9]. Кванто
вый компьютер, возможно, не так сложен, как кот, но это сложная квантовая 

система, и, подобно коту, она взаимодействует с окружением. Хранящаяся 

в компьютере информация разрушается, что ведет к ошибкам и сбою в вы

числениях. Можем ли мы защитить квантовый компьютер от подрывающе

го влияния декогерентизации? 

Декогерентизация- не единственный наш враг [4-6]. Даже если бы 
мы были способны добиться превосходной изоляции нашего компьютера 

от окружающей среды, мы не могли бы рассчитывать на безупречно точное 

выполнение квантовых логических вентилей. Как и в классическом ана

логовом компьютере, ошибки в квантовых вентилях образуют континуум. 

В ходе вычисления мелкие ошибки в вентилях могут накапливаться и, в ко
нечном счете, вызвать сбой, а способ их исправления неочевиден. Можем 

ли мы предотвратить катастрофическое накопление этих малых ошибок? 

Перспектины на будущее квантовых вычислений получили огромную 

поддержку благодаря открытию, что коррекция квантовых ошибок, в прин

ципе, действительно возможна [10-12]. Но самого по себе этого открытия 
недостаточно, чтобы гарантировать надежную работу шумящего квантово

го компьютера. Чтобы выполнить протокол квантовой коррекции ошибок, 

мы должны сначала закодировать квантовую информацию, которую хотим 

защитить, а затем многократно выполнить операции по исправлению, ко

торые обращают накапливаемые ошибки. Но кодирование и исправление 

сами по себе являются сложными квантовыми вычислениями, и в ходе 

их выполнения неизбежно будут возникать новые ошибки. Следовательно, 

чтобы достичь высокой надежности даже при появлении некоторых оши

бок на этапе восстановления, нам необходимо найти достаточно сильные 

методы их исправления. 

Более того, чтобы оперировать квантовым компьютером, мы должны 

уметь больше, чем просто хранить квантовую информацию; мы должны 

уметь обрабатывать ее. Мы должны быть в состоянии выполнять кван-
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товые вентили, в которых два или более закодированных кубитов взаимо

действуют друт с друтом. Если в одном кубите возникает ошибка, то су

ществует вероятность ее распространения на друmе кубиты, с которыми 

зараженный кубит будет взаимодействовать в ходе выполняемых вслед за 

этим квантовых вентилей. Мы должны сконструировать наши вентили та

ким образом, чтобы минимизировать распространение ошибок. 

Включение коррекции квантовых ошибок несомненно усложнит рабо

ту квантового компьютера. Создание необходимого для защиты от ошибок 
резерва потребует увеличить количество элементарных кубитов. Примене

вне вентилей к закодированной информации и периодическое включение 

этапов исправления ошибок замедлит процесс вычисления. Ввиду этого 

необходимого усложнения устройства а priori не очевидно, что коррекция 
ошибок приведет к улучшению его работы. 

Устройство, работающее эффективно, даже если его злементарные 

компоненты неидеальны, называют отказоустойчивым. Настоящий раздел 

посвящается теории отказоустойчивых квантовых вычислений. В ней мы 

исследуем сформулированные выше проблемы и вопросы. 

В самом деле, подобные вопросы возникают и в теории отказоустой

чивых классических вычислений. Но поскольку существующая, базирую
щаяся на кремнии, полупроводниковая схематехника в высшей степени на

дежна, отказоустойчивость не является важнейшим условием работоспо

собности современных цифровых компьютеров. Несмотря на это, изучение 

отказоустойчивых классических вычислений имеет выдающуюся историю. 

В 1952 году фон Нейман [13] предложил повысить надежность работы 
схемы с шумящими вентилями путем многократного выполнения каждо

го вентиля и применения мажоритарной схемы. Он сделал вывод, что если 

отказы вентилей статистически независимы, а вероятность отказа в расчете 

на один вентиль достаточно мала, то любое вычисление можно выполнить 

с достаточной надежностью. Единственным недостатком анализа фон Ней

мана было то, что он предположил идеальную передачу битов по соеди

няющим вентили «проводникам». 1 Выход за рамки этого предположения 
оказался сложным, но, в конечном счете, успех был достигнут в 1983 году 
Гаксом [14], который описал универсальный клеточный автомат с иерар
хической структурой, которая может поддерживаться локальными опера

циями в присутствии шума, не нуждаясь в непосредственной пелокальной 

связи между его компонентами. 

1 Это достаточно серьезная проблема, ибо схема фон Неймана не может быть реализована 
в трехмерном пространстве с ограниченными по длине проводниками; предполагается, что ве

роятность появления ошибки передачи стремится к единице при стремящейся к бесконечности 

длине линий передачи. 
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Интересен вопрос: способна ли квантовая система подобным образом 

обеспечивать функционирование сложной иерархической структуры? Од

нако мы не будем столь амбициозны, чтобы браться здесь за эту проблему. 

Поскольку нас интересуют ограничения, накладываемые шумом на обра

ботку квантовой информации, мы разделим наши вентили на классические 
и квантовые и будем считать, что классические вентили могут выполняться 

с идеальной точностью и так быстро, как это необходимо. 1 Это предпо
ложение будет хорошо обоснованным до тех пор, пока тактовая частота и 

точность классического компьютера значительно иревосходят соответству

ющие характеристики квантового компьютера. 

Обсудив во втором разделе свойства конкретного корректирующего ко

да ( семикубитовый код Стина [12]), в следующем разделе мы сделаем крат
кий обзор основных принципов отказоустойчивого исправления квантовых 

ошибок. Ошибки, возникающие в ходе самого процесса исправления, впо

следствии могут повредить закодированную квантовую информацию; сле

довательно, эффективность коррекции требует особой тщательности ее вы

полнения. Для измерения синдромов, диагностирующих ошибки в блоках 

закодированных данных, используются служебные кубиты. Последние мо

гут содержать ошибки, поэтому необходимо минимизировать вероятность 

их распространения на закодированную информацию. В третьем разделе 

описываются предложенные Питером Шором [13] и Эндрю Стивом [16] 
методы управления распространением ошибок в процессе исправления. 

Предмет четвертого раздела составляет отказоустойчивая обработка 

квантовой информации. Здесь главная проблема заключается в создании 

универсального набора квантовых вентилей, способных действовать на 

блоки закодированных данных, не внося непомерного количества ошибок. 

В этом разделе сделан обзор некоторых схем универсальных вычислений 

(Питер Шор [15] и Дэниел Готтесмаи [17]). 
Коль скоро элементарные вентили нашего квантового компьютера до

статочно надежны, мы можем применять их к закодированной информа

ции, а также в процессах отказоустойчивого исправления ошибок, повы

шая таким образом надежность нашего устройства. Но для любого задан

ного квантового кода или даже большинства бесконечных классов, содер

жащих коды с блоками сколь угодно больших размеров, при выполнении 

достаточно продолжительного вычисления рано или поздно эти процедуры 

дадут сбой. Однако, как показано в разделе 5, существует особый класс 
кодов (каскадные коды), позволяющих надежно выполнять все более ибо-

1 Однако, когда мы будем рассматривать коррекцию опшбок с помощью кодов со сколь 
угодно большими размерами блоков, мы будем требовать, чтобы объем выполняемых класси

ческих операций был полиномиально ограничен по размеру блоков. 
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лее продолжительные квантовые вычисления, требуя для этого умеренной 

скорости увеличения размера блока [18-24]. Применяя каскадные коды, мы 
можем установить порог безошибочности квантовых вычислений; как толь

ко наше «железо» будет удовлетворять установленным критерием точности, 

корректирующие ошибки квантовые коды и отказоустойчивые процедуры 

позволят осуществлять сколь угодно длинные квантовые вычисления со 

сколь угодно высокой надежностью. Этот результат приблизительно анало

гичен выводу фон Неймана относительно классической отказоустойчиво

сти, тогда как иерархическая структура каскадного кодирования напомина

ет конструкцию Гакса. Приводится набросок оценки порога безошибочно
сти в предположениях о характере ошибок, перечисленных в разделе 6. 

С развитием отказоустойчивых методов стало ясно, что, активно вме

шиваясь в работу квантового компьютера, оператор, в принципе, может за

щитить его от ошибок в шумящем (но не слишком сильно) окружении. Хотя, 

в более далекой перспективе, надежность практичного квантового компью

тера может быть достигнута совершенно иным способом - с помощью 

внутренне отказоустойчивого аппаратного обеспечения. Такое «железо», 

устойчивое к локальным возмущениям, могло бы оперировать сравнитель

но небрежно организованными процедурами и, тем не менее, надежно хра

нить и обрабатывать квантовую информацию. Предмет раздела 7 составля
ет предложенный Алексеем Китаевым [25] проект отказоустойчивых аппа
ратных средств, в которых квантовые вентили используют неабелевы взаи

модействия Ааронова-Бома между пространственпо разделенными квази

частицами в гипотетически возможной двумерной спиновой системе. Хотя 

лабораторная реализация идеи Китаева, возможно, является делом отдален

ного будущего, его работа открывает новый подход к проблеме квантовой 

отказоустойчивости, позволяющий отказаться от анализа абстрактных кван

товых схем в пользу поиска новых физических принципов, которые можно 

было бы использовать для надежной обработки квантовой информации. 

С точки зрения современной технологии, сделанные в этой главе заяв

ления относительно потенциально возможного отказоустойчивого управле

ния сложными квантовыми состояниями могут показаться претенциозны

ми. Конечно, нам предстоит еще долгий путь, прежде чем будут созданы 

устройства, которые смогут, скажем, использовать порог безошибочности 

квантовых вычислений. Тем не менее, я уверен в том, что сегодняшняя 

работа по коррекции квантовых ошибок будет иметь продолжение. Послед
ние три года теория квантовых вычислений развивалась с захватывающей 

скоростью. Если квантовая классификация вычислительной сложности от

личается от классической (что очень похоже на правду), то ни один мыс

лимый классический компьютер не сможет точно предсказать поведение 
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даже умеренного числа кубитов (порядка 100). Тогда, возможно, относи
тельно маленькие квантовые системы будут иметь намного больший по

тенциал, чем тот, что мы можем сегодня представить. Этот потенциал до 

сих пор не реализован, так как пока мы не в состоянии защитить такие 

системы от разрушительного влияния шума и декогерентизации. Таким об

разом, открытие отказоустойчивых методов коррекции квантовых ошибок 

и квантовых вычислений имеет исключительно глубокие последствия, как 

для будущего экспериментальной физики, так и для будущего технологии. 
Теоретические достижения осветили дорогу в будущее, в котором сложные 

квантовые системы, вероятно, окажутся более покладистыми. 

2. :Коррекция квантовых ошибок: 7-кубитовый код 

Чтобы понять, почему возможна коррекция квантовых ошибок, очень 

поучительно изучить конкретный код. Простым и важным примером кода, 

исправляющего квантовые ошибки, является 7-кубитовый код, разработан

ный Эндрю Стином [11, 12]. Этот код позволяет хранить один кубит кванто
вой информации (произвольное состояние в двумерном гильбертовом про

странстве), используя всего семь кубитов (погружая двумерное гильбертоно 

пространство в пространство размерности 27). Фактически код Стина тесно 
связан с известным классическим корректирующим ошибки [7,4,3]-кодом 

Хэмминга [26]. Чтобы понять принцип работы кода Стина, важно сначала 
понять классический код Хэмминга. 

Код Хэмминга использует блок из семи битов для кодирования четы

рех битов классической информации: имеется 16 = 24 строк длины семь, 
представляющих собой истинные кодовые слова. Кодовые слова можно ха

рактеризовать матрицей проверки четности: 

(о о о 1 1 1 1) 
Н= О 1 1 О О 1 1 . 

1 о 1 о 1 о 1 
(1) 

Каждое истинное кодовое слово представляет собой 7-битовый вектор 

(-столбец) Vcode, удовлетворяющий уравнению 

LHjk(Vcode)k =О (mod 2); 
k 

(2) 

то есть в арифметике по модулю 2 матрица Н уничтожает каждое кодовое 
слово. Поскольку Z2 = {0, 1} является (конечным) полем, в нем применн
мы результаты линейной алгебры. Н имеет три линейно независимых стро-
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ки, а ее ядро 1 натянуто на четыре линейно независимых вектора-столбца. 
16 истинных кодовых слов представляют собой все возможные линей
ные комбинации этих четырех векторов с коэффициентами, выбираемыми 

из {0, 1}. 
Теперь предположим, что Vcode- (неизвестное) истинное кодовое сло

во, в котором возникла единственная (неизвестная) ошибка: один из се

ми битов инвертировался. Наша задача - определить поврежденный бит 

и исправить ошибку. Этот трюк можно выполнить с помощью матрицы 
проверки четности. Пусть ei обозначает вектор с единицей в i-ой позиции 
и нулями в остальных. Тогда при инвертировании i-го бита Vcode становит

ся равным Vcode + ei. Если мы подействуем на этот вектор матрицей Н, то 
получим 

Н ( Vcode + ei) = Н ei (3) 

(поскольку матрица Н уничтожает кодовое слово Vcode), что является имен
но i-м столбцом матрицы Н. Поскольку все столбцы матрицы Н различ

ны, то этим однозначно определяется значение i. Выяснив местоположе
ние ошибки, ее можно исправить путем повторного инвертирования i-го 

бита. Таким образом, если инвертируется только один бит, то мы можем 

однозначно восстановить закодированную информацию; но при инвертиро

вании двух или большего числа разных битов закодированные данные бу

дут повреждены. Примечательно то, что величина Н ei выявляет позицию 
ошибки, ничего не сообщая о кодовом слове Vcode, то есть не раскрывая 

закодированную информацию. 

Код Стина обобщает этот вид классического кода коррекции ошибок 
на квантовый код, корректирующий ошибки. Он использует 7-кубитовый 
«блок» для кодирования одного кубита квантовой информации, то есть 

произвольнаго состояния в двумерном гильбертовам пространстве, натя

нутом на два состояния: «логический нуль» \O)code и «логическая едини
ца>> \l)code· Код сконструирован так, что он позволяет исправить одну про
извольную ошибку, возникающую в любом из семи кубитов в блоке. 

Что мы подразумеваем под произвольной ошибкой? Рассматриваемый 

кубит может подвергнуться случайному унитарному иреобразованию или 

потерять когерентность, запутавшись с состояниями окружающей среды. 

Предположим, что неповрежденный кубит должен находиться в состоянии 
а\0) +Ь\1). (Конечно, он может быть запутан с остальными, так что коэффи
циенты а и Ь не обязательно являются комплексными числами; это могут 

быть состояния, одновременно ортогональные \0) и \1), которые, как мьi 

1 Ядро матрицы или ее нуль-пространство - пространство векrоров, удовлетворяющих 
уравнению (2). - Прим. ред. 
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предполагаем, не подвержены ошибкам.) Теперь, если этот кубит повре

жден произвольной ошибкой, результирующее состояние можно разложить 

следующим образом: 

aiO) + Ьll) ->(aiO) + Ьl1)) ® IAnoerror)env+ 
+(al1) + ЬIО)) ® IAыt-flip)env+ 

+( aiO) - Ьl1)) ® IApha"e-flip)env+ 
+(al1)- ЬIО)) ® IAьotherror)env' (4) 

где каждое IA)env обозначает состояние окружающей среды. Мы не делаем 
каких-то определенных предположений относительно ортогональности или 

нормировки состояний IA)env,1 поэтому уравнение (4) не влечет за собой 
потери общности. Мы приходим к выводу, что эволюцию кубита можно 

выразить как линейную комбинацию четырех возможностей: (1) не возни
кает никакой ошибки, (2) возникает инвертирование бита IO) +------+ 11), (3) 
возникает обращение относительной фазы IO) и 11), (4) происходит одно
временное инвертирование бита и обращение фазы. 

х 

х 

х ф xEJЭl у 

хЕJЭу 
z ЕJЭ ху 

Рис. 1. Схематическое изображение NОТ-вентиля, ХОR-вентиля (контролируемое 
NOT) и вентиля Тоффоли (дважды контролируемое NOT) 

Теперь понятно, как должен работать квантовый код, корректирующий 

ошибки [12, 27]. Выполняя подходящее измерение, мы хотим диагности
ровать, какая из этих четырех возможностей фактически осуществилась. 

Конечно, в общем случае состоянием кубита будет линейная комбинация 

этих четырех состояний, но измерение должно спроецировать его на базис, 

используемый в уравнении (4). После этого мы можем приступить к ис
правлению ошибки с помощью одного из четырех унитарных преобразова
ний: 

(1) I, (2) Х=(~~), (3) Z=(~~1), (4) Y=X·Z(5) 

(какое из них применить, указывает результат измерения). Применяв это 

преобразование, мы возвращаем кубит в его исходное состояние и пол
ностью распутываем квантовые состояния кубита и окружающей среды. 

1 Хотя. конечно, совместная эволюция кубита и окружения должна быть унитарной. 
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Существенно, что при диагностике ошибки мы ничего не узнаем о закоди

рованной квантовой информации, поскольку получение любой информации 

о коэффициентах а и Ь в уравнении ( 4) неизбежно приведет к разрушению 
когерентности кубита. 

Если мы используем код Стина, отвечающее этим критериям измере

ние возможно. Логический нуль является равновзвешенной суперпозицией 

всех кодовых слов кода Хэмминга (Н) с четным весом (слов с четным ко

личеством единиц), 

\O)code = }s L \Veven) = 
Veve11EH 

= }s (\0000000) + \0001111) + \0110011) + \0111100) + 

+ \1010101) + \1011010) + \1100110) + \1101001)), 

(6) 

а логическая единица является равновзвешенной суперпозицией всех кодо

вых слов кода Хэмминга с нечетным весом (слов с нечетным количеством 

единиц), 

\1)code = }s L \Veven) = 
VevenEH 

= }s (11111111) + \1110000) + \1001100) + \1000011) + 

+ \0101010) + \0100101) + \0011001) + \0010110)). 

(7) 

Поскольку все фигурирующие в уравнениях (6) и (7) состояния являются 
кодовыми словами Хэмминга, инвертирование единственного бита в бло

ке несложно обнаружить, выполняя простое квантовое вычисление, как это 

показано на рисунке 2 (используются приведеиные на рис. 1 обозначения). 
Мы расширяем блок из семи кубитов тремя служебными кубитами1 и вы
полняем унитарную операцию: 

\v) 0\0)anc-+ \v) 0\Hv)anc, (8) 

гдеН-матрица проверкичетности Хэмминга, а l·)anc обозначает состоя
ние трех служебных битов. Если ошибка содержится лишь в одном из семи 

кубитов, то измерение служебного кубита спроецирует его либо на инвер

тированное состояние, либо на исходноенеповрежденное (но не на любую 

1 Чтобы сделать процедуру отказоустойчивой. нам потребуется увеличить число служеб
ных кубитов, как это обсуждается в разделе 3. 
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Рис. 2. Вычисление синдрома инвертирования бита для 7-кубитового кода Стина. 
Повторение вычисления в повернутом базисе диагностирует ошибки обращения 

фазы. Чтобы сделать процедуру отказоустойчивой, каждый служебный кубит нужно 

заменить четырьмя кубитами в надлежащем состоянии 

нетривиальную суперпозицию этих двух состояний). В первом случае ре

зультат измерения диагностирует поврежденный бит, ничего не сообщая 

о закодированной в блоке квантовой информации. 

Но чтобы осуществить коррекцию квантовых ошибок, нам понадобит

ся наряду с ошибками инвертирования бита диагностировать и фазовые 
ошибки. Для достижения этой цели мы можем (следуя Стину [11, 12]) из
менить базис для каждого кубита, применив поворот Адамара: 

R _ _l_ (1 1) - V2 1 -1 . (9) 

Тогда ошибки, бывшие фазовыми в базисе jO), /1), в повернутом базисе 

jб) = ~(/0) + /1/), - 1 111 = -(10/- jlj) 
V2 

(10) 

становятся ошибками инвертирования бита. Следовательно, достаточно то

го, что наш код способен диагностировать ошибки инвертирования бита 

в этом повернутом базисе. Но если мы применяем поворот Адамара к каж

дому из семи кубитов, логический нуль и логическая единица Стина в по

вернутом базисе принимают вид 

- 1"' 1 /0/code = 4 ~ jvj = ;;:;(10/code + Щсоdе), 
vEH v 2 

ll)code = ~ L(-1)wt(v)jv) = ~(jO)code -j1)code) 
vEH v 2 

(11) 
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(где wt(v) обозначает вес v). Ключевым моментом является то, что IO)code 
и ll)code, подобно IO)code и ll)code являются суперпозициями кодовых слов 
Хэмминга. Следовательно, в повернутом базисе, как и в исходном, мы мо
жем выполнить проверку четности Хэмминга для диагностики инверти

рования битов, которое в исходном базисе представляло собой обращение 

фазы. При условии, что поврежден лишь один кубит, выполнение проверки 

четности в обоих базисах полностью диагностирует ошибку и дает возмож

ность ее исправить. 

В описанной выше схеме исправления ошибок я предполагал, что 

ошибка поражает только один кубит в блоке. Очевидно, что это допущение 
нереалистично; обычно все кубиты в определенной степени запутываются 

с окружением. Однако, как мы уже видели, процедура определения син

дрома ошибки, как правило, проецирует каждый кубит на исходное непо

врежденное состояние. Для каждого кубита появление ошибки происходит 

с отличной от нуля, но малой по предположению, вероятностью, которую 

мы будем обозначать с. Сейчас мы сделаем очень важное предположение: 

ошибки, действующие на разные кубиты в одном блоке, полностью некор

релированы между собой. При таком допущении вероятность появления 

двух ошибок имеет порядок Е2 и, при достаточно малой величине Е, гораз
до меньше вероятности возникновения одной ошибки. Поэтому, с точно

стью порядка f, мы можем уверенно ограничить наше внимание случаем, 

когда ошибка содержится максимум в одном кубите блока. (На самом де

ле, для этого вывода не требуется, чтобы действующие на разные кубиты 

ошибки были полностью некоррелированными. Если все кубиты подвер

гаются воздействию одного и того же слабого магнитного поля, так что 

вероятность инвертирования каждого из них равна f, все будет в поряд
ке, поскольку вероятность переворота спинов имеет порядок Е2 • Проблему 
вызвал бы возникающий с вероятностью порядка f процесс, при котором 

происходит инвертирование двух спинов одновременно.) 

Но в (маловероятном) случае, когда в одном и том же блоке кода воз

никает две ошибки, наша процедура исправления обычно дает сбой. Если 

в одном и том же блоке инвертируются два бита, то проверкачетности Хэм

минга неправильно диагностирует ошибку. Восстановление вернет кванто

вое состояние в кодовое подпространство, но в закодированной в блоке 

информации произойдет инвертирование бита 

IO}code---> ll}code, ll}code---> IO}code· (12) 

Аналогично, если в одном и том же блоке возникают две фазовые ошибки, 

то есть две ошибки инвертирования битов в повернутом базисе, то после 
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восстановления в нем произойдет инвертирование бита в повернутом бази

се или обращение фазы в исходном базисе 

/O)code ____. /O)code, /1)code ____. -/1)code (13) 

(если один кубит в блоке содержит фазовую ошибку, а другой - ошибку 

инвертирования бита, то исправление будет успешным). 

Таким образом, код Стина способен повысить надежность хранения 

квантовой информации. Предположим, мы хотим сохранить один кубит 

в неизвестном чистом состоянии /Ф). Из-за несовершенства запоминаю
щего устройства состояние Pout, которое мы мы восстановим, будет иметь 
точность воспроизведения 

F =' (Ф/Роut/Ф) = 1- Е. (14) 

Но если мы храним кубит с использованием 7-кубитового блочного кода 

Стина, если каждый из семи кубитов сохраняется с точностью воспроизве

дения F = 1 - Е, если ошибки кубитов некоррелированны; и, наконец, ес

ли мы можем безукоризненно выполнять коррекцию ошибок, кодирование 

и декодирование (подробнее об этом ниже), то закодированная информация 

может храниться с улучшенной точностью воспроизведения F = 1-О( Е2 ). 
Кубит в неизвестном состоянии можно закодировать, используя изоб

раженную на рисунке 3 схему. Принцип работы кодирующего устройства 
проще понять, если использовать альтернативное выражение для матрицы 

проверки четности Хэмминга, 

(
1 о о 1 о 1 1) 

Н= О 1 О 1 1 О 1 . 
о о 1 1 1 1 о 

(15) 

(Эта форма матрицы Н получается из (1) перестановкой столбцов, то есть 
всего лишь изменением нумерации битов в блоке.) Четный субкод кода 

Хэмминга фактически является пространством, натянутым на строки мат

рицы Н; поэтому мы видим, что (в этом представлении Н) первые три 
бита строки полностью характеризуют представленные в субкоде данные. 

Оставшиеся четыре бита - биты четности, обеспечивающие необходимую 

для защиты от ошибок избыточность. При кодировании неизвестного со

стояния а/0) + Ь/1) кодирующее устройство сначала использует два ХОR
вентиля, чтобы приготовить состояние а/0000000) + Ь/0000111) - супер
позицию четного и нечетного кодовых слов Хэмминга. Оставшалея часть 

схемы добавляет к этому состоянию /0/code: повороты Адамара (R) гото
вят равновзвешенную суперпозицию всех восьми возможных значений для 
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первых трех битов в блоке, а оставшиеся ХОR-вентили включают предпи

санные матрицей Н биты проверки четности. 

[О) 

[О) 

[О) 
a[O)code 

[О) + 
[О) 

Ь[l )code 
[О) 

а[О) + Ь[l) 

Рис. 3. Кодирующая схема для 7-кубитового кода Стина 

Мы также хотим иметь возможность измерять закодированный кубит, 
скажем, проецируя его на ортогональный базис {jO)code, jl)code}· Если мы 
не возражаем против разрушения закодированного блока в процессе изме
рения, то достаточно измерить каждый из семи кубитов в блоке, проецируя 

на базис {jO), jl) }; затем, чтобы получить кодовое слово Хэмминга, мы вы
полняем классическую коррекцию ошибок в результатах измерения. Чет

ность этого кодового слова является значением логического кубита. (Этап 

классической коррекции ошибок обеспечивает защиту от ошибок измере

ния. Например, если блок находится в состоянии jO)code, то при измерении 
элементарных кубитов для определения логического кубита могут возник

нуть две независимые ошибки, в результате чего будет получено неверное 

значение jl)code·) 
В применении к квантовым вычислениям нам потребуется выполнять 

измерение, проецирующее на базис {jO)code, jl)code} без разрушения блока. 
Эта выполняется путем копирования четности блока на служебный кубит 
с последующим его измерением. Схема, представляющая неразрушающее 

измерение кодового блока [в случае, когда матрица проверки четности ана

логична описанной в уравнении (15)], показана на рисунке 4. Измерение 
является неразрушающим в том смысле, что оно сохраняет кодовое подпро

странство; конечно, оно «разрушает» когерентную суперпозицию ajO)code+ 
+ Ьjl)code, коллапсируя это состояние либо к jO)code (с вероятностью jaj 2

), 

либо к jl)code (с вероятностью jbj 2). 
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о или 1 

----- IO)code 

~ll)code 

IО)-Шизмерение 
Рис. 4. Разрушающее и неразрушающее измерения логического кубита 

7-кубитовый код Стина может исправить только одну ошибку в кодо
вом блоке, но можно построить лучшие коды [12, 28-31], способные за
щитить информацию от t ошибок в одном блоке, так что закодированная 
информация может сохраняться с точностью воспроизведения F = 1 -
- O(Et+l ). 

Ключевая идея, сделавшая возможной коррекцию квантовых ошибок, 

состоит в том, что с запутыванием можно бороться с помощью запу

тывания. Запутывание может бьrrь нашим врагом, поскольку запутывание 

устройства с окружением может скрыть от нас квантовую информацию 

и таким образом послужить причиной появления ошибок. Но запутывание 

может оказаться и нашим союзником - информацию, которую мы хотим 

защитить, можно закодировать в запутанном состоянии, то есть в корре

ляциях, охватывающих большое число кубитов. Тогда она остается недо

ступной при измерении лишь нескольких кубитов. По тем же причинам эта 

информация не может быть повреждена, если окружение взаимодействует 

лишь с несколькими кубитами. 

Более того, мы узнали, что хотя квантовый компьютер в определен

ном смысле является аналоговым устройством, совершаемые им ошибки 

можно оцифровать. Мы боремся с малыми ошибками, выполняя подходя

щие измерения, проецирующие состояние квантового компьютера либо на 
исходное неповрежденное, либо на состояние с большой ошибкой, кото

рую затем можно исправить известными методами. Мы также увидели, что 

можно измерять ошибки, не измеряя при этом данные, - можно получить 

точную информацию о природе ошибки, ничего не узнав о закодированной 

в нашем устройстве квантовой информации (что могло бы повлечь за собой 

декогерентизацию и сбой в вычислении). 

Все квантовые коды коррекции ошибок используют одну и ту же 

фундаментальную стратегию: маленькое подпространство гильбертона про

странства устройства определяется в качестве кодового подпространства. 

Это пространство тщательно выбирается, так чтобы все ошибки, которые 
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мы хотим исправить, перемещали его во взаимно ортогональные подпро
странства ошибок. После того, как наша система провзаимодействовала 

с окружающей средой, можно выполнить измерение, которое сообщит, в ка

ком из этих взаимно ортогональных подпространств оказалась система и, 

следовательно, однозначно определить тип возникшей ошибки. После это

го ошибку можно исправить, применив подходящее унитарное преобра

зование. 

3. Отказоустойчивое исправление 

До сих пор в наших обсуждениях предполагалось, что мы можем без

ошибочно кодировать квантовую информацию и выполнять исправление 

ошибок. Но, конечно, эти процедуры не будут выполняться безупречно. 
Восстановление само по себе является предрасположенным к появлению 

ошибок квантовым вычислением. Если вероятность появления ошибки для 

каждого бита в кодовом блоке равна Е, то естественно предположить, что 

каждый применяемый в ходе восстановления квантовый вентиль с вероят

ностью Е вызывает появление ошибки (или, что «ошибки запоминающего 

устройства» возникают в ходе исправления с вероятностью порядка Е). Ес

ли процедура исправления сконструирована небрежно, то вероятность ее 

отказа (например, вследствие возникновения двух ошибок в одном бло
ке) может иметь порядок Е. Тогда мы не извлечем пользы от применения 

квантовых кодов коррекции ошибок; в действительности вероятность по

явления ошибки на один кубит информации будет даже выше, чем при от

сутствии какого-либо кодирования. Поэтому мы должны проанализировать 

все возможные причины, по которым процедуры исправления могут дать 

сбой с вероятностью порядка Е, и убедиться, что они устранены. Только 

тогда они будут отказоустойчивыми, и только тогда кодирование окупит 

себя при достаточно малой величине Е. 

3.1. Проблема обратного действия 

Распространение ошибок является серьезной проблемой. Если в од

ном кубите возникает ошибка, а затем мы применяем вентиль, в котором 

этот кубит взаимодействует с другим, то существует конечная вероятность 

распространения ошибки на второй кубит. Следует соблюдать осторож

ность, чтобы сдержать инфекцию, или, по крайней мере, нужно стремиться 

предотвратить возникновение двух ошибок в одном блоке. 

При выполнении исправления ошибок мы многократно использу

ем двухкубитовый ХОR-вентиль. Этот вентиль способен распространять 

ошибки в двух различных направлениях. Во-первых, очевидно, что если 
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в одном кубите возникает ошибка инвертирования бита, а затем он исполь

зуется в качестве источника ХОR-вентиля, то инвертирование бита перей

дет «в прямом направлении» на кубит цели. Более тонким является вто

рой тип распространения ошибок; его можно понять, используя тождество, 

представлепное на рисунке 5: при повороте Адамара базисов обоих куби
тов источник и цель ХОR-вентиля меняются ролями. Поскольку мы пом

ним, что эта замена базиса также заменяет ошибку инвертирования бита на 

фазовую ошибку, мы делаем вывод, что при возникновении в одном куби

те фазовой ошибки и последующем использовании его в качестве целевого 

кубита ХОR-вентиля ошибка переходит на кубит источника. 

I 
Рис. 5. Полезное тождество. Источник и цель ХОR-вентиля меняются местами, если 
мы с помощью поворота Адамара выполняем замену базисов 

Данные 

Служебный 
бит 

1 ......, 

Плохо! 

Данные ---+--+-..... ---

Служебный ---ffi--1--+-
бит 

Хорошо! 

Рис. 6. Плохой и хороший варианты измерения синдрома. Плохая схема использует 
один и тот же служебный бит несколько раз; хорошая схема использует служебный 

бит лишь однократно 

Сейчас мы можем понять, что изображенная на рисунке 2 схема не 
является отказоустойчивой. Проблема состоит в том, что один и тот же 

служебный кубит используется в качестве цели четырех последовательных 

ХОR-вентилей. Если на определенной стадии в служебном кубите возника
ет хотя бы одна фазовая ошибка, эта единственная ошибка может вернуть-
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ся обратно к двум или более кубитам кодового блока данных. В результате 
с вероятностью Е в блоке может возникнуть фазовая ошибка, что недопу

стимо. 

Чтобы понизить вероятность отказа до величины порядка Е2 , мы долж
ны так изменить схему исправления, чтобы каждый служебный кубит вза

имодействовал не более чем с одним i<убитом в блоке. Один из способов 

решения этой задачи состоит в увеличении количества служебных кубитов 

от одного до четырех, чтобы каждый из них являлся целью одного ХОR

вентиля, как это показано на рисунке 6. Затем мы можем измерить все 
четыре служебных кубита. Бит искомого нами синдрома является битом 

четности четырех измеряемых кубитов. По сути, мы скопировали из блока 

данных в служебный кубит некоторую информацию о возникшей ошибке, 

а при измерении служебного кубита мы считываем эту информацию. 

Тем не менее, эта процедура по-прежнему неадекватна поставленной 

цели, поскольку мы скопировали слишком много информации. Схема запу

тывает служебный кубит с возникшей в данных ошибкой, что хорошо, но 
она запутывает его и с самими данными, а это плохо. Измерение служебно

го кубита разрушает тщательно приготовленную суперпозицию базисных 

состояний (6) и (7) для IO)code и ll)code· Пусть, например, мы измеряем 
первый бит синдрома, как это показано на рисунке 2, но с увеличенным 
от одного до четырех количеством служебных кубитов. Следовательно, на 

самом деле мы измеряем последние четыре бита в блоке. Если в резуль

тате измерения мы получаем, скажем, IOOOO)anc• то это означает, что мы 
спроецировали IO)code на IOOOOOOO), а Щсоdе на 11110000); кодовые слова 
теряют всякую защиту от фазовых ошибок. 

3.2. Приготовление служебного состояния 

Продолжим модификацию процедуры исправления, сохраняя ее хоро

шие черты и исключая плохие. Мы хотим скопировать на служебные куби

ты информацию об ошибках, возникающих в блоке данных, не внося в него 

многочисленных фазовых ошибок и не разрушая когерентности закодиро

ванных в нем данных. Для достижения этой цели необходимо, прежде чем 

приступать к вычислению синдрома ошибки, приготовить подходящее со

стояние служебных кубитов. Это состояние строится таким образом, чтобы 

результат его измерения открывал информацию об ошибках, ничего не со

общая о состоянии данных. 

Один из способов удовлетворить этому критерию был найден Питером 

Шором. Он предложил использовать в качестве состояний четырех служеб

ных кубитов равновзвешенную суперпозицию всех кодовых слов четного 
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веса (состояние Шара) 

IShor)anc = Js 2..:: lveven)anc· 
Veven 

(16) 

Чтобы вычислить каждый бит синдрома, мы готовим служебные кубиты 
в состояниях Шора, выполняем четыре ХОR-вентиля (с подходящими ку

битами блока данных в качестве источников и четырьмя кубитами в состо

яниях Шора в качестве целей), а затем измеряем служебное состояние. 

Если вычисляемый бит тривиален, то к кодовым словам v в (16) добав
ляется строка четного веса, что оставляет состояние Шора неизменным; ес

ли бит синдрома нетривиален, тогда состояние Шора преобразуется в рав

новзвешенную суперпозицию кодовых слов с нечетным весом. Таким об

разом, четность результата измерения выявляет значение бита синдрома, 

но никакую другую информацию о состоянии блока данных из этого из

мерения извлечь нельзя - мы нашли способ выделить синдром, не повре

ждая кодовые слова. (Определяемая нами при измерении отдельная строка 

с заданной четностью ·выбирается случайным образом и не имеет ничего 

общего с состоянием блока данных.) 

Всего существует шесть битов синдрома (по три для диагностики оши
бок инвертирования бита и для диагностики ошибок обращения фазы), по

этому измерение синдрома использует 24 служебных бита, приготовленных 
в шести состояниях Шора, и 24 ХОR-вентиля. 

Одним из способов получения синдрома обращения фазы может быть 
следующий: сначала применить к блоку данных семь параллельных Н

вентилей для поворота базиса, затем, как показано на рисунке 2, приме
нить ХОR-вентили (но с приготовленными в состояниях Шора служебны

ми кубитами) и, наконец, применить семь Н-вентилей для поворота данных 

в исходный базис. Однако с целью усовершенствования этой процедуры мы 

можем использовать Представленное на рисунке 5 тождество. Обращая на
правление ХОR-вентилей (то есть используя служебные биты в качестве 

источников, а данные - в качестве цели), мы можем избежать применения 

Н-вентилей к данным и, следовательно, понизить вероятность их повре

ждения [16,24], как это показано на рисунке 7. 
Другой способ приготовления служебного кубита был предложен Энд

рю Стином. Его 7-кубитовое служебное состояние является равновзвешен
ной суперпозицией кодовых слов Хэмминга: 

ISteane)anc = i 2..:: lv). (17) 
vEH 
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Данные---r- Данные~ Данные-т-

Кот ---шJ-4..------ Кот -иJ--k Кот---l.-.иг 
Измерение Измерение Измерение 

(а) (Ь) (с) 

Рис. 7. (а) Схематическое изображение процедуры вычисления одного бита синдро
ма ошибки инвертирования бита. Применяемый к «кот-состоянию» вентиль Ада

мара завершает приготовление состояния Шора (см. раздел 3.3). Как ХОR-вентиль, 
так и вентиль Адамара на диаграмме фактически представляют собой четыре па

раллельно выполняемых вентиля. (Ь) Схематическое изображение процедуры вы

числения одного бита синдрома ошибки обращения фазы. Она аналогична (а), но 

применяется к данным в базисе, повернугом преобразованием Адамара. (с) Эквива

лентная (Ь) схема, упрощенная с помощью тождества, изображенного на рисунке 5 

(Это состояние можно также записать в виде (JO)code + Jl)code)/v'2; его 
можно получить, применив к состоянию JO)code побитовый поворот Ада
мара.) Чтобы вычислить синдром инвертирования бита, мы с помощью 

ХОR-вентиля обращаем каждый кубит блока данных в соответствующий 

кубит служебного состояния, а затем измеряем его. Применяя к результату 

классического измерения матрицу проверкичетности Хэмминга Н, мы вы

деляем синдром инвертирования бита. Как и в методе Шора, эта процедура 

«копирует» данные в служебный кубит, состояние которого выбрано таким 

образом, чтобы при его измерении обеспечить прочтение информации толь

ко об ошибке. Например, если ошибка отсутствует, найденная в измерении 

конкретная строка является случайно выбранным кодовым словом Хэммин

га и ничего не сообщает о состоянии данных. При определении синдрома 

обращения фазы аналогичная процедура выполняется в повернутом базисе. 

Преимущества метода Стина перед процедурой Шора состоит в том, что он 
требует лишь 14 служебных битов и 14 ХОR-вентилей. Но он также имеет 
и недостаток: приготовление состояния Стина сложнее, чем приготовление 

состояния Шора, так что оно отчасти более подвержено возникновению 

ошибок. 

3.3. Проверка служебного состояния 

Продолжая изучать все ситуации, в которых сбой процесса восстанов

ления может произойти из-за единственной ошибки, мы обнаруживаем дру

гую потенциальную проблему. Вследствие распространения ошибок, един

ственная ошибка, возникающая в процессе приготовnения состояния Шора 
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или состояния Стина, может послужить причиной появления в них двух 

фазовых ошибок, а они, в свою очередь, могут распространиться на за

кодированные данные, если для измерения синдрома будет использован 

дефектный служебный кубит. Наша nроцедура по-прежнему не является 

отказоустойчивой. 

Следовательно, перед его использованием состояние служебных куби

тов должно быть протестировано на многократные фазовые ошибки. Если 
оно не выдерживает тест, оно должно быть забраковано, а служебное со
стояние построено заново. 

Один из способов приготовnения и проверки состояния Шора изобра

жен на рисунке 8. Первый вентиль Адамара и первые три ХОR-вентиля 
в этой схеме готовят «кот-состояние» (IOOOO) + 11111)), максимально за
путанное состояние четырех служебных кубитов; последние четыре венти

ля Адамара преобразуют кот-состояние в состояние Шора. Но единствен
ная ошибка, возникающая в ходе выполнения второго или третьего ХОR

вентиля, может повлечь за собой появление двух ошибок в кот-состоянии 

(оно может принять вид (10011) + 11100))). Эти две ошибки инвертирова
ния бита в кот-состоянии иревращаются в две фазовые ошибки в состоянии 

Шора, что по возвращении в исходное состояние во время измерения син

дрома nриведет к фазовой ошибке в блоке. 

/0) 

IO) 

IO) 

IO) 

IO) Измерение 

Рис. 8. Приготовление и проверка состояния Шора. Если результат измерения ра
вен 1, тогда это состояние бракуется и готовится новое 

Заметим, однако, что во всех случаях, когда один плохой вентиль мо

жет вызвать в кот-состоянии две ошибки инвертирования бита, разные зна

чения будут иметь первый и четвертый биты кот-состояния. Следовательно, 

мы добавляем к схеме два последних ХОR-вентиля (сопровождаемые из

мерением), чтобы nроверить соответствие этих двух битов кот-состояния. 

Если проверка успешна, мы можем перейти к измерению синдрома, уверен

ные в том, что вероятность возникновения двух фазовых ошибок в состоя-



3. ОТКАЗОУСТОЙЧИВОЕ ИСПРАВЛЕНИЕ 265 

нии Шора имеет порядок Е2 • Если проверка дает сбой, мы можем выкинуть 
кот-состояние и совершить новую попытку. 

Конечно, единственная ошибка в схеме приготовnения также может 

привести к появления двух фазовых ошибок в кот-состоянии и, следова

тельно, двух ошибок инвертирования бита в состоянии Шора; мы не пы

тались проверять состояние Шора на наличие ошибок инвертирования би

тов. Но, по сравнению с фазовыми ошибками, они нас беспокоят гораздо 

меньше. Ошибки инвертирования бита становятся причиной ошибочного 
измерения синдрома, но они не распространяются в обратном направлении 

и не повреждают закодированную информацию. 

Если для измерения синдрома используется метод Стина, то сначала 

с помощью изображенной на рисунке 3 кодирующей схемы (но без первых 
двух ХОR-вентилей) строится состояние [O)code' а затем, чтобы завершить 
приготовление состояния Стина, к каждому кубиту [O)code применяется вен
тиль Адамара. Поскольку вновь единственная ошибка, возникающая в про

цессе кодирования, может привести к появлению в [O)code двух ошибок 
инвертирования бита, которые в состоянии Стина преобразуются в две фа

зовые ошибки, то на этом этапе также необходима проверка. Ее можно осу

ществить, выполняя неразрушающее измерение, которое гарантирует, что 

(с точностью до одного инвертирования бита) приготовленным состоянием 

является [O)code' а не jl)code· С этой целью готовятся два блока в состоя
нии [O)code' затем производится побитовое выполнение ХОR-вентиля с пер
вым блоком в качестве источника и вторым - в качестве цели и, наконец, 

выполняется разрушающее измерение второго блока. Применяя к результа

там этого измерения классический корректирующий код Хэмминга, можно 

исправить одну возможную ошибку инвертирования бита и идентифициро

вать измеренный блок как [O)code или jl)code· Если результатом последнего 
измерения является jO)code' то это означает, что другой блок прошел про
верку. В противном случае считается, что он поврежден и должен быть 

восстановлен путем инвертирования битов. 

Однако эта процедура проверки все еще ненадежна, поскольку на са

мом деле поврежденным может оказаться измеряемый нами блок, а не тот, 

который мы пытаемся проверить. Следовательно, необходимо повторить 

этап проверки. Если измеряемый блок выдает один и тот же результат два

жды подряд, то Проверка может считаться надежной. А что, если во второй 

раз будет получен другой результат? Тогда непонятно, что делать, инверти

ровать биты проверяемого блока или оставить его в покое. Можно сделать 

еще одну попытку, чтобы разорвать этот узел, но на самом деле в этом нет 

необходимости; в действительности, если две попытки исправления дают 
противоречивые результаты, то лучше ничего не предпринимать. Поскольку 
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результаты противоречат друг другу, то понятно, что один из двух измеряе

мых блоков поврежден. Следовательно, вероятность того, что проверяемый 
блок тоже ошибочный, имеет порядок Е2 , и ею можно пренебречь. Итак, 
с помощью этой процедуры проверки удается построить такое состояние 

Стина, в котором вероятность появления многократных фазовых ошибок 

(способных распространяться на закодированные данные при измерении 

синдрома) имеет порядок Е2 . 

3.4. Проверка синдрома 

Одна ошибка инвертирования бита в служебном состоянии может при
вести к повреждению синдрома. Ошибка может возникнуть из-за непра

вильного приготовпения служебного состояния или вследствие ошибки, по

явившейся в процессе вычисления синдрома. Последний случай особенно 

опасен, потому что возникающая с вероятностью порядка Е единственная 

ошибка может повредить как блок данных, так и служебное состояние. Это 

может случиться, например, вследствие того, что плохой ХОR-веmиль од

новременно вносm ошибки в источник и цель, или из-за того, что в блоке 

данных в ходе измерения синдрома возникает ошибка, которая затем рас

пространяется ХОR-веmилем на состояние служебных кубитов. 

В таком случае, если бы мы воспользовались поврежденным синдро

мом для исправления ошибки, то на самом деле ввели бы в блок закодиро

ванных данных дополнительную ошибку. Поэтому наша процедура остает

ся не полностью отказоустойчивой; возникающая с вероятностью порядка 

Е ошибка может привести к фатальному повреждению данных. 

Следовательно, необходимо найти возможность обеспечить более на

дежный синдром. Очевидным способом является повторение измерения 

синдрома. Оно не обязательно, если результат измерения синдрома триви

ален (не сообщает об ошибке); даже если в блоке данных имеется ошибка, 
которая оказалась не замеченной, не стоит беспокоиться, что это усугу

бит ситуацию, просто потому, что в этом случае не совершается никаких 

действий. С другой стороны, если синдром сообщает об ошибке, то его 

измерение повrоряется. В этом случае, если вновь получается тот же са

мый результат, можно с уверенностью принимать синдром и переходить 

к исправлению, поскольку невозможно получение с вероятностью Е одного 

и того же (нетривиального) ошибочного синдрома. 

Если первые два измерения синдрома не согласуются, тогда можно 

продолжать его измерение до тех пор, пока один и тот же результат не бу

дет получен два раза подряд - результат, которому можно доверять. В ка

честве альтернативаы, можно ничего не предпринимать, пока ошибка не 
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будет надежно детектирована в следующем раунде коррекции. По крайней 

мере, это бездействие не усугубит ситуацию, а ошибка, если она на самом 

деле присутствует в закодированных данных, возможно, будет обнаружена 

в следующий раз. 

Существуют и другие способы повысить нашу уверенность в синдро

ме. Например, вместо повторения измерения целого синдрома можно бы

ло бы вычислить некоторые дополнительные избыточные биты синдрома 

и подвергнуть их проверке на четность. Если в синдроме содержится ошиб

ка, то этот метод, как правило, ее обнаружит; таким образом, если проверка 

на четность проходит успешно, то корректность синдрома является доста

точно вероятной [24,32]. 

/0) 

/0) 

/0) 

/0) 

IO) 

/0) 

Рис. 9. Полная схема исправления ошибок согласно Стину. Готовятся и затем про
веряются закодированные состояния JO). Провереиные /0) используются в качестве 
служебных кубитов для вычисления синдромов как инвертирования битов, так и об

ращения фазы каждый; измеряется дважды. Большие крути обозначают действия 

(обусловленные результатами измерения), предпринимаемые для восстановления 

служебных состояний, или действия по восстановлению блока данных на финаль

ном этапе 

Итак, мы собрали вместе все элементы отказоустойчивой процеду

ры исправления ошибок. Если мы предпримем все описанные выше меры 

предосторожности, то исправление даст сбой только при появлении двух 

независимых ошибок, поэтому вероятность необратимого повреждения за

кодированного блока имеет порядок Е2 • 
Полная квантовая схема исправления ошибок согласно Стину по казана 

на рисунке 9. Отметим, что исправление ошибок как инвертирования бита, 
так и обращения фазы повторяются дважды. На схеме показана и проверка 

состояний Стина, но этап кодирования этих состояний опущен. 
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3.5. Измерение и кодирование 

Конечно, мы хотим уметь надежно измерять наши закодированные ку

биты. Но как уже отмечалось в разделе 2, разрушающее измерение кодового 
блока надежно, если только один кубит в блоке имеет ошибку инвертиро

вания бита. Если в случае одного кубита вероятность ошибочного измере

ния имеет порядок Е, то ошибочные измерения кодового блока возникают 

с вероятностью порядка Е2 . Отказоустойчивое неразрушающее измерение 
также может быть выполнено, как уже отмечалось при обсуждении про

веркисостояния Стина (раздел 3.3). В качестве альтернативной процедуры 
можно было бы без каких-либо модификаций использовать изображенное 

на рис. 4 неразрушающее измерение. Хотя служебный бит является целью 
трех последовательных ХОR-вентилей, возвращающиеся в блок фазовые 

ошибки не так губительны, поскольку они не могут заменить IO}code на 
ll}code (или наоборот). Но, поскольку единственная ошибка инвертирова
ния бита (как в блоке данных, так и в служебном кубите) может вызвать 
ошибку измерения четности, для обеспечения точности порядка Е2 изме
рение необходимо повторить (после исправления ошибки инвертирования 

бита). (Мы умолчали об этой процедуре в описании проверки состояния 

Стина, чтобы избежать разочарования от необходимости коррекции оши

бок при подготовке служебных кубитов, предназначенных для коррекции 

ошибок!) 

Часто нам будет необходимо приготовить известное закодированное 

квантовое состояние, например, /O)code· Мы только что обсудили (в раз
деле 3.3 в связи с приготовлением состояния Стина), как можно надежно 
выполнить это кодирование. В сущности, кодирующая схема не нужна. Ка

ким бы ни было исходное состояние блока, (отказоустойчивое) исправление 

ошибок спроецирует его на натянутое на {IO)code, /l}code} пространство, 
а (проверенное) измерение выдаст либо /O)code, либо /l)code· Если полу
чен результат /l)code, то для обращения блока в желаемое состояние /O)code 
можно применить (побитовый) NОТ-оператор. 

Если мы хотим закодировать неизвестное квантовое состояние, то мы 

используем кодирующую схему, изображенную на рисунке 3. Снова, вслед
ствие распространения ошибок, единственная ошибка в процессе кодирова

ния может привести к сбою. В данном случае, поскольку никакое измерение 

не может проверить кодирование, точность воспроизведения закодирован

ного состояния будет неизбежно равна F = 1- О( Е). Тем не менее, смысл 
в кодировании не теряется, поскольку оно позволяет хранить состояние 

с достаточной точностью воспроизведения в течение более продолжитель

ного времени, чем если бы состояние оставалось незакодированным. 
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3.6. Другие коды 

Схемы Шора и Стина для отказоустойчивого измерения синдрома вы

ше были описаны лишь для 7-кубитового кода, но их можно адаптиро

вать и для более сложных кодов, способных исправлять множество оши

бок [16,33]. Измерение синдрома для более общих кодов лучше всего опи
сывается с использованием формализма стабилизаторов. Согласно этому 

формализму, каждый генератор можно представить в виде произведения 
действующих на отдельный кубит операторов, где однокубитовые операто

ры выбраны из определяемого уравнением (5) множества {I, Х, У, Z}. Каж
дый генератор при возведении в квадрат дает единицу и имеет одинаковые 

количества собственных векторов с собственными значениями +1 и -1, так 
что определение его собственного значения вдвое сокращает размерность 

пространства. Если в блоке содержится n кубитов и имеется n- k генерато
ров, то кодовое подпространство имеет размерность 2k, то есть имеется k 
закодированных кубитов. 

Например, 7-кубитовый код Стина представляет собой пространство, 

в котором все шесть генераторов стабилизатора 

М1 = (IIIZZZZ), 

М2 = (IZZIIZZ), 

Мз = (ZIZIZIZ), 

М4 = (IIIXXXX), 

М5 = (IXXIIXX), 

Мб= (XIXIXIX) 

(18) 

имеют собственное значение + 1. Сравнение с (1) показывает, что простран
ство с М1 = М2 = Мз = 1 натянуто на кодовые слова, удовлетворяющие 
проверке четности Хзмминга, а поскольку адамаронекий поворот базиса 

меняет местами z и х' то пространство с м4 = м5 = мб = 1 натянуто на 
кодовые слова, удовлетворяющие проверке четности Хзмминга в поверну

том базисе. Действительно, определяющим свойством кода Стина является 

то, что проверка четности Хзмминга удовлетворяется в обоих случаях. 

Генераторы стабилизатора выбираются таким образом, чтобы оператор 

каждой подлежащей исправлению ошибки (также представляемый в ви

де произведения однокубитовых операторов { I, Х, У, Z} ), а также произ
ведение любых двух различных операторов ошибок антикоммутировали по 

крайней мере с одним генератором. Таким образом, каждая ошибка изменя

ет собственное значение одного из генераторов, а две независимые ошибки 
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всегда изменяют собственные значения своим, отличным от других, спосо

бом. Это означает, что измерение собственных значений всех генераторов 
стабилизатора дает полный синдром ошибки. 1 

Измерение генератора стабилизатора М не сложно. Сначала выпол

няется подходящее унитарное иреобразование каждого кубита, так чтобы 

в новом базисе оператор М представлял собой произведение действующих 

на отдельные кубиты I и Z. (Для каждого кубита, находящегося под дей
ствием Х в М, мы совершаем поворот 

1 (1 1) 
R = V'J, 1 -1 ' (19) 

а также поворот 

(20) 

для каждого кубита, находящегося под действием У.) В этом базисе соб

ственное значение М представляет собой четность битов, на которые дей

ствуют Z. Ее можно измерить (примерно так же, как это делалось при 
обсуждении 7-кубитового кода), применяя к служебным кубитам ХОR

вентили, использующие в качестве источников кубиты в блоке, на которые 

в новом базисе действуют операторы Z из М. После возвращения в исход
ный базис эта процедура повторяется для следующего генератора стабили

затора, и так далее до тех пор, пока не будет получен полный синдром. 

Мы можем сделать эту процедуру отказоустойчивой, заготовив для из

мерения каждого бита синдрома служебное состояние Шора, количество 
кубитов в котором равно весу соответствующего генератора стабилизатора 
(количеству не равных единичному однокубитовых операторов). Каждый 
служебный бит является целью лишь одного ХОR-вентиля, так что много

кратные фазовые ошибки не возвращаются в данные. Рассмотренные выше 
процедуры проверки состояния Шора и измерения синдрома также можно 

соответствующим образом обобщить. 

Для сложных кодов, которые либо кодируют множество кубитов, либо 

исправляют большое количество ошибок, обобщенный метод Шора тре
бует значительно больше служебных кубитов и квантовых вентилей, чем 

1 На самом деле произведение операторов двух независимых ошибок может принадлежать 
стабшшзатору. Тогда эти две ошибки будут иметь один и тот же синдром. Однако это не имеет 

значения, поскольку они также могут быть исправлены одним и тем же действием. Квантовые 
коды, сопосталяющие один синдром нескольким различным операторам ошибок, называются 
вырожденными. 
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это необходимо для выявления синдрома ошибки. В этом случае гораздо 
лучше воспользоваться обобщенным методом Стина. Идея Стина состоит 

в том, ЧТО в случае 7-кубитового кода для измерения всех м}, м2 и Мз 

можно использовать одно 7-кубитовое служебное состояние. Действитель

но, приготовим исходное служебное состояние в виде равновзвешенной 

суперпозиции всех строк, удовлетворяющих проверке четности Хэмминга 

(то есть всех слов классического кода Хэмминга) применим к нему подхо

дящие ХОR-вентили, использующие кубиты блока в качестве источников, 
измерим все кубиты служебного состояния и, наконец, применим проверку 

четности Хэмминга к результату измерения. Три полученных бита четности 

представляют собой собственные значения операторов М1 , М2 и М3 . Слу
жебное состояние здесь приготовлено таким образом, чтобы, помимо этих 

собственных значений, никакая другая информация не могла быть извле
чена из результата измерения; следовательно, эта процедура не разрушает 

когерентность квантовых кодовых слов. 

Очевидно, эту процедуру можно адаптировать для одновременного из

мерения собственных значений любой совокупности операторов, имеющих 

вид произведений I и Z, действующих на отдельные кубиты. С этой це
лью по заданному списку k таких п-кубитовых операторов Mi (1 ::::;; i ::::;; k) 
построим k х п-матрицу Hz, ij-элемент которой равен нулю (единипе), 
если в j-й позиции Mi находится оператор I (Z). Затем приготовим п
кубитовое служебное состояние, представляюшее собой равновзвешенную 

суперпозицию всех строк длины n, прошедших проверку четности мат
рицей Н z· Применяя к этому состоянию соответствующие ХОR-веитили 
и измеряя результат (а также применяя Н z к результату измерения), спро
ецируем п-кубитовый блок на общее собственное состояние рассматривае
мого семейства операторов Mi. Выполняя аналогичную процедуру в бази
се, повернутом преобразованием Адамара, можно одновременно измерить 

собственные значения любой совокупности операторов, имеющих вид про

изведений I и Х. 
Среди генераторов стабилизатора могут быть и операторы, имеющие 

вид М= ZX, где Z- произведение операторов Z, действующих на одну 
совокупность кубитов, а Х - произведение операторов Х, действующих на 
другую совокупность кубитов. Поскольку квадрат каждого генератора М 

должен быть равен единице, число кубитов, на которые действует опера

тор У, равный произведению Z и Х, должно быть четным. Следователь
но, Z и Х коммутируют, и их можно измерить при помощи описанного 
выше метода. Однако такое измерение даст слишком много информации; 

мы хотим измерить произведение Z Х, а не каждый из сомножителей Z 
и Х в отдельности. Для осуществления желаемого измерения необходи
ма дальнейшая модификация служебного состояния. Оно не должно выби-
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раться одновременно удовлетворяющим проверке четности матрицами Н z 
и Н х. Скорее, его следует приготовить так, чтобы биты четности Н z и Н х 
были коррелированы, то есть служебное состояние должно представnяться 

суммой таких строк, у которых оба бита четности либо тривиальны, либо 

нетривиальны. После измерения служебного состояния собственное значе

ние оператора М получается суммированием четностей «.Z- и .К-измере
ния». Индивидуальные четности Z- иХ- измерений являются абсолютно 
случайными и фактически ничего не сообщают о значениях операторов Z 
иХ. 

Теперь мы можем описать метод Стина в его общей форме, в кото

рой он применим к любому стабилизирующему коду. Если k логических 
кубитов закодированы в блоке из n кубитов, то существует n - k независи
мых генераторов стабилизатора. Со списком этих генераторов ассоцииру

ется матрица 

Й = (Hz IHx), (21) 

имеющая n- k строк и 2n столбцов. Позиции единиц в Hz обозначают 
кубиты, на которые в перечисленных генераторах действует Z, а положе
ния единиц в Нх обозначают кубиты, находящиеся под действием Х; ес

ли единица возникает в одном и том же положении в Н z и Н х, то на 
этот кубит действует произведение У = Z Х. Далее, готовится служебное 
2п-кубитовое обобщенное состояние Стина - равновзвешенная суперпо

зиция всех строк, удовлетворяющих проверкечетности Й. Затем выполня
ется изображенная на рисунке 1 О квантовая схема, измеряются служебные 
кубиты и к результату измерения применяется Й. Полученные биты чет
ности являются собственными значениями генераторов стабилизатора, что 

дает полный синдром ошибки. 

Измерение 

Рис. 1 О. Схема Стина для измерения синдрома. 2п-кубитовое состояние Стина ис
пользуется для определения синдрома для п-кубитового блока данных. Каждый 

ХОR-вентиль на схеме представляет n выполняемых параллельна ХОR-вентилей 

Служебное состояние здесь приготовлено таким образом, что из ре

зультата измерения не может быть извлечена никакая другая информация, 
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кроме синдрома, и, следовательно, эта процедура не нарушает когерент

ность квантовых кодовых слов. В этой процедуре на каждый кубит в ко
довом блоке действуют только два квантовых вентиля - необходимый ми

нимум для определения как ошибки инвертирования бита, так и ошибки 

обращения фазы, поражающих любой кубит. 

В заключение отметим, что Китаевым [34] была описана другая стра
тегия выполнения отказоустойчивого исправления ошибок. Он предложил 

семейство корректирующих ошибки квантовых кодов, способных испра

вить множество ошибок в кодовом блоке и требующих лишь четыре ХОR

вентиля для вычисления каждого бита синдрома. В данном случае, даже 

если для вычисления каждого бита синдрома мы будем использовать лишь 

один служебный кубит (а не обобщенное служебное состояние, аналогич

ное состоянию Стина или Шора), из служебного кубита обратно в данные 

может вернуться лишь ограниченное количество ошибок. Тогда код можно 
выбрать таким образом, чтобы типичное количество ошибок, вернувшихся 

в данные в процессе вычисления синдрома, было заведомо меньше макси

мального числа ошибок, которое код еще может выдержать. 

4. Отказоустойчивые квантовые вентили 

Мы убедились, что кодирование может защитить квантовую информа

цию. Но мы хотим больше, нежели просто хранить квантовую информацию 

с высокой точностью воспроизведения; мы хотим оперировать квантовым 

компьютером, который обрабатывает эту информацию. Конечно, мы мог

ли бы декодировать информацию, применить вентиль, а затем снова зако

дировать ее, но эта процедура на время подвергла бы опасности квантовую 

информацию. Если мы хотим, чтобы наш квантовый компьютер работал на

дежно, вместо этого,мы должны научиться применять квантовые вентили 

непосредственно к закодированным данным. В свою очередь, эти венти

ли должны удовлетворять принципам отказоустойчивости, если мы хотим 

избежать катастрофического распространения ошибок. 

4.1. 7-кубитовый код 

Действительно, существует ряд вентилей, которые можно легко при

менять с 7-кубитовым кодом Стина. Все три однокубитовых вентиля могут 

применяться побитово; то есть применение этих вентилей к каждому из 

семи кубитов в блоке обеспечивает применение того же вентиля к зако

дированному кубиту. Мы уже видели, что именно так действует поворот 

Адамара R [см. уравнение (11)]. То же самое можно сказать о вентиле NOT 
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(так как каждое нечеrnое кодовое слово Хэммииrа является дополнением 

четного), 1 и вентиле сдвига фазы 

(22) 

(Нечетные кодовые слова Хэмминга имеют вес= 3 (mod 4), а четные- вес 
= O(mod4), поэтому для выполнения Р мы фактически применяем p-l 
побитово.) ХОR-вентиль также можно выполнять побитово, то есть путем 

применеимя к каждому кубиту блока целей своего ХОR-вентиля, исполь

зующего соответствующий кубит из блока источников, как это показано 

на рисунке 11. Эта процедура работает, потому что четные кодовые слова 
образуют субкод, тогда как нечетные кодовые слова - его нетривиальный 

смежный класс. 

I 
Данные --1--........ ----

Данные----i+t--+---

Рис. 11. Схематическое изображение трансверсального ХОR-вентиля. Применяя 
ХОR-вентиль к каждому кубиту из блока цели и соответствующему кубиту блока 

источника, мы выполняем ХОR-вентиль, действующий на закодированные кубиты. 

Реализация вентиля отказоустойчива, поскольку на каждый кубит в обоих кодовых 

блоках действует свой вентиль 

Таким образом, существуют простые отказоустойчивые процедуры вы

полнения вентилей NOT, R, Р и XOR. Но к сожалению, сами по себе они 
не образуют универсального набора. Для того чтобы иметь возможность 

выполнять произвольные унитарные иреобразования закодированной кван

товой информации (с произвольной точностью), этот набор необходимо со
ответствующим образом дополнить. Следуя Шору [15], добавим к нему 
3-кубитовый вентиль Тоффоли, который выполняется с помощью изобра

женной на рисунке 13 процедуры.2 

Конструкция Шора отказоустойчивого вентиля Тоффоли предусматри
вает два этапа. На первом этапе три закодированных служебных блока го-

1 Собственно, мы можем применить операцию NOT, действующую на закодированный 
кубит, при помощи лишь трех NOT, применяемых к выбранным кубитам в блоке. 

2Нилл и др. [19, 20] описывают альтернативный способ комплектования универсального 
набора вентилей. 
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Рис. 12. Схема измерения, используемая на этапе приготовnения служебного состо
яния для предложенной Шором реализации вентиля Тоффоли 

\0 
/0 
/0 

r---~----~----~+-~~--~~~~~~ 

jmтr--+----r-r----н 

I+НБ+-<t-Ну) 

Нffi---нв-+1 z EfJ ху) 

jкот 

/х~-------------~~+---+--+-Измерение 

/у Измерение 

/z Измерение 

Рис. 13. Отказоустойчивый вентиль Тоффоли. Каждая линия представляет блок из 
семи кубитов, а вентили выполняются трансверсально. Для каждого измерения 

стрелка указывает на совокупность вентилей, mторые nрименяются, если резуль

татом измерения является 1, и не действуют, если результатом является О 

товятся в состоянии вида 

IA)anc = ~ L L !а, Ь, ab)anc· (23) 
a=O,l b=O,l 

На втором этапе, чтобы завершить выполнение вентиля, служебное состо

яние взаимодействует с тремя блоками данных. Прежде всего опишем спо

соб приготовления служебного состояния. Для начала каждый из трех слу

жебных блоков кодируется в состоянии !O)code· Для приготовления закоди
рованного состояния ко всем трем блокам применяются побитовые вентили 
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Адамара 

~ ~ L ~ \a,b,c)anc· 
У 0 а-0,1 Ь=0,1 с-0,1 

(24) 

Отметим, что это состояние можно представить в виде 

1 y/2(\A)anc + \B)anc), \B)anc =о NOTз\A)anc, (25) 

где NOT3 обозначает NОТ-вентиль, действующий на третий закодирован

ный кубит. В завершение приготовления служебного состояния эти три бло

ка измеряются в базисе {\A)anc, \B)anc}; если получается результат \A)anc, 
приготовление завершено, если результат измерения \B)anc' для заверше
ния процедуры применяется вентиль NOT3 . 

Теперь объясним, как выполняется измерение в базисе {\A)anc, \B)anc}· 
Схематически оно осуществляется с помощью показаиной на рисунке 12 
схемы, где вентиль Zлв (обусловленный управляющим битом) обращает 

относительную фазу \A)anc и \B)anc· Из уравнений (23) и (25) можно уви
деть, что Z АВ применяет фазовый множитель ( -1 )аЬ+с, выражающийся 
через значения трех служебных блоков а, Ь и с. Если контрольный бит обо

значается х, тогда вентилями, которые нам необходимо применить, являют

ся ( -1 )хаЬ и ( -1 )хс - произведение трехбитового и двухбитового фазовых 
вентилей. 

Но трехбитовый фазовый вентиль так же сложен, как и вентиль Тоф

фоли, так что, похоже, мы попали в тупик. Однако из него можно выйти, 

выбрав управляющий блок таким образом, чтобы им был не закодирован

ный кубит, а (проверенное) 7-битовое «кот-состояние» 

\cat) = _L(\0000000) + \1111111)). 
V2 

(26) 

Мы уже знаем, каким образом построить трапевереально действующие от

казоустойчивые двух- и однокубитовые фазовые вентили. Их можно повы

сить до необходимых нам трех- и двухкубитовых вентилей простым управ

лением всех побитовых вентилей конструкции соответствующими битами 
кот-состояния. Наконец, мы применяем побитовый поворот Адамара к кот

состоянию и измеряем его четность, завершая таким образом выполнение 

схемы измерения на рисунке 12. (Мы получим схему на рисунке 13, за
метив, что если кот-состояние находится в базисе полученном повернутом 

Адамара, то трехбитовый фазовый вентиль можно представить как вентиль 

Тоффоли с кот-состоянием в качестве цели; следовательно, при таком ис

полнении схемы измерения осуществляется один побитовый вентиль Тоф-
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фоли). Конечно, для обеспечения точности необходимо повторение измере

ния. 

Все это время три блока данных терпеливо ожидали готовности слу

жебного кубита. Применением трех ХОR-вентилей и поворота Адамара, 

состояние данных и служебного кубита преобразуются как 

L L /а, Ь, ab)anc/X, у, z)data ----7 

a=O,l Ь=О,l 

----t L L L ( -l)wzla, Ь, аЬ Е9 z)anclx Е9 а, У Е9 Ь, w)data· 
(27) 

a=O,l Ь=О,l w=O,l 

Теперь выполняется измерение каждого блока данных. Если результат из

мерения О, то никакие действия не предпринимаются, но если результат 

измерения 1, то для завершения выполнения вентиля Тоффоли к служеб
ному кубиту применяется определенный набор вентилей, как это показа

но на рисунке 13. Отметим, что эта процедура разрушает исходные блоки 
данных, а новыми блоками данных становятся те, что в начале являлись 
служебными. Важной особенностью этой конструкции является то, что все 

этапы тщательно построены в соответствии с принципами отказоустойчи

вости и минимизации распространения ошибок. Таким образом, для то

го чтобы в любом одном из блоков данных одновременно появились две 

ошибки, в ходе выполнения процедуры должны возникнуть две независи

мые ошибки. 

Немного досадно, что отказоустойчивые вентили образуют дискрет

ный набор, но это также неизбежная черта любой отказоустойчивой схемы. 

Нет смысла создавать континуум отказоустойчивых вентилей, поскольку 

как тогда мы сможем избежать ошибки, применяя неправильный вентиль, 

отличающийся от предполагаемого на малую величину? В любом случае, 

так как наши отказоустойчивые вентили образуют универсальный набор, 

их достаточно для приближения любого желаемого унитарного преобразо

вания с любой желаемой точностью. 

4.2. Другие коды 

Шор [15] описал, как обобщить этот отказоустойчивый набор венти
лей на более сложные коды, способные исправлять большее количество 

ошибок, а Готтесмаи [ 17, 35] описал еще более общую процедуру, которую 
можно применить к любым квантовым стабилизирующим кодам. 

Конструкция Готтесмана начинается со следующего наблюдения: для 

любого стабилизирующего кода существует отказоустойчивая реализация 
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однокубитовых вентилей Х и Z, действующих на каждый закодированный 
кубит. Вспомним, что мы уже видели в разделе 3.6, что для стабилизиру
ющего кода с размером блока n любой «оператор ошибки» М (представ
ленный в виде темзориого произведения n матриц из набора {I, Х, У, Z}) 
можно записать в виде ZX и, следовательно, однозначно представить в ви
де двоичной строки длины 2n. Если имеется k закодированных в блоке 
логических кубитов, то стабилизатор кода генерируется n - k такими опе
раторами. Коммутирующие со всеми элементами стабилизатора операторы 

ошибок сами образуют группу. Генераторы этой группы представляютел 

двоичными строками длины 2n, которые должны удовлетворять n - k неза
висимым двоичным условиям; следовательно, имеется n + k независимых 
генераторов. Из них n- k являются генераторами стабилизатора, но есть 2k 
дополнительных независимых операторов ошибок, не принадлежащих ста

билизатору, но коммутирующих с ним. Эти 2k операторов сохраняют ко
довое подпространство, но действуют нетривиально на кодовые слова и, 

следовательно, их можно интерпретировать как операции, действующие на 

закодированные логические кубиты. 

Собственно, эти 2k операторов можно выбрать в качестве однокуби
товых операций zi и xi, где i = 1, 2, 3, о о о k нумерует закодированные 
кубиты. Сначала отметим, что n - k генераторов стабилизатора можно 
расширить до максимального набора n коммутирующих операторов; k до
полнительных операторов можно идентифицировать как операторы Zi. Мы 
можем выбрать состояния вычислительного базиса в кодовом подпростран

стве таким образом, чтобы они одновременно были собственными состоя

ниями всех операторов Zi, с собственным значением +1, соответствующим 
значению О, и собственным значением -1 соответствующим значению 1. 
Тогда Zi обращает фазу i-го кубита. Остальные k генераторов Xi, которые 
коммутируют со стабилизатором, но не коммутируют со всеми Zi, можно 
выбрать так, чтобы они удовлетворяли соотношениям 

Так как xi антикоммутирует с Zi, он обращает собственное значение zi 
и, следовательно, значение i-го кубита. Все эти операции выполняются 

с применением максимум одного однокубитового вентиля к каждому ку
биту в блоке; следовательно, эти операции без сомнения отказоустойчивые. 

Мы также видели в разделе 3.6, что возможно выполнение отказо
устойчивого измерения любого оператора Z Х, а значит, в частности, воз
можно отказоустойчивое измерение любого оператора ошибки xi, Yi, zi. 
Готтесмаи [17] показал, что если возможно выполнение вентиля Тоффоли 
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(который является универсальным для классических вычислений, сохраня
ющих набор состояний вычислительного базиса), то для универсальных 

квантовых вычислений достаточно однокубитовых вентилей Х и Z вместе 
с возможностью измерения Х, У и Z для любого кубита. Следователь
но, если мы покажем, что, действуя на любые три кубита, можно постро

ить отказоустойчивый вентиль Тоффоли, то этим завершим доказательство 

возможности универсальных отказоустойчивых квантовых вычислений для 

любого стабилизирующего кода. 

Конструкция отказоустойчивого вентиля Тоффоли достаточно слож

на, поэтому доказательство лучше построить следующим образом: Готте

смаи показал, что в любом стабилизирующем коде отказоустойчивый ХОR

вентиль может применяться к любой паре кубитов (независимо от того, 

находятся или нет эти два кубита в одном и том же кодовом блоке). Ис

пользуя ХОR-вентиль, а также однокубитовые вентили и измерения, кото

рые, как мы только что видели, можно выполнять отказоустойчиво, можно 

построить все вентили, необходимые в конструкции Шора вентиля Тоф

фоли. Таким образом, с помощью любого стабилизирующего кода можно 
реализовать отказоустойчивую схему вентиля Тоффоли, что достаточно для 

выполнения универсальных отказоустойчивых квантовых вычислений. 

Несмотря на то, что отказоустойчивые квантовые вычисления, в прин

ципе, можно реализовать с помощью любого стабилизирующего кода, неко

торые из них лучше подходят для этой цели. Например, существует 5-ку

битовый код, способный исправить одну ошибку [36,37]; Готтесмаи проде
монстрировал универсальный набор отказоустойчивых вентилей для этого 

кода. Но их реализация достаточно сложна. 7-кубитовый код Стина требует 

блок большего размера, но он гораздо удобнее для вычислений. 

5. Порог безошибочности квантовых вычислений 

Существуют квантовые коды, способные исправить t ошибок, где t 
может быть сколь угодно большим. Если мы используем такой код и при

держинаемся принципов отказоустойчивости, то непоправимая ошибка воз

никнет только при появлении минимум t + 1 независимых ошибок в одном 
блоке до завершения процесса исправления. Поэтому если вероятность воз

никновения ошибки на квантовый вентиль или вероятность возникновения 

ошибки хранения на единицу времени имеет порядок Е, то вероятность 

появления ошибки в расчете на один вентиль, действующий на закодиро

ванные данные, будет иметь порядок Et+l, что гораздо меньше, чем Е, если 
эта величина достаточно мала. Действительно, может показаться, что при 

выборе кода со сколь угодно большим t мы можем сделать вероятность воз-
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никновения ошибки в расчете на один вентиль сколь угодно малой, но, ока

зывается, это не так, по крайней мере, не для большинства кодов. Проблема 

в том, что по мере увеличения t сложность кода резко возрастает, и соответ
ственно возрастает сложность процедуры исправления. В конечном счете, 

мы достигаем момента, когда выполнение исправления занимает так мно

го времени, что становится возможным накопление t + 1 ошибок в блоке 
до полного завершения этапа исправления, и, таким образом, способность 

кода исправлять ошибки становится сомнительной. 

Предположим, что количество вычислительных этапов, необходимых 

для выполнения измерения синдрома, растет вместе с t, как степень tЬ. То
гда вероятность того, что до завершения измерения накопится t + 1 ошибок, 
будет вести себя как 

Block Епоr Probability rv ( tb Е) t+l' (29) 

где Е -- вероятность появления ошибки на одном этапе. Тогда мы можем 
выбрать t, чтобы минимизировать вероятность ошибки (t"' е- 1 Е- 1 1Ь, при 
большом t), и получить 

Minimum Block Епоr Probability rv ехр ( е- 1 ьЕ- 1/Ь). (30) 

Таким образом, если мы рассчитываем безукоризненно выполнить все Т 

циклов исправления ошибок, то наши вентили должны иметь точность 

Е rv (logT)-b. (31) 

Аналогично, для выполнения квантового вычисления с участием Т кванто

вых вентилей необходимы элементарные вентили заданной точности. 

В первоначально описанной Шором процедуре [15] степень, характе
ризующая сложность измерения синдрома, равна Ь = 4; с помощью бо
лее оптимизированной процедуры можно достичь несколько меньших зна

чений Ь. Размер блока используемого кода растет вместе с t как t 2 (для 
рассмотренных Шором кодов), поэтому при выборе кода для оптимизации 

вероятности появления ошибки, размер блока имеет порядок (log Т)2 . Ко
нечно, описываемый уравнением (31) скейлинг гораздо предпочтительнее, 
чем ТОЧНОСТЬ Е rv т- 1 , КОТОрая ПОтребовалаСЬ бы, еСЛИ бы КОДИрование Не 
использовалось вообще. Но при любой заданной точности существует пре

дел продолжительности вычисления, при которой еще можно не опасаться 

появления ошибок. 

Это ограничение можно преодолеть, используя код специального ти

па - каскадный код [18-24]. Чтобы понять идею каскадного кода, пред
ставим, что мы используем исправляющий ошибки квантовый код Стива, 
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кодирующий единственный кубит в 7-кубитовом блоке. Но если мы вни

мательнее рассмотрим один из семи кубитов в блоке, то обнаружим, что 

на самом деле это не один кубит, а друтой блок из семи закодированных 

с помощью того же кода Стина кубитов. А когда мы с еще большим разре

шением исследуем один из семи кубитов в уже этом блоке, мы обнаружим, 
что он также является блоком из семи кубитов, и так далее (см. рис. 14). 
Если в этой иерархии каскадного соединения всего имеется L уровней, то 
отдельный кубит фактически кодируется в бЛоке размера 7L. Каскадное со
единение оказывается полезным, поскольку, действуя по принципу «разде

ляй и властвуй», оно позволяет более эффективно избавляться от ошибок. 

При таком методе сложность этой процедуры уже не так стремительно рас

тет с повышением способности квантового кода исправлять ошибки. 

-8-
l.____---.. 

-8-
l.____---.. 

-8-
l ____ ---.. 

Рис. 14. Каскадное кодирование. Каждый кубит в блоке, при ближайшем рассмот
рении, сам по себе является закодированным субблоком 

Мы убедились, что 7-кубитовый код Стина может исправить одну 

ошибку. Если вероятность возникновения ошибки на кубит равна Е, ошибки 

некоррелированы, а исправление отказоустойчиво, тогда вероятность отка

за при исправлении имеет порядок Е2 • Если два кода соединяются в каскад, 
образуя блок размера 72 , то ошибка в нем возникает только при повре
ждении двух из его субблоков размера семь, что происходит с вероятно

стью порядка (Е2 ) 2 . При добавлении еще одного уровня каскадирования 
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ошибка в блоке размера 73 возникает только в случае повреждения двух 
из его субблоков размера 72 , а вероятность такого события имеет порядок 

( ( Е2 ) 2 ) 2 , и так далее. При наличии L уровней каскадного соединения кодов 
вероятность появления ошибки имеет порядок E2

L, тогда как размер блока 
равен 7L. Если частота появления ошибок в основных вентилях достаточ
но мала, то отнесенную к одному вентилю вероятность появления ошибки 
можно уменьшить с помощью каскадного соединения кодов. Если это так, 

то добавление следующего уровня каскадирования приведет к дальнейше

му понижению вероятности ошибки, и так далее. В этом состоит природа 

порога безошибочности квантовых вычислений: если кодирование значи

тельно снижает вероятность появления ошибки, то, добавляя достаточное 
количество уровней каскадирования, частоту появления ошибок можно сде

лать сколь угодно малой. Но если частоты появления ошибок изначально 

слишком высоки, тогда вместо улучшения кодирование только усугубит су

ществующее положение вещей. 

Чтобы проанализировать эту ситуацию, необходимо принять некото

рую конкретную модель ошибок. Я выберу наиболее простую из воз

можных квазиреалистическую модель: некоррелированые стохастические 

ошибки. 1 На каждом такте вычислений каждый кубит в устройстве запу
тывается с окружением. Пусть запутывание описывается уравнением (4) 
с тем лишь отличием, что теперь четыре состояния окружения предпола

гаются взаимно ортогональными, а «ошибочные состояния» - имеющими 

одинаковые нормы. Таким образом, три типа ошибок (инвертирование би

та, обращение фазы, обе одновременно) предполагаются равно вероятны

ми. Полная вероятность ошибки на каждом такте вычислений обозначается 

как Estore· Помимо этих ошибок запоминающего устройства, повреждаю

щих хранящиеся кубиты, существуют ошибки, вносимые самими кванто

выми вентилями. Для каждого типа вентиля вероятность появления ошибки 
при каждом его выполнении обозначается Egate (при независимых значени

ях, приписываемых вентилям каждого типа). Если вентиль действует более 

чем на один кубит (XOR или Тоффоли), то могут возникнуть коррелирова
ные ошибки. Сделаем пессимистическое допущение, что ошибка многоку

битового вентиля всегда повреждает все кубиты, на которые он действует; 
например, неправильный ХОR-вентиль вносит ошибки как в кубит источ

ника, так и в кубит цели. Это предположение (среди прочих) сделано лишь 

для упрощения анализа. При более реалистичных допущениях мы обнару
жили бы, что вполне можно пережить и несколько более высокие частоты 

появления ошибок. 

1 Более детальную харакrеристику модели ошибок я приведу в разделе б. 
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Эффективность каскадного кодирования можно проанализировать, по

строив систему потоковых уравнений, описывающих эволюцию модели 

ошибки при переходе от одного уровня каскадирования к другому. Пусть, 

например, мы хотим выполнить ХОR-вентиль с последующим этапом ис

правления ошибок в кубитах, закодированных с помощью каскадного кода 

Стина с L уровнями каскадирования (размер блока 7L). Эти процедуры 
можно описать с помощью таких же операций, но действующих на суб

блоки размера 7L-l. Таким образом, вероятность появления ошибки E(L) 

для вентиля, действующего на блок размера L, может быть выражена через 
вероятность появления ошибки E(L-l) для вентиля, действующего на блок 
размера L- 1. Это соотношение представляет собой одно из потоконых 
уравнений. В принципе, решая систему потоконых уравнений, можно по

лучить выражение для вероятности появления ошибки «на уровне L» через 
параметры модели ошибок и исследовать ее поведение с ростом L. Если ве
роятность появления ошибки в блоке стремится к нулю с ростом его разме

ра L, то это означает, что вероятности элементарных ошибок лежат «ниже 
порога». Так как вероятности элементарных ошибок могут зависеть от мно

жества параметров, то на самом деле порог представляет собой некоторую 

гиперповерхность в многомерном параметрическом пространстве рассмат

риваемой модели. 

Метод Стина измерения синдрома очень хорошо подходит для каскад

ного кодирования. Все вентили корректирующей схемы (рис. 9) можно вы
полнять трансверсально; выполнение вентилей на элементарных кубптах 

кодового блока означает применение точно таких же вентилей к информа
ции, закодированной в каждом блоке размера семь, в каждом суперблоке 

размера 7 х 7, и так далее. Аналогично, когда при завершении вычисле
ния синдрома мы измеряем элементарные кубиты в служебном блоке, тогда 

(после применения к кубитам классической коррекции ошибок Хэмминга) 
мы также измеряем кубиты, закодированные в каждом блоке размера семь, 

и (после применения коррекции ошибок Хэмминга к блокам) в каждом 

суперблоке размера 7 х 7, и так далее. Таким образом, необходимая для 
извлечения синдрома обработка квантовых данных может быть выполне

на одновременно на всех уровнях каскадного кода. 1 После чего результаты 
некоторой классической обработки указывают, какие однокубитовые вен

тили необходимо применить ко всем элементарным кубитам, чтобы завер

шить этап исправления на всех уровнях одновременно. 

1 Разрушающее измерение закодированного служебного блока можно выполнить одновре
менно на всех уровнях. Процедура неразрушающего измерения блока (проецирование блока 

на IO)code или ll)code) гораздо более трудоемка; в каждый момент времени она должна вы
полняться на одном уровне. 
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Таким образом, петрудно понять, как (по крайней мере, в принципе) 

можно оценить порог безошибочности [38]. На каждом уровне каскадного 
кода блок из семи кубитов отказывает, если ошибки возникают как ми

нимум в двух его субблоках. Если р L - вероятность появления ошибки 

в блоке на уровне L, то вероятность ошибки на уровне L + 1 равна 

(7) 2 2 PL+l"' 
2 

PL+ ... =21pL+··· (32) 

(с точностью до слагаемых более высокого порядка по PL), что будет мень
ше PL при PL < 1/21. Следовательно, если вероятность появления ошибки 
в каждом элементарном кубите р0 < 1/21, то на первом уровне кодиро
вания она будет меньше этой величины, еще меньше - на втором уровне 

и так далее - значение порога безошибочности р0 равно 1/21. 
Предположим, мы выполняем исправление ошибок каждый раз при 

осуществлении ХОR-вентиля или однокубитового вентиля. Грубо гово

ря, Ро - это вероятность ошибки на кубит информации в момент начала 

цикла исправления ошибок. Для оценки порога безошибочности мы следу

ем схеме на рис. 9 и увеличиваем вследствие появления ошибок значение ро 
(включая возможные ошибки хранения), которые возникли при только что 

выполненных квантовых вентилях и еще не были устранены предыдущим 

циклом исправления ошибок. Мы получаем выражение для ро через вероят

ности ошибки вентиля и ошибки хранения; это выражение приравнивается 

к 1/21 для определения порога. 
Поступая таким образом и предполагая, что ошибки запоминающего 

устройства пренебрежимо малы, а все однокубитовые и ХОR-вентили име

ют одинаковую вероятность появления ошибки Egate, мы [38] грубо оцени
ваем порог частоты ошибок вентиля как 

Egate,O "' б · 10-4 
· (33) 

Аналогично, если ошибки вентиля пренебрежимо малы, предполагаемый 

порог частоты ошибок запоминающего устройства равен 

Estore,O "' 6 · 10-4 
· (34) 

Пороги для ошибок вентиля и запоминающего устройства по существу оди

наковы, так как метод Стина хорошо приспособлен для работы с ошибка

ми хранения. Кубиты редко лежат без дела; практически на каждом этапе 

на каждый из них действует вентиль. Следовательно, требование к точ

ности запоминающего устройства значительно менее жесткое по сравне

нию с предыдущими оценками порога, основанными на методе исправле

ния Шора [23,35,39]. 
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Однако, как показывает более тщательный анализ, по ряду причин фак

тическое значение порога, которое можно вывести из схемы на рисунке 9, 
несколько ниже оценок (33) и (34). Наиболее серьезное требование состо
ит в том, что для осуществления исправления необходим запас закодиро

ванных на уровне L хорошо провереиных состояний IO)code· Отдельное (и 
весьма сложное) вычисление требуется для определения порога надежного 

кодирования. Кроме того, необходимо проанализировать реализацию Шора 

вентиля Тоффоли, чтобы гарантировать возможность его надежного приме

нении к соединенным в каскад блокам. 1 Наконец, для получения точного 
результата необходимо ограничить вклады высшего порядка в вероятность 

отказа, которые были опущены в уравнении (32). Полный анализ, учитыва
ющий все эти факторы, еще не выполнен, но вполне разумно предположить, 

что конечные величины порогов запоминающего устройства и вентиля бу
дут превышать 10-4 • Конечно, при более совершенной кодирующей схеме 
и/или протоколе исправления ошибок, возможно, удастся достичь гораздо 

более высокого значения порога безошибочности. 
Также следует задать вопрос, какой размер блока необходим для обес

печения пекоторой заданной точности. Грубо говоря, если пороговал часто

та ошибок вентиля равна со, а фактическая частота ошибок элементарного 

вентиля равна f <со, то L-кратное каскадирование кода понижает частоту 
появления ошибок до 

(35) 

Таким образом, чтобы быть достаточно уверенными в том, что мы можем 

безошибочно завершить вычисление при Т вентилях, выбранный нами раз
мер блока 7L должен иметь порядок 

[ ] 

log2 7 
Ыосk ""' log соТ 
size log со/ f 

(36) 

Если каскадный код имеет размер блока n и может исправить t + 1 ошибок, 
степень log2 7""' 2.8 в уравнении (36) заменяется на logn/log(t + 1); эта 
степень приближается к 2 для рассмотренных Шором семейств кодов, но 
для «хороших» кодов, в принципе, может приблизиться к 1. 

Когда частоты появления ошибок находятся ниже порога безошибоч
ности, также возможно сколь угодно продолжительное хранение неизвест-

1 Элементарные вентили Тоффоли не должны быть такими же точными, как одно- и двух
корпусные вентили - вполне приемлема частота появления ошибок вентиля Тоффоли порядка 

10-3 , если достаночно низки частоты других ошибок. Этот вывод приятен, поскольку вентили 
Тоффоли сложнее в применении и на практике, вероятно, имеют меньшую точность. 
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наго квантового состояния. Однако, как мы уже отмечали в разделе 3.5, ес
ли вероятность возникновения ошибки запоминающего устройства на один 
такт вычисления равна Е, то первоначальное кодирование состояния можно 

выполнить с точностью воспроизведения, не превышающей F = 1- О( Е). 
При каскадном кодировании мы можем сколь угодно долго хранить неиз

вестную квантовую информацию с достаточно высокой точностью воспро

изведения, но достичь сколь угодно высокой точности воспроизведения не 

можем. 

Каскадирование - важная теоретическая конструкция, так как она поз

воляет утверждать, что возможны сколь угодно продолжительные вычисле

ния. Но пока частоты ошибок достаточно далеки от пороговых значений, 

каскадное кодирование, возможно, будет не лучшим способом выполне

ния определенного вычисления заданной длины. Действительно, выбран
ный из первоначально описанного Шором семейства код может оказаться 

более эффективным, чем каскадный 7 -битовый код. Более того, каскадный 
7-битовый код и коды Шора кодируют лишь один кубит квантовой инфор
мации в достаточно большом кодовом блоке. Но в разделе 4 мы видели, 
что отказоустойчивые квантовые вычисления можно выполнять, используя 

любые стабилизирующие коды, в том числе и те, что путем кодирования 

множества кубитов в одном блоке делают более эффективным использо
вание объема nамяти. Если надежность наших аnnаратных средств близка 
к порогу безошибочности, то эти коды будут работать неэффективно. Но 

с усовершенствованием «железа» можно использовать более эффективные 

коды и таким образом повышать надежность нашего квантового компьюте

ра nри меньших затратах объема памяти. 

6. Модели ошибок 

Отказоустойчивая схема должна быть приспособлена для защиты от 

тех типов ошибок, которые могут с большей вероятностью нанести ущерб 

конкретному устройству. И любое утверждение о величине допустимых ча

стот возникновения ошибок (как и оценка порога безошибочности, набро

сок которой мы только что сделали) бессмысленно, пока не будет тщатель

ным образом определена модель ошибок. Подытожим некоторые важные 
nредположения о характере ошибок, лежащие в основе нашей оценки по

рога безошибочности. 

• Случайные ошибки. Мы предnоложили, что ошибки не имеют си
стематической составляющей. 1 Ошибки, имеющие случайные фазы, 

1 Нилл и др. [19] показали существование порога безошибочности дл>1 гораздо более об
щих моделей ошибок. 
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накапливаются по сценарию случайного блуждания, так что с коли

чеством применяемых вентилей приблизительно линейно растет веро

ятность ошибки. Но если ошибки имеют систематические фазы, тогда 

линейно с числом применяемых вентилей может расти амплитуда ве

роятности ошибки. Следовательно, чтобы наш квантовый компьютер 
работал хорошо, частота систематических ошибок должна удовлетво

рять более жестким требованиям, нежели частота случайных ошибок. 

Иначе говоря, если мы допускаем, что систематические фазы тайно 

договариваются всегда складываться конструктивно, и если для слу

чайных ошибок порог безошибочности равен Ео, то для (максимально 
законспирированных) систематических ошибок он будет иметь поря

док Еб. Несмотря на то, что систематические ошибки могут стать про
блемой для квантовых инженеров будущего, они не должны представ

лять собой непреодолимое препятствие. Моя позиция состоит в следу

ющем: (1) даже если наши аппаратные средства предрасположенные 
к появлению ошибок с систематическими фазами, эти ошибки будут 

стремиться к взаимному уничтожению в ходе достаточно продолжи

тельного вычисления [40-42}, и (2) так как систематические ошибки 
можно, в принципе, понять и устранить, с фундаментальной точки 

зрения более важно иметь представление об ограничениях, наклады

ваемых на работу машины случайными ошибками. 

• Некоррелированные ошибки. Мы предположили, что ошибки не кор
релируют как в пространстве, так и во времени. Таким образом, когда 

мы говорим, что вероятность возникновения ошибки на кубит равна 

(например) Е "' 10-5 , то фактически имеем в виду, что для двух за
данных кубитов вероятность одновременного повреждения ошибками 

обоих равна Е2 "' 10-10• Это очень сильное предположение. Действи
тельно важное условие состоит в том, чтобы коррелированные ошиб

ки, повреждающие множество кубитов в одном и том же кодовом бло

ке, были в высшей степени маловероятны, так как кодирующие схемы 

будут отказывать при появлении нескольких ошибок в одном блоке. 

Квантовые инженеры будущего столкнутся с проблемой конструиро

вания таких устройств, в которых кубиты одного блока были бы тща

тельно изолированы друг от друга. 

• Максимальный параллелизм. Мы предположили, что в течение од
ного такта может параллельна выполняться несколько квантовых вен

тилей. Это допущение позволяет выполнять исправление ошибок во 

всех кодовых блоках одновременно, и поэтому важно для контроля 

ошибок хранения кубитов. (В противном случае, добавление к коду 
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следующего уровня каскадирования вело бы к росту вероятности от

каза, поскольку каждому не занятому в процессе отдельному кубиту 

пришлось бы дольше ожидать своей очереди исправления ошибок.) 

Если мы пренебрегаем ошибками запоминающего устройства, то для 

анализа порога безошибочности параллельность выполнения операций 
не обязательна, но для ускорения вычислений она, безусловно, жела

тельна. 

• Независимая от числа кубитов частота появления ошибок. Мы 
предположили, что частоты ошибок не зависят от количества храня

щихся в нашем устройстве кубитов. Неявно это допущение касается 

природы аппаратных средств. Например, это предположение было бы 

необоснованным, если бы все кубиты хранились в единственной ион
ной ловушке и делили бы один фононный канал передачи информа

ции [43]. 

• Вентили могут действовать на любую пару кубитов. Мы предполо
жили, что наша машина снабжена набором базовых вентилей, которые 
можно применить к любой паре хранящихся кубитов (или тройке ку

битов, в случае вентиля Тоффоли), независимо от их близости друг 

к другу. На ирактике возможны издержки как по времени выполне

ния, так и по частоте появления ошибок, связанные с перемещением 

кубитов для того, чтобы вентиль мог эффективно действовать на кон

кретную пару. Выбор архитектуры, минимизирующей эти издержки, 

мы оставим конструкторам машин. При наличии вентилей, действую

щих только на соседние кубиты, порог по-прежнему будет существо

вать [21], но он станет значительно ниже. 

• Новые служебные кубиты. Мы предположили, что наш компьютер 
имеет доступ к достаточному запасу новых служебных кубитов. Слу

жебные кубиты используются как для выполнения вентилей (Тоффо

ли), так и для осуществления исправления ошибок. Вместе с накопле

нием эффектов случайных ошибок генерируется энтропия, а процесс 
исправления ошибок выбрасывает ее из вычислительного устройства 

в служебный регистр. В принципе, пока поставляются свежие служеб

ные кубиты, вычисление может продолжаться сколь угодно долго, но 

на ирактике мы захотим очищать служебные кубиты и использовать 

их повторно. Стирание служебного кубита неизбежно вызовет рассе

яние мощности и выделение тепла; поэтому потребуется охлаждение 

устройства. 

• Отсутствие ошибок утечки. Мы иренебрегли вероятностью утечки. 
В нашей модели квантового компьютера каждый из кубитов живет 
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в двумерном гильбертоном пространстве, и мы предполагаем, что при 

появлении ошибки этот кубит либо запутывается с окружающей сре

дой, либо поворачивется в двумерном пространстве в непредсказуе

мом направлении. Но существует и другой возможный тип ошибки, 
при которой кубит просачивается из двумерного в более широкое про

странство [44]. Чтобы контролировать ошибки утечки, мы можем по
вторно запрашивать каждый кубит (например, используя показанную 

на рисунке 15 схему определения места утечки), не пытаясь точно диа
гностировать, что произошло с просочившимся кубитом [23]. При воз
никновении утечки кубит разрушается, и его необходимо отбросить; 1 

мы заменяем его свежим кубитом в стандартном состоянии, скажем, 

в состоянии IO). Затем мы можем выполнить стандартное измерение 
синдрома, которое спроецирует этот кубит на такое состояние, что 

ошибку можно будет исправить с помощью простого унитарного пре

образования. 2 При использовании каскадного кодирования детектиро
вание утечки должно выполняться только на самых нижних уровнях 

кодирования. Схема определения достаточно проста, поэтому наличие 

ошибок утечки лишь незначительно повлияет на порог безошибочно

сти. 

Данные ---+1+--ф I~ф г 

Служебный /О) ~ ~ и 
кубит /-----+++----+rt--- змерение 

Рис. 15. Квантовая схема детектирования утечки. Допустим, что при утечке данных 
ХОR-вентиль действует тривиально, тогда при возникновении утечки результат из

мерения равен О, в nротивном случае - 1 

Предположения нашей модели ошибок в достаточной степени реали

стичны, чтобы обеспечить разумную оценку того, насколько хорошо может 

работать квантовый компьютер при наличии шума. Предположим, напри

мер, мы хотим, чтобы наш квантовый компьютер решил сложную задачу 

факторизации с использованием алгоритма Шора; каким техническим тре

бованиям должна отвечать машина? Располагая самым известным класси-

1 Конечно, мы можем впоследствии использовать его повторно. 
2 Действительно, так как еще до измерения синдрома мы знаем, что поврежденный кубит 

находится в определенной позиции в кодовом блоке, для диагностики и коррекции ошибки 

в известном положении мы можем примелить ускоренную версию исправления ошибок [45]. 
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ческим алгоритмом факторизации и самой быстродействующей существу

ющей машиной, факторизацию ВО-разрядного ( 432-битового) числа можно 
выполнить за несколько месяцев [46]. Чтобы решить эту задачу с помощью 
алгоритма Шора, мы должны быть в состоянии хранить около 5·432 = 2160 
кубитов и выполнить около 38·(432)3 rv 3·109 вентилей Тоффоли [47]. Что
бы иметь достаточно шансов выполнить такое вычисление с приемлемой 

точностью, необходимо, чтобы вероятность ошибки на вентиль Тоффоли 

была меньше 10-9 , а вероятность ошибки запоминающего устройства на 
время выполнения вентиля- меньше 10-12. 

Согласно потоковым уравнениям каскадирования для 7 -кубитового ко
да, 1 для закодированных данных эти частоты возникновения ошибок мо
гут быть достигнуты, если частоты ошибок на уровне отдельных кубитов 

равны Estore rv Egate rv 10-6 и если используется три уровня каскадирова
ния, так что размер блока, кодирующего каждый кубит, равен 73 = 343. 
С учетом дополнительных служебных кубитов, необходимых для выполне

ния вентилей и (параллельного) исправления ошибок, требуемое машине 

общее число кубитов будет иметь порядок 106 . 

При достаточно высокой частоте появления ошибок запоминающего 

устройства каскадирование может стать наиболее эффективной кодирую

щей процедурой. Но если доминируют ошибки вентилей (и если частота 

их появления не слишком близка к пороговой), тогда лучше будут работать 

другие коды. Например, Стин [ 48] обнаружил, что с использованием кода 
с размером блока 55, способного исправить пять ошибок, эта задача факто
ризации может быть решена квантовым компьютером при наличии 4 · 105 

кубитов и частоте появления ошибок вентиля порядка 10-5 . При более низ
ких частотах появления ошибок можно применять коды, более эффективно 

использующие объем памяти путем кодирования множества кубитов в од

ном блоке [17]. 
Несомненно, квантовый компьютер, содержащий около миллиона ку

битов и имеющий отнесенную к одному вентилю частоту появления ошиб

ки около одной на миллион, был бы очень мощным и ценным устройством 

(при достаточной скорости обработки). Конечно, с точки зрения текущего 

состояния технологии [49-52], эти числа выглядят удручающими. Но даже 
машина, удовлетворяющая гораздо менее жестким техническим требова

ниям, может быть очень полезной [53). Во-первых, помимо факторизации 
квантовые компьютеры способны на многое другое, и некоторые из этих 

задач (в частности, квантовое моделирование [54]) можно выполнить с по-

1 Этот анализ [23] был выполнен скорее для измерения синдрома методом Шора, нежели 
методом Стина, на который мы ссылались в разделе 5 при обсуждении каскадноm кодирова
ния. 
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мощью менее надежного или меньшего по размеру устройства. Более того, 

наша оценка порога безошибочности, возможно, по ряду причин слишком 

консервативна. В частности, она была получена в предположении, что фа

зовые и амiUiитудные ошибки в кубптах равновероятны. Располагая более 

реалистичной моделью, лучше представляющей вероятности ошибок в дан

ном устройстве, к ней можно было бы лучше приспоеобить схему исправ

ления ошибок и, следовательно, пережить более высокую частоту появле

ния ошибок. Но даже при сформулированных допущениях приведенный 

анализ отказоустойчивой схемы не вполне точен; при более тонком анализе 

можно ожидать обнаружение несколько более высокого порога безошибоч

ности, возможно, значительно более высокого. Также значительных усо

вершенствований можно достичь путем модификации схемы отказоустой

чивости, или с помощью новых, более эффективных, способов применении 

универсального набора отказоустойчивых вентилей или средств выполне

ния измерений синдрома ошибки. С учетом различных усовершенствова

ний уже не кажется удивительным то, что квантовый компьютер сможет 

эффективно работать при вероятности появления ошибок в расчете на один 

вентиль, например, порядка 10-3 .1 

Конечно, частота появления ошибок, скажем, 10-5 весьма претенциоз
на, но, наверное, эта величина не лежит за рамками возможно достижимого 

в будущем. В любом случае, сейчас мы имеем четкое представление о сте

пени надежности работы полезного квантового компьютера, что само по 

себе представляет невероятный прогресс по сравнению с тем, что мы име

ли всего лишь два года назад. 

7. Топологические квантовые вычисления 

7.1. Эффект Ааронова-Бома н правила суперотбора 

Теперь, когда мы не сомневаемся в возможности исправления кванто

вых ошибок, важно взглянуть на эту проблему шире, а именно, попытаться 

выйти за рамки анализа абстрактных схем и исследовать потенциальные 

физические условия, в которых можно надежно хранить и обрабатывать 

квантовую информацию. В частности, мы могли бы рассчитывать на со

здание внутренне отказоустойчивых квантовых вентилей, не требующих 

активного вмешательства оператора вычислительной машины для защиты 

ее от шума. Важный шаг в направлении к этой цели был недавно сделан 

Алексеем Китаевым [25], настоящий раздел основан на его идеях. 

1 Действительно, Залкой бьши предложены более оптимистичные по сравнению с моими 
оценки порога безошибочности [24]. 



292 ДЖОН ПРЕСКИЛЛ 

Топологические идеи естественным образом возникают при обсужде

нии коррекции квантовых ошибок и отказоустойчивых вычислений. Топо

логия интересуется «глобальными» свойствами объекта, которые остаются 

неизменными при его локальной деформации. Основная идея коррекции 

квантовых ошибок включает хранение и обработку квантовой информации 

в «глобальной» форме, устойчивой к локальным возмущениям. Конструк

ция отказоустойчивого вентиля должна позволять ему действовать на эту 

глобальную информацию так, чтобы направленное им на закодированные 

данные действие оставалось неизменным даже при пекоторой деформации 

данного вентиля, то есть даже при его неидеальном выполнении. 

Пытаясь найти физическую реализацию отказоустойчивых квантовых 

вычислений, зададимся вопросом: существуют ли системы, в которых фи

зические взаимодействия имеют топологическую природу? Несомненно, 

топология лежит в основе эффекта Ааронова ~ Бо.ма. Если электрон об

ходит вокруг идеально заэкранированного магнитного соленоида, его вол

новая функция приобретает фазу еiеФ, где е- заряд электрона, а Ф -запер
тый внутри соленоида магнитный поток. Эта фаза Ааронова ~ Бома являет

ся топологическим свойством пройденного электроном пути - она зависит 

лишь от количества оборотов вокруг соленоида и остается неизменной при 

непрерывной деформации траектории обхода (см. рис. 16). Это заставляет 
нас подумать о такой реализации квантовых вычислений, в которой закоди

рованная информация могла бы измеряться и обрабатываться с помощью 

взаимодействий Ааронова~Бома- устойчивых к локальным возмущениям 

взаимодействий топологической природы. 

Полезно выразить эти доводы еще раз на языке правил суперотбора. 

Правило суперотбора, как я использую здесь этот термин, возникает (в тео

рии поля или спиновой системы, определенной в бесконечном простран

ствеином объеме), если гильбертоно пространство распадается на взаимно 

ортогональные секторы, каждый из которых сохраняется под действием лю

бой локальной операции. Пожалуй, самым известным примером является 

правило суперотбора заряда в квантовой электродинамике. Электрическое 

поле, создаваемое зарядом, имеет бесконечный радиус действия. Следова

тельно, никакая локальная операция не в состоянии создать или уничто

жить заряд. Действительно, для этого необходимо создать или уничтожить 

простирающиеся в бесконечность силовые линии электрического поля, но 

ни одна локальная процедура не может справиться с этой задачей. 

Взаимодействие Ааронова~ Бома также имеет бесконечный радиус 

действия; по мере обхода вокруг соленоида электрон приобретает фазу 

Ааронова~Бома независимо от их взаимной удаленности. Поэтому можно 

сказать, что ни одна локальная операция не может уничтожить заряд, при-
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Рис. 16. Топологические взаимодействия. Фаза Ааронова- Бома, приобретаемая 

электроном при обходе трубки потока, остается неизменной при непрерывной де

формации его пути 

нимающий участие в явлении Ааронова-Бома. Если мы рассмотрим два 

несущих такие заряды объекта, находящихся на значительном расстоянии 

друг от друга и хорошо изолированных от других заряженных объектов, то 

любой процесс, изменяющий заряд на одном из этих двух объектов, дол

жен бьш бы действовать когерентно во всей содержащей их области. Таким 

образом, в присутствии локальных возмущений заряды достаточно устой

чивы; мы можем ударить по частице молотком или повредить ее любым 

другим способом, но переносимый ею заряд мы этим не изменим. 

Следуя Китаеву [25], мы можем представить себе топологический 
квантовый компьютер - устройство, в котором квантовая информация ко

дируется в квантовых числах, переносимых квазичастицами, лежащими на 

двумерной плоскости и влияющими друг на друга посредством дально

действующего взаимодействия Ааронова-Бома. При нулевой температуре 

случайная пересталовка квантовых чисел между квазичастицами (ошибка) 
возникает только из-за явления квантового туннелирования, влекущего за 

собой виртуальную перестановку заряженных объектов. Амплитуда такого 

процесса имеет порядок e-mL, где т - масса самого легкого заряжен
ного объекта (в естественных единицах), а L -расстояние между двумя 
квазичастицами. Если квазичастицы удерживаются на достаточно большом 

расстоянии друг от друга, вероятность появления ошибки, поражающей за

кодированную информацию, будет чрезвычайно низкой. При конечной тем

пературе Т появляется дополнительный источник ошибок, обусловленный 
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неизбежной при Т > О генерацией плазмы заряженных частиц с плот

ностью, пропорциональной фактору Больцмана е-1::./Т, где D.. - массовая 
щель (не обязательно равная «массе кривизны» m). Иногда одна из частиц 
плазмы может проскользнуть незамеченной между двумя нашими части

цами - носителями данных, что приведет к перестановке зарядов и, сле

довательно, к ошибке. Итак, для достижения приемлемо низкой частоты 

появления ошибок необходимо поддерживать уровень температуры значи

тельно ниже щели D.. (в противном случае нам пришлось бы тщательно 
контролировать термически возбужденную плазму). 

7.2. Дробный квантовый эффект Холла (и не только) 

Для того чтобы наше устройство было способно выполнять интерес

ные вычисления, применяемые им явления Ааронова-Бома должны быть 

неабелевыми. Только в этом случае можно построить сложные унитарные 

преобразования, выполняя множество следующих друг за другом переста
новок частиц. Такие неабелевы эффекты Ааронова-Бома могут возникнуть 

в системах с неабелевыми калибровочными полями. Природа оказалась 

весьма благосклонной - она снабдила нас некоторыми фундаментальными 

неабелевыми калибровочными полями, но, к сожалению, не слишком боль

шим количеством, и, похоже, ни одно из них не подходит для практических 

квантовых вычислений. В таком случае нам остается надеяться на то, что 

подходящие для реализации идеи Китаева неабелевы эффекты Ааронова

Бома могут возникать как сложные кооперативные явления в (двумерных 

электронных или спиновых) системах, в которых существуют лишь корот

кодействующие фундаментальные взаимодействия. 

Тот факт, что дальнодействующие явления Ааронова-Бома могут воз

никать в таких системах (как это показали наблюдения дробного квантового 

эффекта Холла), является одним из наиболее замечательных открытий по

следних десятилетий. Электронная система в режиме квантового эффекта 

Холла настолько фрустрирована, что ее основное состояние представля

ет собой в высшей степени запутанное состояние с простирающимися на 

болыпие расстояния сильными квантовыми корреляциями. Следовательно, 

когда одна квазичастица обходит вокруг другой, даже если они располо

жены на большом расстоянии друг от друга, многоэлектронная волновая 

функция приобретает нетривиальную фазу Берри (такую как е2кi/3 ). Эта 
фаза Берри во всех ее наблюдаемых проявлениях неотличима от фазы Ааро

нова-Бома, происходящей от фундаментального калибровочного поля, а ее 

экспериментальные последствия впечатляющи [55]. 
Наблюдаемые в режиме квантового эффекта Холла фазы Берри - абе

левы (хотя имеются некоторые серьезные признаки того, что при соответ-
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ствующих условиях могут возникать неабелевы фазы Берри [56,57]) и, сле
довательно, не особенно интересны с точки зрения квантовых вычислений. 

Однако Китаев [25] описал семейство простых спиновых систем с локаль
ными взаимодействиями, в которых возможно существование квазичастиц 

с неабелевыми фазами Берри. (Гамильтониан системы настолько фрустри

рует спины, что основное состояние представляет собой чрезвычайно за

путанное состояние с бесконечным радиусом квантовых корреляций.) Эти 

модели настолько просты (хотя, к сожалению, они требуют четырехчастич

ных взаимодействий), что можно даже представить такой материал, кото

рый достаточно хорошо описывается одной из моделей Китаева. Основ

ные топологические свойства модели относительно безразличны к точным 

микроскопическим деталям, поэтому технологическая проблема <<подгон

ки» параметров материала, возможно, не будет слишком сложной. Более 

того, если бы можно было управлять процессом переноса отдельных ква

зичастиц (возможно, при помощи подходящего магнитного пинцета), тогда 

эта система могла бы функционировать как отказоустойчивый квантовый 

компьютер. 

Модель Китаева представляет собой систему спинов, располагающих

ся на ребрах квадратной решетки. Гамильтоннан выражается в виде суммы 

двух взаимно коммутирующих четырехчастичных операторов, один из ко

торых соответствует узлам решетки, а второй - плакетам (см. рис. 17). По
скольку они взаимно коммутируют, гамильтониан несложно диагонализо

вать путем диагонализации каждого его слагаемого по отдельности. Опера

торы на узлах напоминают локальные калибровочные симметрии (действу

ющие независимо на каждом узле), а состояние, минимизирующее эти сла

гаемые, инвариантно относительно локальной симметрии, подобно физиче

ским состояниям, подчиняющимся закону Гаусса в калибровочной теории. 

Операторы на плакетах подобны операторам «магнитного потока» в калиб

ровочной теории, а эти слагаемые минимизируются, когда магнитный поток 

всюду обращается в нуль. Возбуждениями в такой системе являются состо
яния, в которых закон Гаусса нарушен на изолированных узлах (эти точки 

представляют собой «электрически заряженные» квазичастицы), и состоя

ния, в которых магнитные потоки не равны нулю на изолированных плаке

тах (квазичастицы магнитного потока). Квантовое запутывание основного 

состояния таково, что нетривиальная фаза Берри, связанная с обходом за

ряда вокруг потока, идентична фазе Ааронова- Бома в аналогичной калиб

ровочной теории. 

Эти явления Ааронова- Бома стабильны даже при деформации гамиль

тониана данной модели. Действительно, если деформация достаточно мала, 

мы можем изучать ее влияние, используя теорию возмущений. Но пока воз-
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Рис. 17. Спиновая модель Китаева. Спины располагаются на ребрах решетки. Вза
имодействуют четверки спинов, встречающихся на одном узле или окружающих 

один плакет 

мущения пространственпо локальны, топологические эффекты устойчивы, 

так как результаты теории возмущений определяются лишь суммой лока

лизованных воздействий. Любая деформация модели, разрушающая даль

нодействующие топологические взаимодействия, должна иметь непертур

бативный характер. 

Можно предвидеть два типа непертурбативных эффектов [58]. Основ
ным состоянием теории мог бы оказаться «конденсат потока» с бесконеч

ным количеством магнитных возбуждений. В таком случае возникло бы 

дальнодействующее взаимодействие притяжения между заряженными ча

стицами и их античастицами. Разделение зарядов стало бы невозможным, 

и не возникло бы никаких дальнодействующих эффектов. В калибровочной 

теории это явление назвали бы электрическим конфайн.ментом. И наобо

рот, в основном состоянии мог бы образоваться конденсат электрически 

заряженных квазичастиц. Тогда возник бы конфайнмент магнитных воз

буждений, и вновь дальнодействующие эффекты Ааронова-Бома были бы 

разрушены. В калибровочной теории это назвали бы явлением Хиггса (или 
магнитным конфайнментом). 

Таким образом, деформируя гамильтонпаи Китаева, мы можем ожи

дать, что в конечном счете столкнемся с границей раздела фаз, за пределами 

которой возникает электрический конфайнмент или явление Хиггса. Размер 

заключенной в эти границы области определяет, как именно должен быть 

изготовлен материал, чтобы он вел себя по предписанию Китаева. Чрезвы
чайно важный вопрос для разработчика материала состоит в следующем: 

смогут ли искусно подобранные двухчастичные взаимодействия так фруст

рировать спиновую систему, чтобы в ней образовалось сильно запутанное 
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основное состояние, а между квазичастицами возбуждений возникли не

абелевы взаимодействия Ааронова-Бома? 

Дробный квантовый эффект Холла и модели Китаева преподнесли впе

чатляющий урок. Мы обнаружили калибровочные эффекты, возникающие 

как коллективные явления в системах с одними лишь короткодействую

шими взаимодействиями. Возможно, стоит подумать о том, что известные 

в природе калибровочные симметрии могут иметь подобное происхожде

ние. 

7.3. Топологические взаимодействия 

Как уже отмечалось, в спиновых моделях Китаева существует два типа 

зарядов, переносимых локализованными квазичастицами, которые можно 

назвать «электрическими» и «магнитными» зарядами. В модели простей

шего типа «магнитным потокам», переносимым частицами, можно сопоста

вить элементы некоторой конечной группы G, а «электрическим зарядам»
неприводимые представления1 группы G. Если частица с зарядом, соответ
ствующим неприводимому представлению D(v), квантовые числа которой 
закодированы во внутренней волновой функции I'Ф(v)), обходит вокруг по
тока, обозначенного групповым элементом и Е G, то ее волновая функция 
преобразуется по правилу 

(37) 

Используя это взаимодействие, мы можем измерить магнитный поток 

путем рассеяния на нем подходящей заряженной частицы [59]. Напри
мер, мы могли бы сконструировать изображенный на рисунке 18 флюкс
итерферометр Маха-Цендера, чувствительный к относительной фазе, при

обретаемой заряженными частицами, проходящими по траекториям справа 

или слева от потока. Если мы подходящим образом сбалансируем интер

ферометр, то сможем различить, скажем, два значения потока u 1 , и2 Е G; 
поток u 1 будет обнаруживаться появлением частицы в одном плече интер

ферометра, а поток u2 - появлением частицы в другом плече. Конечно, 

сконструированный нами интерферометр не будет безупречным, но, тем 

не менее, измерение потока может быть отказоустойчивым: при наличии 
большого количества заряженных налетающих частиц и при многократном 

повторении измерения мы можем определить поток с достаточно высокой 

статистической достоверностью. 

1 Также возможно существование «дионою>, переносящих заряды обоих типов; классифи
кация переносимого дионом заряда достаточно тонкая, однако нам не потребуется детальное 

обсуждение свойств этих квазичастиц. 
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Рис. 18. Схематическое изображение интерферометра Маха-Цендера для измере
ния потока. Измеряемый поток помещается внутрь. Если поток имеет значение и1, 

то пробный заряд появляется в одном плече, а при значении и2 - в другом 

Если два потока и1 и u2 принадлежат одному и тому же классу сопря

женных элементов группы G, то существует связывающая их симметрия, 
а вся локальная физика не зависит от значения потока (см. ниже). Следова

тельно, когерентность суперпозиции потоков 

(38) 

не будет разрушаться локальными взаимодействиями с окружающей сре

дой. Тем не менее, флюкс-интерферометр (действующий многократно) 

спроецирует флаксон на одно из двух собственных состояний lи 1 ) (с ве
роятностью lal 2 ) или lи2) (с вероятностью IЬI 2 ). 

Теперь представим, что два флаксона были тщательно откалиброваны, 

так что известно, что один из них несет поток и1, а второй- поток и2. 

Осторожно перемешая первый флаксон относительно второго, «переста

вим» их, как это показано на рисунке 19, после чего вновь выполним из
мерение потоков. После такого обмена, обход заряженной частицы вокруг 

правого флаксона топологически эквивалентен следующему обходу, совер

шаемому до перестановки: сначала вокруг правого флаксона, затем вокруг 

левого и, наконец, вокруг правого флаксона в противоположном направле

нии. Мы приходим к выводу, что обмен изменяет квантовые числа флаксо

нов по правилу 

(39) 

что представляет собой нетривиальное взаимодействие, если два потока не 

коммутируют [60]. Таким образом, даже в отсутствие любых электрических 
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зарядов между некоммутирующими потоками существуют собственные ин

тересные взаимодействия Ааронова-Бома. Так как обход одного потока во

круг другого может привести к сопряжению его значения, два флаксона, 

несущие на себе сопряженные потоки, должны рассматриваться как нераз

личимые частицы [61]. Перестановка двух таких объектов может изменить 
их внутренние квантовые числа; эти неразличимые в двумерии частицы, 

которые подчиняются экзотической неабелевой разновидности статистики, 

мы будем называть неабелевыми анионами [62]. 

Бюро стандартов 

магнитного потока 

Рис. 19. Обменное взаимодействие потоков. Обозначенный u 1 поток из своего ис

ходного положения (заштрихованное) перемешается в новое (не заштрихованное), 

а затем заново измеряется. Изображенная траектория заряженной частицы, что об

ходит исходное положение потока, топологически эквивалентна траектории, охва

тывающей новое положение; следовательно, значение потока u 1 меняется на и~ = 
-1 = u 2 U1U2 

Мы будем использовать обменное взаимодействие (39) в качестве фун
даментальной логической операции в нашем квантовом компьютере Ааро

нова-Бома. Однако в действительности может оказаться удобным кодиро

вание кубитов в парах флаксонов с тривиальным полным потоком [25]: мы 
будем рассматривать пары флаксон-антифлаксон вида lи,и- 1 ), но такие, 
в которых флаксон и антифлаксон удерживаются на достаточном рассто

янии друг от друга, чтобы случайный обмен квантовыми числами меж

ду ними был маловероятен. Для выполнения логической схемы мы можем 

протащить одну пару сквозь другую, как это показано на рисунке 20. Так 
как полный поток, проходящий через середину внешней пары, тривиален, 

ее состояние не изменяется, но внутренние потоки сопрягаются внешним 
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потоком: 

(40) 

эта операция, очевидно, изоморфна результату перестановки отдельных по

токов, описываемому уравнением (39). Использование пар вместо отдель
ных флаксонов имеет два преимущества. Во-первых, так как каждая пара 

имеет тривиальный полный поток, они не взаимодействуют, пока одна из 

них не протаскивается сквозь другую; следовательно, мы можем свободно 

перемещать пары по устройству, не вызывая никаких вежелательных взаи

модействий с удаленными парами. Во-вторых, что более важно, пара может 

переносить заряд, даже если каждый ее элемент в этом отношении является 

нейтральным [63,64]. Заряд пары можно измерить, и эта операция измере
ния заряда станет основным элементом универсального набора квантовых 

вентилей. Операцию ( 40) можно рассматривать как классический логиче
ский вентиль; она преобразует одно собственное состояние потока в другое. 

Чтобы выполнять интересные квантовые вычисления, мы должны уметь го

товить когерентные суперпозиции собственных состояний потока. Именно 

это мы можем осуществлять, измеряя заряд пары . 

® • ~·u;J u1~ ........ • 
"- • '8u;l u 1 1 ~ @ • 

Рис. 20. Взаимодействие «протаскивания». Одна пара потоков протаскивается 

сквозь другую. Внешний поток не изменяется, но внутренний поток сопрягается 

внешним 

Предположим, что u0 и и1 Е G связаны соотношением и 1 = v- 1u0 v 
для векоторой величины v Е G. Тогда, если мы рассматриваем собственные 
состояния потоков lио, u01) и lи1, и1 1 ) в качестве состояний вычислитель
ного базиса, эффект протаскивания одной из двух пар сквозь пару lv, v- 1 ) 

можно интерпретировать как NOT- или Х -вентиль: 

(41) 
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(см. рис. 21 ). Теперь предположим, что мы хотим приготовить одно из со-
стояний 

(42) 

о~•-_"....,.. е 
х -х 

~- """"'• NОТ-пара 

Рис. 21. NОТ-вентиль. Протаскивание вычислительной пары потоков сквозь пару 
NOT обращает значение закодированного бита 

1 Заряд 1 

ff (IO) - 11)) 

• --------~L---------~ 

~INoт~=•l 
Рис. 22. Схематическое изображение интерферометра Маха- Цендера для измере
ния заряда. Пара потоков, заряд которой должен быть измерен, помещается внутрь. 

Если пробный поток NOT появляется в одном плече, то было приготовлено состо
яние заряда 1 +); если он появляется в другом плече, то было приготовлено состоя
ние 1-) 

Мы можем спроецировать когерентную суперпозицию Ju0 , u01
) 

и Jщ, и;- 1 ) на базис {1±) }, путем рассеяния флаксона Jv) на паре или, дру-
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гими словами, оперируя зарядовым интерферометром, как это показано 

на рисунке 22. Когда флаксон lv) движется вокруг пары, он приобретает 
тривиальную фазу Ааронова-Бома, если пара находится в состоянии 1+ 
+),и нетривиальную фазу -1, если пара находится в состоянии 1-). Если 
интерферометр должным образом сбалансирован, то налетающая частица 

lv) будет детектироваться в одном плече интерферометра, когда состояни
ем пары является 1 +), и в другом, когда состоянием пары является 1-). Это 
пример измерения заряда. Хотя интерферометр не будет безупречен, изме

рение заряда (как и измерение потока) может быть отказоустойчивым, если 

оно повторяется достаточное количество раз. 

7.4. Универсальные топологические вычисления 

Работая с парами флаксонов в качестве состояний вычислительного 

базиса, мы увидели, как выполняется операция перестановки (или «протас

кивания») в ( 40), как измеряется поток (с использованием предваритель
но откалиброванных зарядов), и как измеряется заряд (с использованием 

предварительно откалиброванных потоков). Предположим теперь, что мы 

можем создать большой запас пар потоков. С помощью локальных про

цессов можно создать пары, несущие нулевой заряд и тривиальный поток; 

с точностью до нормировки, состояние такой пары имеет вид 

\charge zero) = L \и, u-1
), (43) 

и 

где суммирование ведется по всему классу сопряженных элементов груп

пы G. Поскольку при сопряжении любым элементом группы G это состо
яние остается неизменным, оно имеет тривиальные взаимодействия Ааро

нова-Бома с любым потоком и, следовательно, не имеет детектируемого 

заряда. После рождения такой пары можно выполнить измерение потока, 

проецирующее ее состояние на одно из собственных состояний пары по

токов lи, и- 1 ). Выполняя множество таких измерений для большого коли
чества пар, мы собираем большой резервуар калиброванных пар потоков, 

которые при необходимости можно извлекать в процессе вычисления. 

Но является ли наш квантовый компьютер универсальным - можем ли 

мы получить достаточное приближение любого желаемого унитарного пре

образования? Чтобы исследовать этот вопрос, вспомним упомянутый в раз

деле 4.2 результат: для универсальных квантовых вычислений достаточно 
универсальных классических вычислений в совокупности с возможностью 

выполнять однокубитовые вентили Х и Z и измерять Х, У и Z [17]. Дей
ствительно, существуют такие группы G, что операции (40) оказывается 
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достаточно для универсальных классических вычислений. Мы обнаружи

ли [65], что если G = А5- группа четных перестановак пяти объектов, то 
из уравнения (40) можно построить вентиль Тоффоли. Например, в каче
стве состояний вычислительного базиса можно выбрать 

Uo = (125), u 1 = (234); (44) 

то есть потоки, соответствующие циклам дЛины три (3-циклам) с одним 

общим объектом. Тогда вентиль Тоффоли можно построить в общей слож

ности из 16 элементарных операций «протаскивания»; кроме того, для уско
рения выполнения этой операции используется шесть служебных пар. Ни 

в одной из меньших, чем А5, групп вентиль Тоффоли не был обнаружен. 1 

Так как А5 также является наименьшей из конечных неразрешимых групп, 
напрашивается вывод, что неразрешимость - необходимое условие для по

рожденных сопряжением классических вычислений.2 

Как уже говорилось, Х -вентиль можно осуществить, протаскивая вы

числительную пару вихрей сквозь пару с потоком v, таким, что u1 = 
= v- 1u0v; здесь мы выбираем v = (14)(35). Оказывается, Z-вентиль мож
но построить при помощи шести этапов «протаскивания» и четырех слу

жебных пар. Измерение Z аналогично измерению потока, и мы уже ви
дели, что измерение Х можно выполнить путем измерения заряда пары, 

а именно, используя в зарядовом интерферометре в качестве налетающей 

частицы v. Остается лишь подтвердить, что мы можем измерить У. Хотя 
по данной схеме измерение У нельзя выполнить точно, оказывается, что 

вентиль «контролируемое У» можно построить с помощью 31 этапа «про
таскивания» и семи служебных пар. Обращаясь к другому изобретенному 

Китаевым трюку [67], для выполнения У-измерения с любой желаемой точ
ностью мы можем использовать вентиль «контролируемое У» повторно.3 

Следовательно, мы построили набор универсальных вентилей, используя 

лишь взаимодействия Ааронова-Бома потоков и зарядов; мы располагаем 

отказоустойчивым универсальным квантовым компьютером. 

1 Ранее Китаев сообщал, что универсальные классические вычисления возможны для 
G=S5. 

2Конечная группа неразрешима, если она имеет нетривиальную подгруппу, коммутант 
которой совпадает с ней самой. (Коммутантом группы называется множество всех возмож

ных произведений коммутаторов аьа-lь- 1 элементов рассматриваемой группы. Имеет место 
следующий критерий: если группа G некоммутативна и не имеет нетривиальных нормаль
ных подгрупп, то она неразрешима.- Прим. ред.) Барринггон [66] нашел признак разделения 
групп на разрешимые и неразрешимые по вычислительной сложности группового умножения. 

3 Фактически, измерение У (который имеет собственные значения ±i) с использованием 
вентиля контролируемое У не работает, поскольку метод Китаева не различает связанные 
комплексным сопряжением собственные значения. То, что мы действительно построили - это 
вентиль контролируемое wY, где w = е27еi/З. 
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К сожалению, спиновая модель, на которой основана данная конструк

ция, не так проста. Так как группа А5 имеет порядок 60, реализующая 
данную схему спиновая модель Китаева имеет 60-компонентный спин, рас
положенный на каждом (!) ребре решетки. Остается надеяться, что будет 
обнаружена более простая реализация вычислений Ааронова- Бома. 

7.5. Является ли природа отказоустойчивой? 

Открытие коррекции квантовых ошибок и отказоустойчивости на

столько изменило наше представление о квантовой информации, что впору 

задаться вопросом об их потенциальном значении для фундаментальной 

физики. Действительно, основные вопросы, имеющие отношение к поте

ре квантовой информации, озадачивали физиков на продолжении двадцати 

лет. 

В 1975 году, Стивен Хокинг [68] доказал, что квантовая информация 
неизбежно теряется при образовании черной дыры и ее последующем пол

ном испарении. Суть доказательства предельно проста: из-за сильно иска

женной причинной структуры пространства-времени черных дыр испускае

мое излучение находится фактически на том же временном срезе, что и ис
чезающее за горизонтом событий коллапсирующее вещество. Если кванто

вая информация, первоначально закодированная в коллапсирующем веще

стве, должна в конечном счете возродиться в информации, закодированной 
в микросостоянии излучения, то она должна находиться в двух местах од

новременно. Другими словами, квантовая информация должна быть кло
нирована, что, как известно, при обычных допущениях квантовой теории 

невозможно [69, 70]. Хокинг делает вывод, что не все физические процес
сы могут управляться унитарной временной эволюцией; законы квантовой 

теории нуждаются в пересмотре. 

Эти аргументы убедительны, но многие физики им не доверяют. Воз
можно, одна из причин для скептицизма состоит том, что для природы вы

глядит странным допускать потерю даже маленького бита информации [71]. 
Если процессы с участием черных дыр могут разрушать информацию, то 
можно ожидать, что потеря информации неизбежна на масштабе порядка 

планконской длины ( Gh/ с3 ) 112 
'"" 10-33 см, на котором виртуальные чер

ные дыры непрерывно возникают как квантовые флуктуации. Становится 

сложно понять, почему квантовая информация может быть так легко раз

рушена на планконском масштабе, но так хорошо сохраняется на больших 
расстояниях, которые мы можем исследовать экспериментально, - в конце 

концов, нарушения законов квантовой механики ни разу не наблюдались. 
Наше сегодняшнее понимание отказоустойчивых квантовых вычис

лений дает полезный и потенциально продуктивный способ разобраться 
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в данной проблеме. В спиновых моделях Китаева мы можем представить, 

что разрушающие квантовую информацию локальные процессы достаточ

но просты. Тем не менее, если бы нам потребовалось проследить эволю

цию системы с более грубым разрешением, отслеживая лишь информацию, 
закодированную в зарядах пространственпо разделенных квазичастиц, мы 

с поразительной точностью наблюдали бы унитарную эволюцию; мы не 
обнаружили бы ни одного признака шума, происходящего ниже этого уров
ня.! 

Таким образом, весьма приятно полагать, что Природа внесла в свою 

структуру отказоустойчивость, скрыв от нас квантовый шум на масшта

бе Планка. Открытие того, что квантовые системы можно стабилизировать 

с помощью соответствующих методов кодирования, заставляет нас задать

ся вопросом: является ли природа отказоустойчивой? Если да, то квантовая 

механика может доминировать (с превосходной точностью) на промежу

точных масштабах длин, но спотыкаться как на планконском масштабе (где 

высока частота появления «ошибок»), так и на макроскопическом масштабе 

(где стремительна декогерентизация). 
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